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LICENCA E CREDITOS



Prefacio

Oriundo principalmente do estudo da mecanica e da astronomia, o Cdlculo, chamado tam-
bém Cidlculo infinitesimal, nasceu no fim do século XVII, com os trabalhos de Newton E] e
Leibniz E] Hoje em dia, ele é usado em todas as areas da ciéncia, e fundamental nas areas
da engenharia.

A presente apostila contém a ementa da matéria Calculo I, como ensinada no Depar-
tamento de Matematica da UFMG. Ela tem como objetivo fornecer ao aluno um conhe-
cimento basico dos conceitos principais do Calculo que sao: limites, derivadas e integral.
Ela também prepara o aluno para as outras matérias que usam Célculo I nos cursos de
ciéncias exatas (fisica e matematica) e engenharia, tais como Calculo II e 111, EDA, EDB,
EDC...

A apostila comeca com um capitulo sobre fundamentos, fazendo uma revisao de va-
rios conceitos basicos em principio ja conhecidos pelo aluno: equagoes, inequacoes, plano
cartesiano e trigonometria. A partir do Capitulo[2], o conceito de fungao é introduzido. A
nogao central de limite é abordada no Capitulo[d] e a de derivada no Capitulo[6l O resto
do texto é sobre o objeto central desse curso: a nocao de integral, o Teorema Fundamental
do Calculo, e as suas aplicagoes.

O texto contém bastante exercicios, cuja compreensao ¢ fundamental para a assimila-
¢ao dos conceitos. As solugoes, as vezes detalhadas, se encontram num apéndice.

Agradego as seguinte pessoas pelas suas contribui¢oes: Euller Tergis Santos Borges,
Felipe de Lima Horta Radicchi, Fernanda de Castro Maia, Hugo Freitas Reis, Marina
Werneck Ragozo, Mariana Chamon Ladeira Amancio, Pedro Silveira Gomes de Paiva,
Toufic Mahmed Pottier Lauar, Prof. Carlos Maria Carballo, Prof. Fabio Xavier Penna
(UNIRIO), Prof. Francisco Dutenhefner, Prof. Hamilton Prado Bueno, Prof. Jorge Sa-
batucci, Profa. Sylvie Oliffson Kamphorst Silva, Profa. Viviane Ribeiro Tomaz da Silva,
Prof. Viktor Bekkert.

Alguns videos, criados uma vez para atender a uma classe online, se encontram em
www . youtube. com/chachf

Esses videos contém uma boa parte do conteiido da presente apostila, mas alguns sao de

1Sir Isaac Newton (Woolsthorpe-by-Colsterworth, 4 de janeiro de 1643 — Londres, 31 de margo de
1727).
2Gottfried Wilhelm von Leibniz (Leipzig, 1 de julho de 1646 — Handver, 14 de novembro de 1716).
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qualidade baixa e precisam ser regravados....

Belo Horizonte, julho de 2015
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Capitulo 1

Fundamentos

“A good course is a course with many stupid questions.”

Wendelin Werner, medalhista Fields 2006

“Quem faz uma pergunta boba fica com vergonha 5 sequndos. Quem ndo
pergunta nada fica bobo para sempre...”

Um faxineiro do ICEx, 2008

Cdlculo lida com func¢oes de uma ou mais varidveis reais. Portanto, ele necessita de
uma compreensao boa das principais propriedades dos niimeros reais, e suas manipulacoes
na resolucao de problemas elementares.

Esse capitulo contém lembretes sobre a aritmética elementar dos ntimeros reais, assim
como a descricao de certos conjuntos do plano cartesiano, como retas e circulos. Nao pre-
tendemos dar uma exposicao completa sobre esses assuntos, mas apenas lembrar alguns
fatos e estabelecer notagoes a respeito de coisas elementares conhecidas pelo leitor.

A matéria desse capitulo sera usada constantemente no restante da apostila: é impor-
tante o leitor verificar que ele consegue fazer todos os exercicios.

1.1 Numeros reais

O conjunto dos ntmeros reais, R, pode ser visto como o conjunto dos pontos da linha
real, que serao em geral denotados por letras mindsculas: z,vy, s, t, u, etc. R é munido de
quatro operagoes aritméticas basicas: adigdo (+), subtragao (—), multiplicagio (x
ou -) e divisao (<, ou simplesmente /).

Lembremos a importancia de dois nimeros com papel relevante com respeito a adi¢ao
e multiplicagdo. Primeiro, o elemento 0 (“zero”) é tal que z+0 =0+x =z, 2-0=0-2 =0
para todo z. Um real z diferente de zero sera as vezes chamado de nao-nulo.

Por outro lado, o elemento 1 (“um”) é tal que -1 =12 = x para todo = € R. 1)
importante lembrar que a divisio por zero ndo é definida. Portanto, simbolos do tipo x/0



2 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

ou 0/0 nao fazem sentido. No entanto, 0/x = 0 para todo = # 0.

Os subconjuntos de R serao em geral denotados usando letras maitisculas. Por exem-
plo, A = {0,1,2} é o conjunto que contém os trés nimeros reais 0,1 e 2, e B = (0,2)
¢ o intervalo aberto que contém todos os reais entre 0 e 2 (ver abaixo). O conjunto dos
ntimeros naturais é [

N:={1,2,3,...},

e o conjunto dos inteiros é
Z:={...,—-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

As operagbes entre conjuntos sdo: intersegao (N), unido (U), diferenga (\). O
conjunto vazio serda denotado por @.

1.1.1 Equacoes do primeiro e segundo grau

Considere a equagao do primeiro grau:

1+4e=-7. (1.1)
Resolver essa equagao significa achar o(s) valor(es) da varidavel x para os quais a igual-
dade em (I.1)) é verdadeira. Esse conjunto de valores serd denotado por S e chamado

conjunto de solugdes. A resolucao é bem conhecida: isolando x obtemos uma tnica
solugdo = —2. Portanto, o conjunto das solugoes de (1.1 é S = {—2}.

Considere em seguida a equacao do segundo grau:
2?=9. (1.2)
Aqui, sabemos que existem duas solucoes, x = +v/9 = £3, logo S = {+3,-3}.
Agora, ja que um nimero negativo nao possui raiz quadrada, a equagao
22 =—4
nao possui nenhuma solugao real: S = @. Finalmente,
=0
possui uma unica solugao: S = {0}.

Um outro jeito de entender (1.2]) é de escrevé-la 22 — 9 = 0 e de fatorar o polindmio
22 — 9, obtendo um produto de dois fatores:

(—3)(x+3)=0.

1 Ao longo da apostila, o simbolo “:=" ser4 usado para definir um objeto. Por exemplo, A:={x € R :
x? > 1} significa que A é definido como o conjunto dos niimeros reais cujo quadrado é maior que 1.
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Para o produto de dois fatores (aqui,  — 3 e x + 3) ser zero, é necessario que pelo menos
um deles seja nulo. Se for o primeiro, x —3 = 0, entao = = 3. Se for o segundo, z+ 3 = 0,
logo = —3. De modo geral, para x ser solu¢ao de uma equagao da forma

(x —a)(z—p)=0, (1.3)

pelo menos um dos fatores, (x — «) ou (x — (), deve ser igual a zero, o que implica x = «
ou z = . Portanto, o conjunto das solugoes de (1.3)) é dado por S = {«, 8}.

Olhemos agora para a equagao do segundo grau da forma geral

az® +br+c=0. (1.4)
Se a = 0, essa equacao é do primeiro grau,
br+c=0,
e a sua tnica solucao ¢ dada por v = —§ (supondo b # 0). Isto é, S = {—f}. Por outro

lado, se a # 0, entao dividindo (1.4)) por a, e completando o quadrado obtemos:
O=2’+2z+<=(@+L2)P—(2)+<.

a

Portanto,

2_
(+ L) = (L) — &=V

Defina A:=b? — 4ac. Se A < 0, nao tem solucdes: S = &. Se A > 0, podemos tomar a
raiz quadrada em ambos lados dessa tltima expressao, e obter

x—l—%:ig.
Isto é,
g ==Va, (1.5)

Resumindo: quando a # 0, o conjunto das solugoes de (|1.4)) ¢ dado por

%) se A < 0 (zero solugoes)
S={ se A = 0 (uma solugao)
{%} se A > 0 (duas solugoes) .

Exercicio 1.1. Resolva as sequintes equagoes.

1.1-z=1 4. (z+1)(xz—-7)=0 7.1=0
2. 22 =1 S. r=1x 8. 623 —1 = 3z(1 + 22?)
8. L=z+1 6. x = 12? 9. (x+6)(z+1)=1

Exercicio 1.2. Mostre que se v e B forem dois niimeros positivos satisfazendo

2 2

v B
v L 4 F 9
T=5t 3 :

entdo ouy+ =2, ouy— [ =2.

Exercicio 1.3. Eziste um triangulo retangulo de drea 7 e de perimetro 127
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1.1.2 Ordem e intervalos

Existe em R uma relacao de ordem: dois reais x,y podem ser comparados usando os
seguintes simbolos:

o x =y “x éigual ay”,

o x #y: “x é diferente de y”,

x > y: “xr é maior ou igual a y”,

x > y: “x é estritamente maior que y”,

r <y: “r é menor ou igual a y”,
13 A : 7
e z <y: “z ¢ estritamente menor que y’.

A ordem permite definir subconjuntos elementares de R. Por exemplo, os reais nao-
negativos R, sao definidos por

Ri:={z e R:2 >0},

(leia-se: “o conjunto dos numeros reais € R tais que x seja > 0) e os reais positivos
por
* Py— .
Ri:={z € R:2 > 0}.
Podem também ser definidos conjuntos particulares chamados intervalos. Comegaremos
com os intervalos limitados. Se a < b sao dois nimeros reais, o intervalo fechado é

definido como
[a,b]:={x € R:a <z <b}.

Leia-se: “[a, b] é definido como o conjunto dos nimeros reais z tais que z seja maior ou
igual a a, e menor ou igual a b”. O intervalo aberto é definido como

(a,b):={r e R:a < x <b}.

) pode ser considerado como obtido a partir de [a, b] retirando as ex-
) = [a,b]\{a,b}. Definam-se também os intervalos semi-abertos (ou

Observe que (a,
tremidades: (a,
semi-fechados)

b
b

[a,b):={z eR:a<zx<b}, (a,b={xeR:a<x<0b}.

Graficamente, representaremos esses intervalos da seguinte maneira:

a b ¢ d ¢ !

ab) T ed @ N

Introduziremos também intervalos nao-limitados: os semi-infinitos fechados
(—o0,ai={r e R:z<a}, [c,+o0)={xeR:z>c},
e os semi-infinitos abertos
(—o0,a)={reR:z<a}, (c,+o0)={xeR:z>c}.

Por exemplo,
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L =)
00

R

(—00, d (¢, +00)

Observe que “+o00” e “—00” nao sao nimeros reais propriamente ditos, +0o (respectiva-
mente —oo) é somente um simbolo usado para representar a idéia (meio abstrata) de um
nimero maior (respectivamente menor) do que qualquer real z.

Exercicio 1.4. Simplifique as expressoes, usando as notacoes introduzidas acima.

1. A={z eR:a2? <4} 5. E={x:2 <2} UJ0,400)
2. B={z:z>0}n{zx:z <1} 6. F=11,2]N(—o00,1]
8. C={r:x<1}n{z:z <0} 7. G=[0,11n[0,3] N[0, 5] N[0, 3] N...
4. D={z:z>1}n{z: 2 < -1} 8. H=[0,1U[1,2]U[2,3]U[3,4]U...
1.1.3 Inequacgoes e sinal
Considere a inequacao do primeiro grau:
2—-2x>1. (1.6)

Como antes, “resolver” essa inequacao significa achar todos os valores de x para os quais
a expressao em se torne verdadeira. Por exemplo, x = 0 é solucao, pois o lado
esquerdo vale 2 —2-0 = 2, que é > 1. Mas em geral uma inequacao pode possuir mais de
uma solugao, as vezes possui infinitas solugoes. O conjunto de todas as solugoes, também
denotado por S, pode ser calculado da seguinte maneira. Primeiro, o conjunto S das
solugoes nao é modificado ao adicionarmos (ou subtrairmos) expressoes iguais em ambos
lados de uma inequagdo. Assim, adicionando 2z em cada lado de , obtemos

2>21+42x.
Podemos em seguida subtrair 1 em ambos lados:
1> 2x.

Agora, o conjunto S das solugoes nao é modificado ao multiplicarmos (ou dividirmos)
ambos lados de uma inequagdo por um niumero positivo. Assim, dividindo ambos lados da
inequacao 1 > 2x por 2 obtemos % > x,isto é x < % Assim, qualquer real x menor ou
igual a % torna a desigualdade em (|1.6)) verdadeira. Logo, S = (—oo0, %]
Observe que (|1.6)) pode também ser resolvida subtraindo 2 em ambos lados,
—2x > —1. (1.7)

Passando —2x para o lado direito e —1 para o lado esquerdo obtemos 1 > 2z, o que
equivale a
20 < 1. (1.8)

Vemos que ((1.8)) é obtida a partir de (1.7)) trocando os sinais (i.é. multiplicando ambos
lados por —1), e trocando o sentido da desigualdade.
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Exemplo 1.1. Resolvamos agora uma inequagao do segundo grau:
v —3r4+2>0. (1.9)

Primeiro, o polindmio do lado esquerdo da desigualdade em (1.9) pode ser fatorado:
22 —3r+2=(r—1)(xz —2). Assim, (1.9) ¢é equivalente a

(x—1)(x —2)>0. (1.10)

Observe agora que para o produto de dois niimeros ser > 0, eles tém que ser ambos nao-
nulos e ter o mesmo sinal. Portanto, a resolucao de passa pelo estudo do sinal de
x—1 e x—2. Isso pode ser feito como em (|1.6). Por um lado, x—1 <0sexz <1,z—1=0
secr=1,ex—1>0sex>1. Poroutrolado,z —2<0sex <2, z—2=0sex=2,¢
xr —2>0sex > 2. Issopode ser resumido nas duas primeiras linhas da seguinte tabela:

1 2
r— 1 - 0 + +
r — 2 — - 0 +
(x —1)(z —2) + 0 - 0 +

A terceira linha foi obtida multiplicando os sinaisde t — 1l ez —2: (z —1)(z —2) > 0 se
r<l(z—1)(z—2)=0sex=1,(r—1)(z—2)<0sel <z <2 (x—1)(z—2)=0se
r=2,e(x—1)(x—2)>0sex >2. Assim, S = (—o0,1)U (2, +00) da todas as solugoes

de (L.9). o

Exercicio 1.5. Resolva as sequintes inequagcoes.

1. z>4-5 7. z>x 13. 2> —x(x+3) <0
2.3t <z+1 8. x>z 14.x§i—f?
3. —8x <3 —A4x 9. x < 2

15. 1+ = 5>0
4. 10>10—=z 10. —22% 4+ 105 — 12 <0

1, 2

5. 2% > 1 11. 2*(x+7) <0 16. 5 +555 <1
6. —z® > 1+ 2 112, i =t —mas e i e S =

Exercicio 1.6. Quantos niumeros inteiros n existem tais que 3n — 1 < bn — 2 < 47

Exercicio 1.7. Quantos niumeros primos p existem tais que 0 < 2p — 3 < p+ 8¢

1.1.4 Valor absoluto

Informalmente, o valor absoluto de um niimero real z, denotado por |z|, representa o
seu “valor equivalente positivo”. Por exemplo, |5| = 5, | — 3| = 3, e |0] = 0. Formalmente,
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T sex >0
|z]:==<0 sex =0 (1.11)

-z sex<0.

Por exemplo, com essa definigao, ja que —3 < 0, temos | — 3| = —(—3) = 3. Observe
que para qualquer nimero a > 0,

z| <a<= —a<z<a. (1.12)
De fato, suponha primeiro que z > 0. Entao |z| = z, e |z| < a é equivalente a x < a. Por

outro lado, se z < 0, entdo |x| = —z, e |z| < a é equivalente a —x < a, isto é a —a < x.
Juntando os dois casos, isso mostra que |z| < a é equivalente a —a < z < a.

Exercicio 1.8. Quais das expressoes abaizo sao verdadeiras (para qualquer x)? Justifique.
2
Vrl=z, +z =z, Vi=|1|.
O valor absoluto para definir a distancia entre dois niimeros reais:

d(z,y)=lx —y]

De fato, se x < y, a distancia é ignal a y —x = —(z — y) = |x — y|, e se x > y a distancia
br—y=|r—yl|

Podemos também resolver inequagoes que envolvem valores absolutos:
Exemplo 1.2. Resolvamos
|r —2| > 3. (1.13)

Sabemos que pela definicao do valor absoluto,

x—2 sex > 2,
|z — 2| =
—r+2 sexr <2,

Logo, a resolugdo de (1.13) passa pela resolugdo de duas inequagdes mais simples. A
primeira é
r—22>3,istoéxr>5,

e deve ser considerada somente para os x tais que x > 2. Isso da um primeiro conjunto de
solugbes: S7 = [5, +00) (0s reais que sdo a0 mesmo tempo maiores ou iguais a 5 e maiores
ou iguais a 2). A segunda ¢é

—rx+2>3,istoéxr < —1,

e deve ser considerada somente para os z tais que x < 2, o que d& um segundo conjunto
de solugoes Sy = (—o0, —1]. Assim, o conjunto de todas as solugoes de (1.13]) é dado por
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S = Sl U SQI S = (-OO7 —1] U [57 —|—OO)

Um jeito mais geométrico (mas equivalente) de resolver o problema é de escrever ([1.13)
como: d(x,2) > 3. Assim, podemos interpretar as solugoes de como sendo os reais
x cuja distancia ao ponto 2 é maior ou igual a 3, que sao todos os reais a esquerda de —1
ou a direita de 5: S = (—o0, —1] U [5, +00). o

Exercicio 1.9. Resolva as sequintes inequacoes.

1)z +27>0 4. 3<|3— 1 7. iy > 2.
2. |lr—-2|<0 5 2x—3lz|—4>0
3. |22 43 >0 6. |22 -1 <1

Estudar o sinal de uma expressao que depende de uma variavel x significa deter-
minar os valores de x para os quais a expressao € positiva, negativa, ou nula.

Exemplo 1.3. Estudemos o sinal da expressao x + 3z*. Como z* + 322 = z%(z + 3), o
sinal da expressao inteira é obtido a partir dos sinais das partes z? e z + 3.

-3 0
2 + + 0+
r+3 - 0 + +
z*(z + 3) -0 + 0 +

Assim vemos que z® + 322 ¢ > 0 (estritamente positiva) se x € (—3,0) U (0,00), ela é < 0
(estritamente negativa) se x < 0, e é =0 (nula) se z € {—3,0}. o

Mais tarde resolveremos inequagoes onde aparecem, e estudaremos o sinal de outras
expressoes, como fungoes trigonométricas, raizes ou logaritmos.

Exercicio 1.10. Estude o sinal das sequintes expressoes

1. 5+z 3. (z—5)? 5. Li2n—db
2. 5+ 22 4. 22 =5 6. (x+1)]2z — 1 — 27

1.2 O plano cartesiano

O plano cartesiano, em geral denotado por R?, é o conjunto dos pares P = (x,y) de reais,
x e y, chamados respectivamente de abscissa (ou primeira coordenada) e ordenada
(ou segunda coordenada).
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O conjunto dos pontos cuja primeira coordenada é nula, isto é, o conjunto dos pontos
da forma P = (0,y), é chamado de eixo y, ou eixo das ordenadas. O conjunto
dos pontos cuja segunda coordenada é nula, isto é, o conjunto dos pontos da forma
P = (x,0), é chamado de eixo x, ou eixo das abscissas. Os eixos z e y formam duas
retas perpendiculares, e dividem o plano em quatro quadrantes:

2° 1°

3° 4°

Mais explicitamente, em termos das coordenadas,

« 17={(z,y) : 220,y =0}, e 3°={(z,y): 2 <0,y <0},

e 22={(v,y) 12 <0,y >0}, e 4°0={(z,y):2>0,y <0}

Se P = (x,y) e Q = (2/,y), a distAncia Cartesiana entre P e () é calculada usando
o Teorema de Pitagoras:

P

[ fi — A
/
/
/
AW
/
N

/
T —x

Exercicio 1.11. Descreva os sequintes subconjuntos do plano em termos das suas coor-
denadas cartesianas.

1. Semi-plano acima do eizo x,

semi-plano a esquerda do eizo v,

quadrado de lado 1 centrado na origem (com os lados paralelos aos eizos),
reta vertical passando pelo ponto (2,0),

reta horizontal passando pelo ponto (—3, —5),

reta horizontal passando pelo ponto (13, —5),

faixa vertical contida entre o eizo y e a reta do item ,

circulo de raio 1 centrado na origem.

© RS v L

disco (cheio) de raio 2 centrado em (1,—2).
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1.2.1 Retas

Ja vimos, no Exercicio[l.11], como expressar retas horizontais e verticais. Uma reta vertical
é o conjunto formado pelos pontos (z,y) cuja primeira coordenada x é igual a um nimero
fixo a € R, a sua equagao se escreve: z = a.

Y
< equacao da reta: x = a

T

' (,0)

Por outro lado, uma reta horizontal é o conjunto formado pelos pontos (z, y) cuja segunda
coordenada y é igual a um nimero fixo b € R, a sua equagao se escreve: y = b.

Yy

< equacao da reta: y = b

N

(0,0)

[

As retas horizontais e verticais sdo descritas por somente um pardametro (o “a” para
uma reta vertical, ou o “b” para uma reta horizontal). Para as outras retas do plano, que
nao ficam necessariamente paralelas a um dos eixos, é preciso usar dois parametros, m
e h, chamados respectivamente inclinagdo (ou coeficiente angular) e ordenada na
origem, para especificar a dependéncia entre = e y:

y=mz+h.

e equacao da reta: y = mx + h
inclinacao: m -

ordenada na origem: h
x

O significado da inclinagdo m deve ser entendido da seguinte maneira: partindo de um
ponto qualquer da reta, ao andar horizontalmente uma distancia L para a direita,
deslocamento vertical da reta é de mL. Por exemplo, para uma reta de inclinagao
(observe que todo os tridangulos da seguinte figura sdo semelhantes),

= O

L/2
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Se a inclinacao é negativa, entdo o deslocamento vertical é para baixo.

Se P = (z1,11) e Q = (x2,y2) sdo dois pontos de uma reta nao vertical de inclinac¢ao
m, entao

220 (1.14)
To — I

Essa relagao pode ser usada também para calcular a inclinacao de uma reta.

Exemplo 1.4. Procuremos a equagao da reta r que passa pelos pontos P = (—1,3) e

Q = (3,0):

Como 7 nao é vertical, a sua equacao é da forma y = mx + h. A inclinagdo pode ser

calculada usando : m = 30:((_32) = —%. (Pode também observar que para andar de
P até @), é necessario andar 4 passos para a direita, e 3 passos para baixo, logo m = _73)
Portanto, a equacao é da forma y = —%x + h. Falta achar h, que pode ser calculado
usando o fato de r passar pelo ponto P: 3 = —% - (=1) + h (daria na mesma usando o

ponto Q). Assim, h = %, e r é descrita pela equacao:

y=-3z+92.

Ao multiplicarmos ambos lados por 4 e rearranjando podemos a equacao da reta da
seguinte maneira:

3r+4y—9=0.

Essa é a forma genérica da reta. Em geral, qualquer reta pode ser descrita na forma
générica,

ar +by+c=0,
em que a, b, ¢ sdo constantes. Se a = 0 e b # 0, a reta é horizontal. Se a #0e b =0, a

reta é vertical. Se a # 0 e b # 0, a reta é obliqua.
o

Exercicio 1.12. Considere a reta r do Exemplo [1.4. Escolha alguns pares de pontos P
e Q em r, e verifique a formula (1.14). Ache os valores de x e y para que os pontos
R = (2,100) e T' = (6,y) pertencam a r.

Exercicio 1.13. Determine a equacao da reta que passa pelos pontos dados.

1. (0,0), (1,1) 4. (1,-2), (~1,3)
2. (=2,1), (100, 1)
3. (=3,—21.57), (=3,3) 5. (333,227), (—402, —263)
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Exercicio 1.14. Faca um esbogo, no plano cartesiano, da reta descrita pela equagdo dada.
1. m:oxz=4 .rygrx+2y=90
2.1y y=-3/2 4.1y y=2x—3
Observe que retas paralelas tém a mesma inclinacao.

Exercicio 1.15. Dé a equagdo da reta r', paralela a r, que passa pelo ponto P.
1.r:y=5zx+2, P=(-1,5). 2.r:4x—-3y+6=0, P=(3,-5).

Exercicio 1.16. Mostre que se ri tem inclina¢ao my # 0, e ro tem inclinag¢do mo = —m%,
entao r1 e ry sao perpendiculares.

Exercicio 1.17. Determine quais das sequintes retas sao paralelas ou perpendiculares.
r:2r+y—1=0, r:24+2y+1=0, rs:y=2xr—3, rg:3x+6y—3=0.
Em sequida, esboce as retas e verifique.

1.2.2 Circulos
Considere o circulo |y de centro C' = (1,2) e de raio R = 2:

Por definigao (ver o Exercicio|l.11)), v é definido pelo conjunto dos pontos P cuja distancia
euclidiana a C' ¢ igual a 2: d(P,C) = 2. Isso significa que as coordenadas (x,y) de P

sdo ligadas pela seguinte expressao: \/ (x —1)2+ (y —2)? = 2. Equivalentemente, v ¢é
descrito pela seguinte equacao:

(z—1)"+(y—2)" =4.

Observe que, expandindo os fatores (z — 1)? e (y — 2)?, essa tltima expressao pode ser
escrita na forma genérica:

4y =20 —4y+1=0.
Em geral, um circulo de raio R > 0 centrado em C' = (x¢, o) é descrito pela equagao
(z —z0)* + (y —w0)* = R”. (1.15)

Um problema classico é de achar o centro e o raio a partir da forma genérica.

2As vezes, o que chamamos aqui de cérculo corresponde a circunferéncia em outros textos de mate-
matica elementar.



1.3. TRIGONOMETRIA 13

Exemplo 1.5. Considere o circulo v descrito pela sua equagao genérica
w2+ +6x—8y=0. (1.16)

Para achar o seu centro e o seu raio, completemos os quadrados: x* + 6z = (z + 3)* — 9,
y>—8y = (y—4)*> —16. Logo, pode ser escrita como (z+3)? —9+ (y—4)?—16 = 0,
isto é:

(x+3)2+ (y—4)*=25=5%.

Portanto, 7 é centrado em C' = (—3,4), de raio R = 5. o

Exemplo 1.6. Considere 2% + 2z +y? + 2 = 0. Completando o quadrado e rearranjando,
obtemos (z + 1)? +y*> = —1. Como “—1” ndo pode ser escrito como um quadrado, esta
equagao nao representa um circulo (e na verdade, ndo existe nenhum par (x,y) que seja
solucao). o

Exercicio 1.18. Determine quais das equagoes a sequir definem um circulo. Quando for
o caso, calcule o centro e o raio.

1 22+ (y+1)2=9 3. 22+ y? =6x 5. 2 +y*+2x+1=0

2. 224942 =-1 4. 2+ +z+y+1=0 6. 2 =y*+1

1.3 Trigonometria

A trigonometria estabelece relagoes precisas entre os dngulos e os lados de um tridngulo.
Definiremos as trés fungoes (mesmo se a propria nogao de fungdo seré estudada no pro-
ximo capitulo) trigonométricas elementares, sen (seno), cos (cosseno) e tan (tangente), e
daremos as suas propriedades basicas. Nos proximos capitulos olharemos mais de perto
as propriedades analiticas dessas fungoes.

1.3.1 Medir angulos no plano

Para comegar, é importante escolher uma unidade (como “metros” para comprimentos,
ou “litros” para volumes) para medir um angulo determinado pela abertura entre duas
retas. Descreveremos as duas unidades mais usadas, graus e radianos.

Os angulos serdao medidos a partir de uma reta horizontal, em sentido antihordrio.
A abertura minima, naturalmente, é definida como valendo zero, qualquer que seja a
unidade. O que precisa ser definido é o valor do angulo total. Se o angulo for medido em
graus, esse angulo total é definido como valendo 360 graus:

360°

OO
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Uma vez que o angulo total foi fixado, a medi¢ao dos outros se faz proporcionalmente: a
metade do angulo total vale 180 graus, o angulo reto mede 90 graus, etc. A vantagem
dessa unidade é que véarios angulos bastante usados em geometria tomam valores inteiros:
30, 60, 90, 180, 270, etc.

1200 " 6oe
150° 30°
180° 360°
2109 330°
240° 5 3007

Observe que apesar da posicao do angulo total coincidir com o angulo nulo, eles devem
ser considerados como distintos.

Fixar o angulo total como sendo igual a 360 pode parecer arbitrario, e um jeito mais
natural de definir o angulo total é de usar a nocao de comprimento usual na reta. De
fato, considere o circulo de raio 1 centrado na origem e, partindo do ponto (1,0) (que
corresponde a um angulo de 0), ande ao longo do circulo no sentido antihorario. Quando
tiver percorrido uma distancia igual ao raio do circulo, o angulo correspondente é definido
como sendo de 1 (um) radiano:

[y

A 0

Observe que o angulo total corresponde a circunferéncia de um circulo de raio 1: 2.

Em geral, nessa apostila, os angulos serao medidos em radianos. Se a medida de um
angulo em graus ¢ o, e em radianos é «,, a conversao se faz da seguinte maneira: como

o angulo total mede 360 graus e 27 radianos, temos % = 24 Portanto,

180

Qg = —Q,, OUQ, =
s

™

Assim, verifica-se por exemplo que um angulo de 90 graus corresponde a 15590 = § =
1.57... radianos.

Exercicio 1.19. O ponteiro dos sequndos de um relogio mede 20 centimetros. Qual
distancia a ponta desse ponteiro percorreu depois de uma hora e 15 minutos?

Exercicio 1.20. Estime a velocidade (em km/s) com a qual a lua gira em torno da
terra, sabendo que a distancia média terra-lua fica é de 384°400km e que uma volta dura
aproximadamente um mes.
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Um angulo negativo serd interpretado como medido no sentido horario:

1.3.2 Seno, cosseno e tangente

Para poder definir as ligagoes entre os angulos e os lados de um triangulo, é necesséario
fazer umas simplificagbes. Trabalharemos com um tridngulo retangulo, isto é, que
possui um angulo reto. Considere entao o seguinte tridngulo ABC', retangulo em C-:

B
c
a
6
A b C

Com respeito a a, b é chamado de cateto adjacente, a de cateto oposto, e ¢ de hipo-
tenusa.

Se dois lados forem conhecidos, o terceiro pode ser calculado usando o Teorema de
Pitagoras, e o valor do dngulo o é determinado. Como qualquer triangulo semelhante a
ABC' tem os mesmos angulos, a ¢ determinado uma vez que um dos quocientes 2, g, ou
7 for conhecido. A ligacao entre a e esses quocientes é chamada respectivamente seno,

cosseno e tangente de «, e denotada por

a b a
senaqi=—, cosa:=-, tano:=-.
c c

b

(Aqui escreveremos a tangente tan o, mas as vezes se encontra também a notagao tga.)
Observe que a seguinte relacao sempre vale:

sen o
tana =

(1.18)

COS v

Em alguns casos simples, sen «, cos « e tan a podem ser calculados “manualmente”.

s

Exemplo 1.7. Considere o = § (= 45°). Para calcular sen 7, cos § e tan 7, consideremos
o seguinte triangulo:

V2

A\
1

o

Exercicio 1.21. Montando em cada caso um triangulo apropriado, calcule (sem calcula-
™ ™ ™ ™ ™ s
dora) sen g, cos 3, tan 3, sen g, cos g, tan g.
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Exercicio 1.22. Para determinar a altura H de uma torre, ficamos a uma distancia
qualquer dela, e medimos o angulo a entre a horizontal e o topo da torre. Em sequida,
andamos uma distancia d em direcao a base da torre, e medimos o angulo B entre a
horizontal e o topo da torre. Ezpresse H como funcdo de o, [3,d.

Faremos agora uma generalizacao, que permitird enxergar melhor os trés nimeros
sen «, cos v e tan o, e que sera também 1til para considera-las como fungoes de uma va-
ridvel real, a partir do proximo capitulo.

Para tanto, usaremos um tridangulo cuja hipotenusa ¢ de tamanho ¢ = 1. Isto é, o
ponto B do triangulo da figura acima é posicionado no circulo de raio 1 centrado na
origem, chamado circulo trigonométrico. As fungoes trigonométricas podem entao ser
medidas efetivamente olhando para os comprimentos da seguinte figura:

0 uRY

0 UOS .-~

COS ¥

Observe como sen «, cos « e tan & mudam a medida que B se movimenta ao longo do
circulo. Em particular, B pode dar uma volta completa no circulo, o que permite estender
as fungoes trigonométricas a qualquer énguloﬂo < a < 27, e também para valores maiores
ou até negativos. Os sinais das fungoes trigonométricas mudam dependendo do quadrante
ao qual B pertence:

29 1¢:

sena >0 |sena > 0
cosaa <0 |cosa>0
tana <0 |[tana >0
3°: 40

sena <0 |sena <0
cosa <0 |cosa >0
tana >0 |[tana <0

Varias propriedades podem ser obtidas a partir do circulo trigonométrico. Por exem-
plo, observe que a e —a tém o0 mesmo cosseno, mas que ao transformar o em —a, o0 seno
muda de sinal. Portanto,

cos(—a) = cosa, sen(—a)= —sena, tan(—«a)=—tana. (1.19)

Todas as identidades do seguinte exercicio podem ser obtidas de maneira parecida,
olhando simplesmente para o circulo trigonométrico.

3A tangente tem um problema nos multiplos de 5 (ver mais adiante).
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Exercicio 1.23. Prove as identidades:

cos(m —a) = —cosa, sen(m—a)=sena, tan(mr—a)=—tana. (1.20)
cos(m+a)=—cosa, sen(m+a)=—sena, tan(r+a)=tana. (1.21)
cos(5 —a) =sena, sen(g a) =cosa, tan(f —a) = cotana. (1.22)
cos(§ +a)=—sena, sen(;+a)=cosa, tan(y+a)= —cotana. (1.23)

A cotangente, definida por cotan a:=

—%, apareceu naturalmente.
an o

Exercicio 1.24. Complete a sequinte tabela

graus | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 | 120 | 150 | 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360
T T T T 27 b s 4 3T b IR
ACCUIN O T A 0 0 i il
sen |0 ? 1 0 0
cos 1 5 0 —1 1
tan | 0 1 %] 0 0

1.3.3 Identidades trigonométricas

As identidades do Exercicio deram algumas ligagoes entre seno, cosseno e tangente.
O Teorema de Pitagoras da também a relacao

cosa +sen’a =1. (1.24)
Provaremos agora a identidade
sen(a + 3) = sen acos 3 + cos acsen 3 . (1.25)

Apesar desta valer para angulos « e 3 quaisquer, suporemos que «, 3 € (0, §), e usaremos
o seguinte desenho:

L
1 . ED
0) @ e

Observe que sen(a + ) = d(A,C) = d(A, B) + d(B,C). Usando o ponto E (projegao
ortogonal de A no segmento OD) e olhando para o triangulo OF A, temos d(O, E) = cos
e d(A,E) = sen 3. Observe também que o dngulo BAFE vale a. Portanto, d(A, B) =
d(A,E)/cosa = senff/cosa e d(B,E) = d(A, B)sena. Por outro lado, d(B,C) =
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d(O, B) sen «v, mas como

d(0, B) = d(O, E) — d(B, E)
=cos 3 — d(A, B)sen«

sen 3

=cosff — sena = cos f — sen S tan o,
Cos «

temos
sen
sen(a+ f) = b +senoz(cosﬁ — sen f3 tan 04)
Cos &
2
sen sen o
= 5+sen&cosﬂ—senﬁ
Cos « Cos (v

= sen « cos 3 + sen cos «

o que prova ([1.25)).

Exercicio 1.25. Prove as identidades (dica: todas podem se deduzir a partir de (1.25)) e
de algumas identidades do Fxercicio .'

sen(a — ) = senacos 3 — cos asen 3 (1.26)
cos(a+ f3) = cosaccos f — sen arsen f3 (1.27)

tan a + tan 3
t 1.28
anfa + ) = 1 —tanatanf ( )
cos(aw — f3) = cos arcos 3 + sen avsen 3 (1.29)

tan a — tan 3
t . 1.30
(@ =(f) = 1+ tan atan 8 ( )

Exercicio 1.26. Prove as identidades:
sen(2a)) = 2sen « cos « (1.31)
cos(2a) = cos® a —sen’ a = 2cos’a — 1 = 1 — 2sen’ a, (1.32)
sen

tang = —— 1.33
M2 T T cosa’ (133)
cos v - cos 8 = 3(cos(a + B) + cos(a — 3)) . (1.34)

Exercicio 1.27. Calcule a equagdo da reta r que passa pelo ponto (2,—1), cujo angulo
com a horizontal € igual a 60°.

Exercicio 1.28. Resolva:

1. cosz =0 4. senz = sen’x 7. |cosz| < \%
2. Sen$:% D, sen2x+%senx:1 8. (Cosx—f—senx)z:%

3. senx = cosx 6. senz > 1 9. sen(2z) = sen .



Capitulo 2
Funcoes

O conceito de fungdo serd o principal assunto tratado neste curso. Neste capitulo dare-
mos algumas defini¢des elementares, e consideraremos algumas das fungoes mais usadas
na prética, que sao as fungoes trigonométricas e as poténcias (exponenciais e logaritmos
serao estudadas no préximo capitulo). Também comegaremos a falar de grifico de uma
fungdo desde a Segao 2.2]

A nocao de fungao aparece quando uma grandeza depende de uma outra. Por exemplo:

o Uma particula evolui na reta. A trajetoria é uma funcao que da a sua posi¢do em
funcao do tempo:
t— a(t).

e O volume e a superficie de uma esfera sao duas fun¢des que dependem ambas do
raio:
T %7””3, r— 4mr?.
o Um gas estd contido num recipiente hermeticamente fechado, de temperatura fixa
mas de volume varidvel. A pressdo no recipiente é funcao do volume:

v p(v).

2.1 Definicao e exemplos

Como visto acima, uma funcgdo f (de uma varidvel real) é um mecanismo que, a um
nimero real z, chamado entrada (ou varidvel), associa um tnico niimero real construido
a partir de z, denotado f(x) e chamado saida (ou imagem). Essa associagao costuma
ser denotada:

r— f(x).
Neste curso, a entrada e a saida serao ambos niimeros reais. Veremos em breve que cada
funcao precisa ser definida com um dominio.

Exemplo 2.1. A fungao “multiplicagdo por dois” x +— 2z (por exemplo 3 — 6, —13 —
—26), a fun¢ao “valor absoluto” x +— |z| (por exemplo 3 — 3, —13 — 13), a funcao
“quadrado” z — 2? (por exemplo 3 — 9, —13 — 169), e a fungao “valor inteiro” x + |z],

19
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onde |z| é o maior nimero inteiro menor ou igual a x (por exemplo 3 +— 3, 1.5 — 1,
—3.1415 — —4), sao todas bem definidas para qualquer real z € R. o

Exemplo 2.2. Para definir a fungao “inverso”, x %, ¢é preciso evitar uma divisao por

zero, isto é, somente tomar uma entrada x € R\ {0}. Assim, a fungao f(x) = < é bem

definida uma vez que escrita da seguinte maneira:
f:R\{0} =R
1
Do mesmo jeito, para definir f(z) = —%5, ¢ preciso excluir os valores em que o denomi-
nador é zero:

f:R\{-1,+1} - R
o

Os dois ultimos exemplos mostram que em geral, uma funcao deve ser definida junto
com o seu dominio, que d4 os valores de x para os quais f(x) é definida. O dominio sera
em geral denotado por D:

f:D—R
x— f(z).
O dominio serd importante para garantir que f(x) seja bem definida. Mas as vezes, pode-

remos escolher um dominio particular somente por razoes especificas, ou pelas exigéncias
de um problema.

Exemplo 2.3. As fungbes trigonométricas encontradas no Capitulo [I| podem ser consi-
deradas como fungoes no sentido acima. O seno, por exemplo, associa ao angulo o de um
tridngulo retangulo a razao do lado oposto sobre a hipotenusa: « — sena. Aqui vemos
que, pela origem geométrica do problema, é necessario especificar os valores possiveis de
a: para o tridngulo ser bem definido, o angulo precisa tomar valores entre 0 e 7 (de fato,
¢ delicado falar de “lado oposto” para um angulo nulo ou maior que 7). Para indicar que
a fungao assim definida pega a sua entrada no intervalo (0, %), escreveremos

2
sen: (0,3) = R
> sena.

No entanto vimos que, usando o circulo trigonométrico, o seno de qualquer angulo
(mesmo negativo) pode ser definido, o que permite estender ele & reta real inteira:

sen: R — R

Q — Sen « .

A funcao cosseno se define de maneira analoga. Mas, com a tangente, uma restricao é
necessaria. De fato, tana = 2212 e, a divisdo por zero sendo proibida, a tangente nao ¢
definida para dngulos o € R tais que cosa = 0. Logo (veja o Exercicio [1.28)),

tan : R\ {Jhm, k€ Z} — R

oa— tanao.
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Exemplo 2.4. A func¢do raiz. Seja a € R, e considere a equagao
2 =a. (2.1)

Sabemos (ver Secao que se a < 0, essa equacao nao possui solugoes, se a = 0 ela
possui a unica solugao z = 0, e se a > 0, ela possui duas solugdes: z = ++/a e z = — /a.
Nesses dois ultimos casos, quando a > 0, definiremos a fungao raiz de a como sendo a
solugdo positiva de (2.1)), isto é, +y/a. Quando a < 0, a funcdo raiz de a nio é definida.
Assim, a fungdo raiz x — f(x) = \/x é bem definida somente quando x > 0, o que se
escreve da seguinte maneira:

f:R+—>R
1.

&

Por exemplo, para achar o dominio da funcao /1 — z, é necessario que 1 —x > 0, isto
é, que r < 1. Logo,

f: (=00, 1] =R
r—Vv1—x.

Exercicio 2.1. Determine os dominios das sequintes fungcoes:

1 1 8x 1
1. 224+3x—40 0. 1-=2 9. 1—z2 13. cos
2. % 6. Jr—1 10. \/181”7 14. y/senx

5. |z — 1] 7. V22— 1 11 Vo —1—22 15 Vo—+&

z+1 1 V2zr—1x2 /
4. x;—_i-l 8 TR 12 m 16 1— 1—}—:132

2.1.1 Limitacao

Vimos que a funcao f(z) = % é bem definida quando x # 0, mas observemos agora o que
acontece com f(x) para os valores de x perto de 0. Por exemplo, para os valores de x
positivos x = 0.1, z = 0.01, ...

=10, -L =100,

1
0.01 = 1000, = 10000000 . ...

L _1 S S
0.1 0.001 » 0.0000001

Assim, vemos que a medida que x > 0 se aproxima de zero, i atinge valores positivos
arbitrariamente grandes. O mesmo fenémeno acontece para os valores de x < 0: % atinge

valores negativos arbitrariamente grandes. Diz-se que a funcao é nao-limitada.

Uma func¢ao f com dominio D é dita limitada superiormente se existir um nimero
finito M, tal que
flz) <M, VrxeD.

Por outro lado, f ¢ dita limitada inferiormente se existir um ntimero finito M_ tal que

fx)>M_ VYzeD.
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Se f for limitada inferiormente e superiormente, entao ela é limitada.

Exemplo 2.5. A funcdo seno é limitada. De fato, pela definicao (olhe para o circulo
trigonométrico), —1 < senz < 1. Aqui podemos tomar M, =1, M_ = —1. o

Exemplo 2.6. Como visto acima, a fungao % nao ¢ limitada, nem inferiormente nem
superiormente. Por outro lado, :%2 nao é limitada superiormente, pois pode tomar valores
arbitrariamente grandes a medida que x se aproxima de zero. No entanto, como x% >0,
ela é limitada inferiormente (podemos escolher M_ = 0, ou M_ = —3, ou qualquer outro
nimero negativo).

Do mesmo jeito, a fungao f(r) = =" (Exemplo é nao-limitada, pois toma valores
arbitrariamente grandes (negativos ou positivos) quando x se aproxima de +1 ou —1. ©

Exemplo 2.7. Considere f(z) = x;ﬁl. Observe que f é sempre nao-negativa, e que o

numerador é menor do que o denominador para qualquer z: 22 < 2% + 1. Logo,

2 22 +1
O < — —
< /() 224+1 7 2241 ’
o que prova que f é limitada (por exemplo com M_ =0, M, =1). o

Exercicio 2.2. Determine quais das fungoes abaixo sdo limitadas.

2 1 x—1
1. x 3. z2+1 J. x3—x24+x—1
2. tanx 4. \/11_7 6. x+senx

2.2 Grafico

Um dos nossos objetivos é de entender, pelo menos de maneira qualitativa, a dependéncia
de uma funcdo f(z) em relacdo a sua varidvel . Uma jeito de proceder é representar
a funcdo no plano cartesiano, via o seu grdfico. O grafico permite extrair a informacao
essencial contida na funcao, de maneira intuitiva, pois geométrica.

Seja f uma funcao com dominio D. Esbocgar o grafico de f consiste em tragar todos
os pontos do plano cartesiano da forma (x, f(z)), onde z € D. Por exemplo, se f tem um
dominio D = [a, b],

Ao z percorrer o seu dominio [a, b], o ponto (z, f(z)) traca o grafico de f.

Exemplo 2.8. Retas ndo-verticais sao graficos de um tipo particular. Por exemplo, se
f(z) = § + 1 é considerada com o dominio D = [0,2), o seu grafico ¢ um pedago da reta
de inclinacao % com ordenada na origem igual a 1:
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Y
-
t t T
0 2
Observe que uma reta vertical nao define o grifico de uma fungao. o
Exemplo 2.9. Fagamos o esboco da fungao f(x) = |z|, com dominio D = [—1,2|. Lembre
que pela definigdo de valor absoluto em (L.11)), |x| = z se > 0, e |z| = —z se z < 0.

Portanto, o grafico de f é: 1) entre —1 e 0, a reta de inclinagdo —1 passando pela origem,
2) entre 0 e 2, a reta de inclinagdo 1 passando pela origem:

/(=)

O

Os dois gréaficos acima eram compostos essencialmente de retas. Vejamos agora um
exemplo um pouco diferente.

Exemplo 2.10. Considere f(z) = z* com D = [-2,2]. Como esbogar o grafico? Por
exemplo, os pontos (0, £(0)) = (0,0), (L, f(1)) = (1,1), e (4, f(~1)) = (=1, }) pertecem
ao grafico. Tragando o grafico completo:

()

o T 9

A curva obtida, chamada parabola, serd usada inimeras vezes nesse curso. o

Observagao 2.1. Um dos objetivos desse curso é de poder entender as principais propri-
edades de uma fungao pelo estudo do seu grafico. A nogao de derivada (ver Capitulo @
serd de importancia central nesse desenvolvimento.

No entanto, o grafico da funcao z? acima foi feito com um computador. Primeiro, o
computador escolhe pontos entre —2 e +2, digamos —2 < z; < --- < x, < 2, e calcula
as posicoes (z;, f(z;)). Em seguida, ele traga a linha poligonal formada pelos segmentos
ligando (z;, f(x;)) a (xj11, f(z;41)). Esse procedimento é chamado interpolagdo. Por
exemplo, escolhendo n = 3, 5 ou 9 pontos no intervalo [—2, 2]:
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Quando o nimero de pontos escolhidos é grande e |z;41 — x;| é pequeno, a linha poligonal
d& uma idéia do que deve ser o verdadeiro esbogo (o grafico do Exemplo foi feito com
n = 50, e j4 ndo d4 mais para perceber que a curva é na verdade uma linha poligonal).
O mesmo método permite (em principio, tomando as vezes um certo cuidado) usar o
computador para esbogar o grafico de qualquer funcao f : D — R. Todos os graficos dessa
apostila foram feitos com esse método de interpolagao. Enfatizemos que as ferramentas
matematicas desenvolvidas mais longe no curso permitirao extrair informagdes a respeito
do grafico de uma funcao dada, sem usar o computador. Isso serd o objetivo do estudo
de fungoes. L4, o computador podera ser usado somente como meio de verificagdo. )

Um problema inverso é de procurar uma func¢ao cujo esbogo tenha caracteristicas
especificas.

Exemplo 2.11. Procuremos agora a funcao cujo gréafico é a metade superior do circulo
de raio R = 4 centrado na origem:

T

—4 4

Lembre (Segéo que o circulo completo de raio 4 centrado na origem, v, é formado
pelos pontos (z, ) tais que 22 +y? = 16. A funcao procurada serd obtida isolando y nessa,
tltima relagao. Para y*> = 16 — 22 ter solugdes (aqui, y é a incégnita), é preciso impor
que 16 — 22 > 0, o que implica —4 < z < 4. Assim, o dominio da funcdo procurada
é D = [—4,4] (como podia se adivinhar olhando para a figura acima). Assim, quando
x € D, a equagao acima possui duas solugdes y = +v/16 — 22 e y = —/16 — x2. Para
selecionar o semi-circulo superior, escolhamos a solugao positiva. Portanto, a fun¢ao cujo
grafico é dado pelo semi-circulo acima é:

f:l-4,4—-R
T — V16 — 22,

<

Exemplo 2.12. Como a funcao “valor absoluto”, fun¢des podem ser definidas por trechos.
Por exemplo, com D = [—1,1), o gréfico da fungao

(@) -z se —1<z<0,
x‘:
Vi—22 se0<z<l1,
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é formado pela reta de inclinacdo m = —1 que passa pela origem entre t = —1 ex =0, e
pela parte do semi-circulo de raio 1 centrado na origem entre x =0 e x = 1:

x
—1 1

Observe que essa fungao possui uma descontinuidade em x = 0: ao variar x entre pequenos
valores © < 0 e pequenos valores x > 0, f(z) pula de valores perto de zero para valores
perto de 1. o

Exercicio 2.3. Dé uma fungao (e o seu dominio) cujo grdfico seja:
1. a reta horizontal que passa pelo ponto (—21,—1)
2. a parte inferior do circulo de raio 9 centrado em (5,—4)

3. a parte do circulo de raio 5 centrado na origem que fica estritamente acima da reta
de equacao y =3

4. a parte do circulo de raio 5 centrado na origem contida no quarto quadrante

Exercicio 2.4. Esboce os grificos das sequintes fungoes (todas com D =R):
1. f(x)=1sex <1, f(x) = 2% caso contrdrio,

i(r) =z — [z,

jz) = [lz] —1].

Exercicio 2.5. Determine quais curvas abaizo sio (ou ndo sao) grificos de fungoes.
Quando for um grdafico, dé a funcao associada.

L\ 4 |
N 4
. s

2.2.1 Poténcias inteiras: ¥

J& esbogamos o grafico da fungiao f(x) = x? no Exemplo[2.10, Vejamos agora o caso mais
geral de uma poténcia f(z) = 2P, onde p € Z (excluiremos o caso p = 0, que corresponde

a f(z) = 1).
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Poténcias positivas
Para poténcias positivas inteiras, p > 0, temos 2P = x -z ---x (p vezes), logo o dominio

de 2P é sempre D = R. Quando p é positiva e par, isto é, p € {2,4,6,...}, entao 2 > 0
para todo x, e os graficos sao da forma:

P

1
T
T
L
Ml
M
M
i
1
\
N
pl
k]
]

Observe que todos os gréaficos passam pela origem e pelos pontos (—1,1) e (1,1), e que as
funcoes correspondentes nao sao limitadas superiormente: tomam valores arbitrariamente
grandes longe da origem (no entanto, todas sao limitadas inferiormente por M_ = 0). Ve-
mos também que quanto maior o p, mais rapido z? cresce quando = cresce.

Quando a poténcia p é positiva e impar, isto é, p € {1,3,5,...}, entdo had uma
mudanca de sinal: 2P > 0 para x > 0, 2P < 0 para x < 0. Os graficos sdo da forma:

Observe que nenhuma dessas fungdes é limitada em R\{0}, nem inferiormente nem supe-
riormente.

Poténcias negativas

A poténcia negativa p = —1 ja foi encontrada no Exemplo 2.2l Se p < 0, escreveremos
p=—qcom g > 0. Assim, 2P = #, que nao é definida em = = 0:
f:R\{0} =R
T &

Quando a poténcia ¢ é par, isto é, ¢ € {2,4,6,...}, entao x—lq > 0 para todo x # 0, e os
graficos sao da forma:
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e -,

X

Observe que para cada uma dessas fungoes, ao = se aproximar de 0, f(x) cresce e toma
valores arbitrariamente grandes: é ndo-limitada. Diremos (mais tarde) que hé uma assin-
tota vertical em x = 0. Também, quando = toma valores grandes, f(x) decresce e toma
valores arbitrariamente pertos de zero. Diremos (mais tarde) que a fungao tende a zero

no infinito, e que a reta horizontal y = 0 é assintota horizontal.

Quando a poténcia é impar, a mesma mudanca de sinal acontece, e os graficos tém

propriedades parecidas:

2.2.2 Paridade

Observemos algumas simetrias nos graficos das fungoes z? da secao anterior. Primeiro,
para os valores de p pares, o grafico de zP é simétrico com respeito ao eixo y, 0 que segue
do seguinte fato: (—z)? = aP. Por outro lado, para os valores de p impares, o grafico
de zP é simétrico com respeito a origem (por uma rotagao de 180°), o que segue do fato

seguinte: (—xz)P = —aP.

Esses fatos levam a introduzir duas noc¢oes gerais. Por um lado, diremos que

f épar se f(—x) = f(x), Vax do seu dominio.

Por outro lado,

f é impar se f(—z) = —f(x), Vz do seu dominio.
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Exemplo 2.13. A fung¢do f(x) = % é par. De fato, como as poténcias envolvidas sao

pares, (—z)? = 22, (—z)* = 2*, assim:

N G
o
Exemplo 2.14. Considere g(x) = Seifx). Vimos que o seno ¢ uma fun¢ao impar: sen(—z) =
—senxz. Como consequéncia, a funcao g é impar, ja que
(—z)? x? x?
—r) = = = — = — T
9(=) sen(—z) —senx sen x 9(x)
o

Mas uma funcao, em geral, nao precisa ser par ou impar. Para mostrar que uma
funcdo f nao é par, basta achar um ponto x em que f(—z) # f(x). Do mesmo jeito, para
mostrar que f nao é impar, basta achar um ponto em que f(—z) # —f(z).

Exemplo 2.15. Mostremos que f(z) = = + 1 nao é par. De fato, olhando para o ponto

r = —1, temos f(—1) =0, e f(1) =2. Logo, f(—1) # f(1). Mas como f(—1) # —f(1),

f também nao é impar. o

Exercicio 2.6. Determine quais das fungoes f abaizo sao pares ou impares (justificando
a sua resposta). Quando nao for nem par nem impar, dé um contra-exemplo.

1. =% 3. r?senxw 5. sen(sen x) 7. senx + cosx

2. V1 —2a? 4. sen(cosx) 6. sen’x — cosx 8. Va?— |z

2.2.3 Crescimento e decrescimento
O que mais nos interessard, no estudo de uma funcao f dada, sera distinguir as regioes
em que ela cresce/decresce:
Definicao 2.1. Seja I um intervalo. Uma fungdao f €
o crescente em I se f(x) < f(a') para todo x,x' € I, x < 2.
« estritamente crescente em I se f(x) < f(2') para todo x,2' € I, v < 2.
» decrescente em I se f(x) > f(a') para todo x,2' € I, x < 2.

« estritamente decrescente em I se f(x) > f(2') para todo x,x' € I, x < '.

Por exemplo, o grafico de uma fungao estritamente crescente:
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Pela definicao acima, uma funcao constante é ao mesmo tempo crescente e decrescente.

Estudar a variagao de uma funcao f sera entendido como procurar os intervalos em
que f cresce ou decresce.
Exercicio 2.7. Estude a variagcdo das fungoes abaixo.
2

1. x 3. x? 7 v —x

e
2. |x| 4. x3 6. = 8. ||lz| — 1

Mais tarde introduziremos uma ferramenta fundamental (a derivada) para o estudo

da variacao.

2.2.4 Funcoes Trigonométricas

Comegemos com o grafico de sen x, para x € [0, 27]:

senx

r U9S
T oS

= } 4 2'7T x
s \/
~1
Se o seno for considerado na reta real toda, obtemos:

A N N

Observemos que esse grafico é simétrico em torno da origem (por uma rotacao de ), o
que reflete o fato do seno ser uma funcao impar. Vemos também que sen é periddica,

de periodo 2m:

SQHI'T

sen(r + 2m) =senx, VreR.
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Geometricamente: o grafico completo (para z € R) é obtido usando translagoes do gréafico
da figura anterior (hachurado, feito para x € [0, 27]). Essa propriedade pode ser provada
analiticamente, usando (1.21)): sen(z + 27) = sen(w + (z + 7)) = —sen(z + 7) = senz.

Consideracoes analogas se aplicam ao cosseno:

Ccos T
1
8
T Z T 2T
= =5 } t xr
208 &
-1

Quando considerado na reta real, o cosseno é par, e também tem periodo 27:

COS T

O esbogo da funcao tangente é um pouco mais delicado. Como foi visto no inicio do
capitulo, tanx = 2% ¢ bem definida somente se z ¢ diferente de 7 & k7. Isso implica a

CosxT

presenca de assintotas verticais no grafico:

| |
| |
I I
I I
I I
l l
tanx l }
—+ | |
& e ! !
B = |
: = PO |
" © I |
T w 0y w 2T
:> | | . €T
x l
| |
| |
| |
| |
I I
I I
I I
I I
I I
| |
| |
| |
| |
| |
| |
Quando considerado na reta real,
tan x
; ‘
|
I
T l 2T,
L L m
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Observemos que o periodo da tangente é 7 (e ndo 27!), como foi visto em (1.21)):

tan(x + 7) =tanx, Vz € R.

2.2.5 Transformacoes

O grafico de uma fungdo f permite obter os graficos de outras funcgoes, via transformacoes
elementares. Para simplificar, nesta secao consideraremos somente fungoes cujo dominio
¢ a reta toda.

Exemplo 2.16. Considere o gréifico da fungio f(x) = 22, a pardbola do Exemplo [2.10}
Qual é a funcao g cujo gréfico é o grafico de f transladado de 3 unidades para a direita?

$1‘+3

N

—+

E 3 i

Vemos que o valor tomado por g em & = x + 3 deve ser o mesmo que o valor tomado por
femz: g(z) = f(x). Comoz =17 —3, g(Z) = f(T —3). Logo, a fungdo procurada é
g(z) = (z = 3)* o

De modo geral, suponha f(x) definida para todo z, e a # 0 um nimero fixo. Defina
a funcao g por

g(@):=f(r —a).

Entao o grafico de g é obtido transladando horizontalmente o grafico de f de a unida-
des. Apesar do sinal “—" a translagdo é para a direita se a > 0, e para a esquerda se a < 0.

Por outro lado, se b € R,

h(x):=f(z) +b
é uma funcao cujo grafico é o grafico de f transladado verticalmente de b unidades. A
translacao é para cima se b > 0, para baizo se b < 0.
Exemplo 2.17. Esbocemos o gréfico da funcao f(x) = z*+2z. Completando o quadrado,
f(z) = (x +1)> — 1. Portanto, o grafico de f é obtido a partir da pardbola 2? pela
composicao de uma translacao horizontal de uma unidade para a esquerda, e em seguida
uma translagao vertical de uma unidade para baixo:

N i

\ /
\ /
x4+ 2r . h )

o

E claro que o grafico de g(x):=— f(z) é obtido fazendo a reflexio do grafico em relacio
ao eixo x, e que o grafico de h(x):=f(—x) é obtido fazendo a reflexdo do grafico em relagao
ao eixo y. Portanto, se f é par, h e f tém o mesmo grafico.
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Exercicio 2.8. Considere uma funcao f definida na reta toda, e a reta vertical r : x = a.
Dé a fungdo g cujo grifico € obtido pelo grifico de f por reflexao em relagdo a reta
r. Faca a mesma coisa com uma reta horizontal.

Finalmente, estudemos o que acontece com g(x):=|f(z)|. Sabemos que o grafico de
g ¢ o mesmo que o de f em todos os pontos x onde f(x) > 0. Por outro lado, quando
f(z) <0, entao g(x) = —f(x), isto é, o gréifico de g em z é o de f refletido em relagao ao
eixo . Em outras palavras: o gréfico de |f| é obtido refletindo todas as partes do gréfico
de f negativas, tornando-as positivas.

Exemplo 2.18. Como 22 — 1 é a pardbola transladada de uma unidade para baixo, o
grafico de |z? — 1| é dado por:

|2* — 1]

<

Exercicio 2.9. Interprete todas as identidades trigonométricas do Exercicio [1.25 como
tranformacoes dos graficos de sen, cos e tan.

Exercicio 2.10. Esboce os grdficos das sequintes fungoes:

1. f(zr)=1—|senx| 3. h(zx)=||z| - 1] 5. j(z) = ssenz

2. g(x) =x+1—2? 4. i(x) =2senzx 6. k(z) = (2;:1"322

Exercicio 2.11. Uma particula de massa m € lancada da origem com uma velocidade
U= §Zh> A resolucao da sequnda equacao de Newton mostra que a sua trajetéria é dada
pela funcao

s () 1 (m)2+vv
T z)=—qg|— —z
Yy 29 - —_—

onde g € o campo de gravitagcao. Descreva essa trajetoria. Em particular, calcule 1)
a qual distancia a particula vai cair no chdo, e compare essa distancia quando g € a
constante de gravitagdo na superficie da terra (g = 9.81m/s?), ou na superficie da lua
(9 = 1.63m/s?, seis vezes menor do que na terra), 2) as coordenadas (z,y.) do ponto
mais alto da trajetoria.

Um gréafico permite (em principio) resolver uma inequacao graficamente.

Exemplo 2.19. Considere a inequacao do Exemplo (altimo capitulo),
|z —2| > 3.

Com f(z) = |r — 2| e g(x) = 3, o conjunto das solugoes da inequagao, S, pode ser
interpretado como o conjunto dos pontos onde o grafico de f fica estritamente acima do
grafico de g: f(z) > g(z). Como o grafico de g ¢ uma reta horizontal e o de f é o grafico
de |z| transladado de duas unidades para a direita,
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vemos que todos os pontos em (—oo, —1) U (5, 00) satisfazem a essa condigao, que é o que
tinha sido encontrado anteriormente. o

Exercicio 2.12. Resolva graficamente:

1.1—|z—1| > |z| 2. 1—|x—1] > || 3. |t —1] <1

2.3 Montar funcgoes

Sera sempre necessario, no estudo de certos problemas, montar uma fun¢ao que satisfaga
a algumas condicoes.

Exercicio 2.13. Uma esfera é pintada com uma tinta cujo custo é de R$10,00 por metro
quadrado. Expresse o custo total da tinta necessdria em fungao do raio (medido em
metros) da esfera, T(r). Em sequida, a esfera é enchida de concreto, a R$30,00 o metro
cubico. Expresse o custo total de concreto necessdrio em funcgao da superficie (medida em
metros quadrados) da esfera, C(s).

Exercicio 2.14. Considere um ponto P = (a, b) na reta 2y+x = 2. Expresse d(a) (respec-
tivamente d(b) ), a distancia de P ao ponto Q = (1,—2) em fungao de a (respectivamente

b).

Exercicio 2.15. Um poligono reqular (isto é, com todos os seus lados iguais) com n lados
¢ inscrito em um disco de raio r. Calcule o seu perimetro e a sua drea em funcao de n e
r.

Exercicio 2.16. Um recipiente conico é criado girando o grdfico da fungdo |x| em torno
do eizo y. O objetivo é usar esse recipiente para criar um medidor de volumes (digamos,
em metros cibicos). Explique como que a marcacdo do eizo y deve ser feita: 1m3, 2m?3,
... Faca um esboco desse medidor.

Exercicio 2.17. Uma corda de tamanho L é cortada em dois pedagos. Com o primeiro
pedago, faz-se um quadrado, e com o sequndo, um circulo. Dé a drea total (quadrado +
circulo) em fungao do tamanho do primeiro pedago. Dé o dominio dessa fungao.

Exercicio 2.18. Um triangulo ABC' € isdsceles em A, com |AB| = |AC| = 1. Dé a drea
do triangulo em funcdo do angulo entre AB e AC. Em seguida, esboce essa fun¢do no seu
dominio, e ache o angulo para o qual a drea é madxima.

Exercicio 2.19. Considere a retar: y =x+1, e os pontos P = (1,0), @ = (¢,0), t > 1.
Seja Ry a regidgo delimitada pela reta r, pelo eixo x, e pelas retas verticais passando por
P e Q. Esboce Ry, e expresse a sua drea A(t) em funcio de t.
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Exercicio 2.20. Considere uma piramide 11 de altura H, cuja base é um quadrado de lado
L (H e L sao constantes). Considere em sequida a piraémide truncada I obtida cortando
IT horizontalmente, na altura de um ponto P na aresta lateral, como na ilustragdo.

S

S
\

Ezxpresse o volume e a drea da superficie de II' em fungio da distancia © = |PB).

2.4 Composicao, contradominio e imagem

Suponha que se queira obter o valor de sen(7?) com uma calculadora. Como uma calcu-
ladora possui em geral as duas fungdes (+)? e sen(-), calculemos primeiro o quadrado de
7, e em seguida tomemos o seno do resultado:

7= 3.1415... 55 72 = 9,8696... W sen(n2) = —0.4303...
O que foi feito foi compor duas funcgoes.

Sejam f e g duas fungoes reais. Definemos a composicao de f com g como a nova
funcao f o g definida por

(f o g)(@):=f(g(x)).

Isto significa que para calcular z +— (f o g)(x)), calculamos primeiro g(x),

z = g(x),

e em sequida aplicamos f:
x> g(x) = f(g(x)) .

Exercicio 2.21. Sejam f(x) = 22, g(x) = ==, h(z) = x + 1. Calcule
(f 2 9)(0), (g0 f)0),(fog)d),(go f)(D), flg(h(=1))),h(f(9(3)))
Como foi observado no exercicio anterior, f o g é em geral diferente de g o f.

As vezes sera necessario considerar uma func¢ao complicada como sendo uma composta
de fung¢oes mais elementares:

Exemplo 2.20. A funcao z — /1 + 22 pode ser vista como a composta

r— 14 2% = V1+22,
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que significa que V1 + 22 = f(g()), com g(z) = 1+ 22 e f(x) = y/z. Observe que podia

também escrever
v 2= 1+t = V14 a2,

que da a decomposi¢io 1+ 22 = f(g(h(x))), onde h(z) = 22, g(z) = 2+ 1, f(z) =

Exercicio 2.22. Para cada funcao f a sequir, dé uma decomposicao de f como composicao
de funcoes mais simples.

1. sen(2z) 3. sen(1) 4. 1

tan(z)

1
* senx

Exercicio 2.23. Considere

f<x>: 2

x sex <0,

z+3 sex>0, 20 +1  sex >3,
g(z):=
T sex < 3.

Calcule fog ego f.
Lembramos que uma func¢ao é sempre definida junto com o seu dominio:

f:D—R
z— f(z).
Em “f: D — R” o “R” foi colocado para indicar que qualquer que seja z, f(z) é sempre
um numero real. Em outras palavas: a imagem de qualquer x € D por f é um nimero real.

Vejamos em alguns exemplos que esse conjunto “R” pode ser mudado por um conjunto
que represente melhor a funcao.

Exemplo 2.21. Considere
fR—=R
Tt

Como z% > 0 qualquer que seja € R, vemos que a imagem de qualquer x € R por f é
positiva. Logo, podemos rescrever a funcao da seguinte maneira:

f R —1[0,00)

x e a?.

Quando uma fungao for escrita na forma
f:D—=C
x> flx),

para indicar que qualquer x em D tem a sua imagem em C, diremos que um contrado-
minio foi escolhido para f. Em geral, ndo existe uma escolha tinica para o contradominio.
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Exemplo 2.22. Como, x — sen z é uma func¢ao limitada, podemos escrever

sen : R — [—10,+10] (2.2)

T senc.

Mas podemos também escolher um contradominio menor:

sen: R — [—1,+1] (2.3)
T > Senw.
Acontece que [—1,+1] é o menor contradominio possivel (ver abaixo). o

Seja f : D — C. Para cada z € D, lembremos que f(x) € C é chamado de imagem
de x, e o conjunto imagem de f ¢é definido como

Im(f):={f(z):x € D}.

Por definigao, Im(f) C C' é um contradominio, e é também o menor possivel. Para cada
y € Im(f), existe pelo menos um = € D tal que f(z) =y, cada = com essa propriedade é
chamado de preimagem de y. Cada ponto x € D possui uma tnica imagem em C', um
y € C pode possuir uma preimagem, mais de uma preimagem, ou nenhuma preimagem.

Exemplo 2.23. Considere a fungdo seno na reta. Ao x percorrer a reta real, sen z atinge
todos os pontos do intervalo [—1, 1]. Logo, Im(sen) = [—1, 1]. Qualquer y € [—1,1] possui
infinitas preimagens, por exemplo, todos os pontos de {km,k € Z} sdo preimagens de
y = 0. O ponto y = 2, por sua vez, ndo possui nenhuma preimagem (nao existe z € R tal
que senz = 2). o

Exercicio 2.24. Calcule o conjunto imagem das sequintes funcoes:

1. 2z+1, D=R 7. 22+1, D=R 13. 3senz, D =R
Y =0 1, D=]-1,1 8 1—2>, D=R

FL =1,1] o 14. sen(fsenz), D =R
3. aP (p impar) 9. 22 +2x, D = (—0,0)

1 _

4. xP (p par) 10. tanzx, 15 g D=R
5. 1, D=R\{0} 11. senz, D = [-%, 7] y 41 se x>0
6. £, D =(0,00) 12. cosz, D = (—%,%) H(z—1) sex<0

Faga a mesma coisa com as fungoes do Frxercicio (2.4)).

Exercicio 2.25. Se f(r) = =25, calcule Im(f). Para cada y € Tm(f), determine se y

POSSUL uma unica preimagem ou mais.

2.4.1 Bijecao, funcao inversa
Diremos que uma fungao f : D — C é bijetiva (ou simplesmente: f é uma bijegao) se

1. Im(f) = C (isto ¢, se f atinge cada ponto do seu contradominio), e se
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2. qualquer y € C' possui uma Unica preimagem, i.e. existe um tnico x € D tal que
flz)=y. (2.4)

Quando uma funcao é bijetiva, é possivel definir a sua funcao inversa, f~!: C — D,
onde para todoy € C, f~!(y) é definido como a tnica solugao x de (2.4)). A fungao inversa
tem as seguintes propriedades:

Vee D, (flof)(x)=x, eVyeCl (fof )y =y.

Exemplo 2.24. Considere a funcdo do ExemploR.§ f(z) = §+1com D = [0,2). Entao
Im(f) =1[1,2), e f:]0,2) — [1,2) é uma bijegao:

Y Y

2+ 2+
1+ 1 1+

Como y = £ +1, a funcdo inversa obtém-se isolando z: = = 2(y —1). Logo, f~': [1,2) —
[0,2), f~X(y) = 2(y — 1). Para esbocar o gréifico da funcio inversa no plano cartesiano, é
mais natural renomear a varidvel usada para representar f~!, da seguinte maneira:

f1:[1,2) = 10,2)
r—2(x—1).

Podemos agora esbocar f1:

S

E importante observar que o grafico da funcdo inversa obtém-se a partir do gréafico de f
por uma simetria através da diagonal do primeiro quadrante:

2
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Vimos no ultimo exemplo que o grafico de f=! é obtido a partir do grafico de f por
uma simetria através da diagonal do primeiro quadrante. Isso vale em geral. De fato, se
um ponto (x,y = f(x)) pertence ao gréifico de f, entdo (y,x = f~!(y)) pertence ao grafico
de f~1.

Exemplo 2.25. Considere f(x) =1— z°.

AR AN

1) Com D = [—1,1], temos Im(f) = [0,1]. Mas como 1 — (—z)? = 1 — 22, cada ponto do
contradominio (diferente de zero) possui exatamente duas preimagens, logo f : [—1,1] —
[0, 1] ndo é bijetiva. 2) Mas, ao restringir o dominio, D = [0,1], entao f : [0,1] — [0, 1],
f se torna bijetiva. O seu inverso se acha resolvendo y = 1 — 2% x = /T —y. Assim, a
sua fungdo inversa é dada por f~1:[0,1] — [0,1], f~*(y) = /T — . o

Exercicio 2.26. Mostre que a fungdo
f : (_1>0) — (07 1)
x— V11— a2

é bijetiva, e calcule f~1. Esboce o grdfico de f=1.

Exercicio 2.27. Considere f: (—1,00) — R, f(x) = a;%q A partir do grdfico de f, dé o

seu conjunto imagem, e mostre que f: (—1,00) — Im(f) € uma bijecio. Em sequida, dé
a sua fungdo inversa.

Exercicio 2.28. Seja f : R — R wma bijecao impar. Mostre que a sua func¢ao inversa
f1:R — R € impar também.

Exercicio 2.29. Para cada um dos contradominios C' a sequir, dé um exemplo explicito
de bijegio f:(0,1) — C.

1. (0,b), onde b > 0. . (0,00) 5. (0,1)

3
2. (a,b), onde a < b. 4. (—00,00)

Exercicio 2.30. Sejam f(z) e g(x), v € R, definidas por

fla)y=|z) + (z — z])*, g(@):=|z]+/z—|z].
Mostre que g = f~1.

2.4.2 Inversos das poténcias

Vimos que se p é par, entdo a fun¢do f(x) = aP é par, e Im(f) = [0,00) ou (0,00)
(dependendo de p ser > 0 ou < 0). Logo, para serem invertidas, o dominio delas precisa
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ser restringido. Escolheremos (para p par)

f:]0,00) — [0,00)

T — P,

Vemos que com essa restricao, f se torna bijetiva: para cada y € [0, 00) existe um tinico
z € [0,00) tal que 2” = y. Esse = costuma ser denotado por x = y'/7:

f71:0,00) = [0, 00)
y e y'r.
No caso p = 2, y'/? = VY € a funcio raiz quadrada.

z1/p

Se p > 0 for impar, Im(f) = R e nao é preciso restringir o seu dominio:

fR—=>R

x — 2P
é bijetiva, e o seu inverso tem o seguinte grafico:

xl/p

Exercicio 2.31. Complete essa discussao, incluindo os valores negativos de p.

Exercicio 2.32. Resolva:

1. z>+x+2 2. (z—12<1-=z 3. V—1?—x+6 —
—(x+1)

2.4.3 Funcgoes trigonométricas inversas

Vimos que para a fungao sen : R — [—1,1], um y € [—1,1] possui infinitas preimagens,
logo nao é bijecdo. Portanto, para inverter a funcao seno, é necessario restringir o seu

dominio. A restringiremos ao intervalo [—7, 7]:
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8
S

De fato, com essa restricao,
sen : [, 5] = [-1,1]
T senx

¢ uma bijegao, pois cada y € [—1, 1] é atingido e possui uma tnica preimagem. A fungao
inversa é chamada arcseno, e denotada

arcsen : [—1,1] — [-7, 7]

Y — arcseny .

Pela sua defini¢ao, ela satisfaz:

™

Vy € [-1,1] : sen(arcseny) =y, e Vrc[-7,7]: arcsen(senz) =x . (2.5)

O grafico de arcsen pode ser obtido por uma reflexao do gréafico de sen pela diagonal
do primeiro quadrante:

arcsen x
us

Observagao 2.2. (J4 fizemos esse comentdrio no Exemplo [2.24]) Como arcsen é definida
como a fungao inversa de x + senz (no intervalo [—7,7]), o mais correto ¢ escrevé-la
y — arcsen y. Mas para esbocar o seu grafico, faz mais sentido usar a notagao habitual,
em que o eixo das abscissas ¢ chamado de “z”. Por isso, esse tultimo grafico representa o
grafico da fungao arcsen, mas chamando a sua variavel x (em vez de y): x — arcsenx.

Faremos a mesma modificacao nos proximos graficos. .
Exercicio 2.33. Seja y € (0, %) tal que y = arcsen % Calcule seny, cosy, e tany.

O cosseno pode ser invertido também, uma vez que o seu dominio é bem escolhido:

cos : [0,7] — [—1,1]

T — COST
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A fungao inversa é chamada arcosseno, e denotada

arcos : [—1,1] — [0, 7]
Y > arcosy .

Ela possui as propriedades:

Vy € [-1,1] : cos(arcosy) =y, e Vxel0,7|: arcos(cosz)=x . (2.6)

O grafico de arcos pode ser obtido por uma reflexdo pela diagonal do primeiro qua-
drante:

arcos

™

T

obtendo assim uma bijecao.
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A fungao inversa é chamada de arctangente:

arctan : R — (=5, %)

Yy — arctany .

Como antes,

Vo e (=%, %) arctan(tanz) =2, e Vy€R: tan(arctany) =y . (2.7)

O seu grafico possui duas assintotas horizontais: quando x é positivo e grande, o gréafico

de arctan x se aproxima da reta de equagdo y = 7, e quando x € negativo e grande, ele se
s

aproxima da reta de equagao y = —7:

arctan x

Observemos também que arctan ¢ uma fungao impar, limitada por 7.

Observacao 2.3. E importante notar que as trés fungoes trigonométricas inversas, arcsen
arcos e arctan, foram definidas a partir de uma escolha de uma restri¢ao para cada uma das
funcoes sen, cos e tan. Essa escolha pode parecer arbitraria, mas é a mais comum usada
nos livros de matematica. Continuaremos usando as funcoes inversas assim definidas, até
o fim do curso. °

Exercicio 2.34. Determine os dominios das sequintes fungoes.

1. arcosx — arcsenx 3. tan(arcsen x)
2 2
2. arcos(2x) 4. arcos(i7z)

Exercicio 2.35. Uma tela de cinema de 5 metros de altura estd pregada numa parede, 3
metros acima do chdo. a) Se P é um ponto no chao a distancia x da parede, calcule o
angulo 0 sob o qual P vé a tela, em funcio de x. b) Mesma coisa se P é a 2 metros do
chao. (Obs: no Ezercicio calcularemos onde colocar o ponto P de modo tal que o
angulo seja mdzximo.)

Exercicio 2.36. Resolva:

3. 2sen(arcsenz) = 1

1. 3arcsenx = :

m
2

2. arctan(r — 1) = 4. arctan(tan(z?)) = %
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As funcdes trigonométricas inversas tém identidades associadas. Somente considera-
remos algumas:

Exemplo 2.26. Provemos, por exemplo, a identidade
cos(arcsenz) = V1 — 22, Vre[-1,1]. (2.8)
Primeiro, como sen? a + cos® @ = 1, temos, usando (2.6)),
cos?(arcsenz) = 1 — sen’(arcsenz) = 1 — 2?.

Mas como —F < arcsenx < 7, vale cos(arcsenz) € [0,1], logo, tomando a raiz quadrada
da a idendidade desejada. Um outro jeito de entender a identidade é de escrevé-la como
cos(arcsen z) = cos o, onde o = arcsenz. Logo, sen = z, 0o que pode ser representado
num triangulo:

—_

Nesse triangulo vemos que cos o = ¥ 11’5”2 =1 -2 o
Exercicio 2.37. Simplifique:

1. cos(2arcos z) 3. sen(2arcos z) 5. sen(2arctan x)

2. cos(2arcsin x) 4. cos(2arctan x) 6. tan(2arcsen x)

Exercicio 2.38. Mostre que para todo x € [—1,1],

arcsen xr + arcos x = g .
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Capitulo 3

Exponencial e logaritmo

O objetivo nesse capitulo é definir e descrever as principais propriedades de uma das
funcoes mais importantes da matematica, a exponencial de base a, e da sua funcao
inversa, o logaritmo na base a,

Os exemplos de uso dessas duas fungbes em ciéncias sao inimeros. Vejamos dois
exemplos onde elas aparecem nos axiomas de uma teoria:

Exemplo 3.1. Em fisica estatistica, estudam-se sistemas em equilibrio termodinamico.

Suponha que um sistema pode estar, no equilibrio, em um dos N microestados x1,...,zyx
de energias respectivas 1, ..., Ey. Se a temperatura é T', a probabilidade do sistema
estar no estado i é dada por
E;
e ks
bi = 7 3
onde €” ¢ a funcao exponencial na base e = 2.718... (ver Secao 3.3)), kg ¢é a constante de
Boltzmann e Z a funcao de particao. o

Exemplo 3.2. Em Teoria da Informacao, estudam-se sequéncias infinitas de simbolos
aleatérios. Com um alfabeto binario A = {0, 1},

01101001000011011011001001101010011001000000111010101100110....
Com um alfabeto A = {0,1,2,...,8,9},
43895612031468275092781059463897360142581974603522706194583...

Se cada algarismo a; de um alfabeto A = {ay, as, ..., a;} aparece com uma probabilidade
pi, onde Z?Zl p; = 1, entao a Entropia de Shannon de uma sequéncia aleatéria com
essa propriedade é definida por

k
S=—2> pjlog,p;,
j=1
onde o logaritmo é na base 2 (mas pode ser tomado numa base qualquer). S d4 um limite
para a maior taxa de compactacao para essa sequéncia. o

Uma construcao completa das funcoes exp, z, log, =, para todo z € R, como se encon-
tra nos livros de analise, requer um conhecimento detalhado das propriedades dos niimeros
reais. Aqui daremos uma construcao que, apesar de nao ser completamente rigorosa, tem
a vantagem de ser intuitiva (espera-se) e permitird usar essas fungdes ja desde o préximo
capitulo.

45
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3.1 Exponencial

Seja a > 0 um numero positivo, fixo, chamado base. Definamos primeiro, para todo
niumero natural n € N,

exp,(n):=a"=a-a---a (n vezes).
(Em particular, a! = a.) Assim obtemos uma funcio

exp, : N — (0, 00)

n—a",

que satisfaz as seguintes propriedades: para todo m,n € N,

a™a" =amt" (3.1)

(@™)" =a™". (3.2)
Se b > 0 for uma outra base,

(a-b)" =a™b". (3.3)

O nosso objetivo ¢ de estender essa funcao a reta real toda:
exp, : R — (0, 00)
x—a”.

Faremos essa extensao passo a passo, com o seguinte objetivo em mente: que as relagoes
(13.1)-(3.3)) sejam sempre satisfeitas, também para varidveis reais.

Por exemplo, como definir a°? Para (3.1)) ser satisfeita com m =0, n =1,

Dai, simplificando por a na tltima expressao, vemos que é preciso definir
a’:=1.

n

Podemos em seguida definir a exponencial dos inteiros negativos, a~". Usando de novo

(3.1) com m = —n, temos
ala"=a""=a"=1.
Logo, vemos que a~" precisa ser definida como:
cf”::i )
aTL
O mesmo raciocinio pode ser aplicado em geral: se a” ja foi definido para = > 0, entao o
unico jeito de definir a=* é como:

Estamos por enquanto com uma funcao
exp, : Z — (0,00)
n—a".

Facamos um primeiro esbogo, isto é, representemos alguns pontos de coordenadas (n, a"),
n € Z, no plano cartesiano (nessa figura, a = 2):
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. hd T i i
-4 -3 -2 —1 1 2
J& podemos observar que para valores de n positivos grandes (aqui a = 2),
2l =2 22=4, 22=8 21=16, 2°=32, 26=64,..

Como cada elemento dessa sequéncia é o dobro do anterior, ela diverge exponencialmente
rapido. Por outro lado, para valores de n negativos grandes, a sequéncia converge expo-
nencialmente rapido para zero:

271 =05, 272=025, 23=0.125, 271=0.0625, 27°=0.03125...

Agora que a” foi definida para os valores de x inteiros, vejamos como definir a® para os
semi-inteiros z € {..., =2, -3, -3, 2,22 ..}, Por exemplo, se z = 3, j& que (a2)2 =a
por , vemos que az = va. Para definir a” para z = 3, m € Z, usemos também
(3.2). Quando m > 0,

Fi=(a2)" = V",

a

e quando m < 0,

3 7’ . m
Assim, o grafico anterior pode ser acrescentado dos pontos da forma (%, a2):

|
W
|
w
(R
V)
.
|
—
(a2
——
o+

m m m
40 8 16° etc,

Esses reais sdo chamados

Repetindo esse processo, a” pode ser definido para os pontos da forma
obtendo assim uma fungao definida para qualquer z da forma J.
de racionais diadicos.
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k=1 k=2 k=3
T T e TS PO T ——
-4 -3 -2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -10 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Observe que a medida que k£ aumenta, os racionais diadicos gz vao enchendo a reta
real: diz-se que eles formam um conjunto denso na reta.

Mas todos os racionais diddicos sdo racionais, e existem muitos (!) reais que nao sao
racionais... Daremos a idéia da tltima (e mais delicada) etapa da construgao de a® para
qualquer real x. Procederemos por aprozimacdo, observando que qualquer real x pode ser
cercado por dois didadicos, digamos z_ e z,, arbitrariamente préximos um do outro.

Exemplo 3.3. Por exemplo, m = 3.141592 ... ¢ irracional E|, e ¢é possivel obter aproxima-
¢oes pegando sucessivamente diddicos com k£ =0,1,2,... etc.:
3= 230 << ;0 =4
3= 261 <7< 271 = 3.5
3:;§<7T<;§:3.250
3.125 = 3?:) <m < ZS = 3.250 etc.

Assim, podemos sempre achar um diddico, ou maior ou menor do que m, cujo valor
numérico é arbitrariamente perto de 7. o

Assim, para qualquer irracional x, é possivel escolher uma sequéncia decrescente de
diddicos z que tende a x, zF \, x, e uma sequéncia crescente de diddicos z, que tende
ax, z, Jx.

Vemos entdo que os valores de a™ e a* se aproximam de um valor comum, que sera
usado para definir o valor de a”.

Observe que essa construcao usa implicitamente, pela primeira vez, a idéia sutil de
limite, que sera apresentada no proximo capitulo: qualquer real x pode ser aproximado

LA irracionalidade de 7 foi provada pela primeira vez por Johann Heinrich Lambert em 1761.
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por uma Sequéncia z, de racionais diadicos:

r= lim z,.
n—oo

Como a** ja foi definida para cada z, da sequéncia, a® é definida como

a®:= lim a* .
n—oo

Pode ser mostrado que a fun¢ao = — a” obtida satisfaz as propriedades (3.1)-(3.3)). Por
exemplo, se y é um outro real, aproximado pela sequéncia w,, y = lim,,_, w,, entao r+y
pode ser aproximado pela sequéncia (z, + w,), logo

a*t = lim a®™ ™" = lim a*a"" = (lim o*)(lim a"") = a"a? .
n—oo n—o0 n—oo n—oo

Todas as operacoes acima sdo corretas, mas precisam ser justificadas.
AQUIT Assim conseguimos definir a funcao exponencial na base a > 0 como uma
funcao definida na reta real inteira:

exp, : R — (0, 00)

T a®.

Ela foi construida de maneira tal que as seguintes propriedades sejam satisfeitas: a = 1,

a*a? = a*Y (3.4)
(a®)Y = a™ (3.5)
aﬂ?
R S
=0 (3.6)
(ab)® = a®b”. (3.7)
Todas as funcoes exponenciais com base a > 1 tém graficos parecidos:
a® a=3
a=2
-t
t t T
1 2

Observe que todos os graficos passam pelo ponto (0,1), e que x — a® é estritamente
crescente:
r<y & a"<d’.
Para os valores a < 1, basta usar uma simetria: Para a = % por exemplo, podemos
observar que

() = (3)" = 27" = expy(—2).

Portanto, o gréafico de x — (%)x é obtido a partir do grafico de z — 2% por uma simetria
pelo eixo y. Em geral, o grafico de xz — (%)x é obtido a partir do grafico de x +— a” por
uma simetria pelo eixo y:

exXp1
p§



50 CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO

S
I
Wl

,

Temos também que quando 0 < a < 1, x — a® é estritamente decrescente:
r<y <& a">d’.
0. . = _ _ 3\ — 3
Exercicio 3.1. Esboce os grdficos das fungoes 1 — 27, 3%~ (3)== — ()l

Com mais fungoes, resolvem-se mais (in)equagoes:
Exemplo 3.4. Resolvamos
343" =2.
Multiplicando por 3% em ambos lados e agrupando os termos obtemos (3%)?—2-37+1 = 0.
Chamando z = 3%, essa equacdo se torna 22 — 2z + 1 = 0, cuja tinica solucdo é z = 1, isto
é, 3* = 1. Logo, S = {0}. o

Exercicio 3.2. Resolva:
1. 5* +25-57% =26 3. 27t _16<0 . (2$—2)(5%—1)<0
2. (2)2 =16 4. 3> ¢ 6. 2%+l > pl-e

Observacao 3.1. Para se acostumar com a as mudangas de escala entre os valores de
10" para n grande positivo e n grande negativo, sugiro assistir o pequeno filme classico
de Charles e Bernice Ray Eames de 1968: Powers of Ten (Poténcias de dez). Se encontra,
por exemplo em: http://www.youtube.com/watch?v=0fKBhvDjuyO. °

Observacao 3.2. Lembramos que a base de uma exponencial é sempre estritamente
positiva. De fato, definir a exponencial para bases negativas, por exemplo a = —1, daria
problemas j4 para definir (—1)/2, que corresponde a v/—1, que nao é definido nos reais.
Observe também que a base ¢ = 0 nao é interessante, mas mesmo assim daremos um
sentido a “0°” no Capitulo [6] o

3.2 Logaritmo

Como a exponencial z — exp, = é estritamente crescente (ou decrescente se 0 < a < 1), é
uma bijecao de R para (0, 00), e a sua fungao inversa é bem definida, chamada logaritmo
na base a:

log, : (0,00) = R
y—log,vy.
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Como a’ = 1, temos log, 1 = 0, e como a' = a temos log,a = 1. O grafico do logaritmo,
dependendo da base, é da forma:

a>1: Y O<a<l1l: Y

log,
1__
1 1
x x
a \
log,

O logaritmo é estritamente crescente se a > 1, estritamente decrescente se 0 < a < 1. Por
definicao,

Voe>0:a"%"=2, eVrcR:log,(a*)=x. (3.8)
A defini¢ao do logaritmo deve ser lembrada pela seguinte equivaléncia:
z=log,z & a*=uzu. (3.9)

Por exemplo, para calcular log, 8, basta chamar z = log, 8, que é equivalente a 2 = §,
cuja Unica solugao é z = 3.
Observagao 3.3. O logaritmo foi inventado por Napier E| no século XV I, numa época
em que ainda nao existiam calculadoras. Suponha que se queira calcular, na mao, uma
poténcia de um niimero grande. Por exemplo: 9846°. A conta, apesar de nao ser dificil,
requer um certo trabalho: primeiro calcula 98462 = 9846 x 9846 = ... = 96943716.
Depois, calcula 98463 = 96943716 x 9846 = 954507827736, etc. Até obter 9846, que é
um namero de 23 digitos...

Suponha agora que seja conhecido um ntmero = tal que 9846 = 10°. Entao, pela
propriedade da exponencial, tomar a sexta poténcia se reduz a multiplicar x por 6:

9846° = (10%)% = 10%*!

O numero procurado x nao é nada mais do que o logaritmo de 9846 na base 10: x =
log;;, 9846 (com a minha calculadora: = ~ 3,9932). No fim do século XV'I ja existiam
tabelas dando log,,n para todos os inteiros n entre 1 e 90000, com uma precisao de
quatorze decimais.

Dando assim um novo jeito de calcular, logaritmos se tornaram uma ferramenta indis-
pensavel nas ciéncias e na engenharia. O Kepler ﬂ usou logaritmos sistematicamente no
seu estudo do movimento dos planetas. °

O logaritmo satisfaz as seguinte identidades (supondo z,y > 0, menos na segunda,
onde y € R):

log,(zy) = log, = +log, y (3.10)
log,(z¥) = ylog, x (3.11)
log, § =log, = —log, y (3.12)

2John Napier, Merchiston (Escécia) 1550 - 1617.
3Johannes Kepler, Weil der Stadt (Alemanha) 1571 - Regensburg 1630.
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Para provar a primeira, chamemos z = log,(zy), o que significa a* = zy. Escrevendo
T =a%a® y = a'°%¥ ¢ usando a propriedade ([3.4) da exponencial, temos

& = 08T logay — log, T Hlog,y
Assim vemos que z = log, x + log, y, o que prova (3.10)).
Exercicio 3.3. Prove e .
Exercicio 3.4. Calcule, sem usar calculadora,

log, 16, log. 1, log, 15, logy/, 8, 7210875

Exercicio 3.5. Suponhamos que o tamanho de uma populacao de baratas numa casa dobre
a cada mes, e que no fim do més de dezembro de 2010, foram registradas 3 baratas. Dé
o numero de baratas em fungao do nimero de meses passados (n = 1: fim de janeiro,
etc.) Quantas baratas vivem na casa no fim do més de julho de 20117 No fim de agosto?
Quando que serd ultrapassado o milhdo de baratas?

Exercicio 3.6. Dé o dominio de cada funcdo abaizo.

1. log5(2 + ) 4. /1 —logz(x) 6. log,(|2x + 1| + 3z)
2. logy(2 — ) 5 1
8z 1—logg(x) loga 2
B 7. 3loss

Suponha que o logaritmo de x > 0 seja conhecido na base a: log, z. Como calcular
o logaritmo numa outra base b > 0, log, 7 Chamando z = log, x, temos b* = x. Mas
b pode ser escrito como b = a'°8®  assim temos a*'°%® = . Portanto, zlog, b = log, x.
Obtemos assim a férmula de mudanca de base:

(3.13)

Exemplo 3.5. Resolvamos:
2Y.37"=14.

Coloquemos cada termo na mesma base, por exemplo na base a = 5:

5mlog52 . 57210g53 — 5log54 ]

Logo, x satisfaz xlog;2 — xlog;3 = log;4, isto é: z = bg;;gﬁ. Observe que por
(3.13)), essa resposta nao depende da base escolhida para calcular o logaritmo. De fato,

o . ’ . . ]og34 ;.
ao escolher b= 3 em vez de a =5, terfamos obtido x = —=#7—, que por (3.13) é igual

a 1 4
ogs
logs 3 _ 10g5 4

logs2  logs3 :1 21 ’
logg 3 logs 3 085 085 3
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Exercicio 3.7. Resolva.

1.7 =1 4. 2¢ =5l"¢ 7. logg(—x) > 0
2 —
2. logy(z +3) =3 4 Jogga” - D) =2 8. log,(a? — 2z) < 1
logz(m) 9.

Exercicio 3.8. Considere duas colonias de bactérias, de tipos A e B, originalmente com
Ny = 123456 ¢ Np = 20 individuos. As bactérias do tipo A triplicam (em nimero) a
cada dia, enquanto as do tipo B dobram a cada hora. Quanto tempo demora para as duas
colonias terem populacoes iguais em tamanho? A longo prazo, qual colonia cresce mais
rapido?

Exercicio 3.9. Mostre que a fungdo abaizo é uma bijecdo, e calcule f=1.

f:R =R}
3* 42
371

Exercicio 3.10. Deizar uma quantidade Cy no banco numa poupanga com tazra de juros
de r% significa que em um ano, essa quantidade gerou um lucro de 355Co. Assim, depois de
um ano, a quantidade inicial acrescentada do lucro é de: C1 = Cy+ 155C0 = (14 155)Co.
Se essa nova quantidade for deizada por mais um ano, a nova quantidade no fim do
sequndo ano serd de Cy = Cy + 15501 = (1 + 1%0)26’0. Assim, a quantidade de dinheiro
em fungao do nimero de anos € exponencial de base a =1+ 1f5:

Co=Co(1+ 35)"

1. Suponha que a taxa € de 5%. Se eu puser RS1000 no banco hoje, quanto que eu
terei daqui a 5 anos? Quanto que eu preciso por no banco hoje, para ter RS2000

daqui a dois anos? Se eu puser RS1 hoje, quantos anos que eu preciso esperar para
eu ter RS1.000.000¢

2. Qual deve ser a taxa se eu quiser investir RS1000 hoje e ter um lucro de RS600 em
5 anos?

Exercicio 3.11. Uma folha de papel é dobrada em dois, para ter a metade do tamanho
inicial mas uma espessura duas vezes maior, pra depois ser dobrada de novo em dois, etc.

1. Estime a espessura de uma folha de papel A4 comum, e calcule a espessura total
depois de 6, respectivamente 7 dobras.

2. Quantas dobras sdo necessdrias para que a espessura final seja a) de 1.80m? b) do
tamanho da distancia terra-lua?

Observagao 3.4. O uso de logaritmos é comum quando se quer comparar certas gran-
dezas fisicas que tomam valores grandes. Como exemplo, considere a nossa percep¢ao do
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volume sonoro, que depende da poténcia exercida pela pressao do ar nos nossos timpanos.
Por um lado, a poténcia minima que um timpano consegue detectar fica em torno de
Prin = 1072W/m?2. Por outro lado, a poténcia maxima que ele consegue aguentar (isto
¢ sem soffrer danos irreversiveis) fica em torno de P., = 100W/m?. Para P ~ P, a
sensagao é de que nao ha som nenhum (volume nulo). Quando P ~ P,,,,, a sensacao é
de um volume altissimo.

Acontece que a nossa percepcao do volume associado a uma poténcia intermediaria
Prin < P < P, é proporcional nao a P mas ao logaritmo de P. Por isso, define-se o
nimero de decibeis (unidades: dB) associado & poténcia P como

L(P) =10 1og10(;;> | (3.14)

Assim, L varia entre um minimo de

main

Lunsn = 10- 1og10(§mm) — 0dB,

e um maximo de

pmal'
Lmax =10- 1Og10 (P) = 140 dB.

min

Exercicio 3.12. Qual € o volume total produzido por duas fontes de 120dB cada?

3.3 A base e=2,T18...

A exponencial a” foi definida para qualquer base a > 0. A escolha de uma base especifica
depende em geral da situacao. Por exemplo, num problema de bactérias cuja populacao
dobra a cada unidade de tempo, a base serd a = 2. Vimos também que a base nao precisa
ser inteira: no Exercicio 3.10} a = 1+ 175.
A priori, qualquer base pode ser escolhida para estudar um problema. Por exemplo, se
tivermos alguma preferéncia para a base 3, qualquer exponencial pode ser transformada

na base 3:
T 3(log3 2)x

5% = 3(10g3 5)z 17% = 3(log3 17z

Y Y

Existe uma base, denotada por e, cuja importancia sera vista nos préximos capitulos,
mas que serd introduzida aqui:

e = 2.718281828459045235360287471352...

Como 7, o nimero e é uma constante fundamental da matematica. Ele pode ser definido
de varias maneiras. Por exemplo, geometricamente, e é o inico niimero > 1 tal que a area
delimitada pelo gréafico da fun¢do = %, pelo eixo x e pelas retas verticais x = 1, x = e,
seja igual a 1:
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8 [

drea= 1

X

(Mais tarde veremos como calcular a area debaixo de um gréfico.) Analiticamente, ele
pode ser obtido calculando o valor da soma infinita (chamada série, ver Cdlculo 2)

11 1 1 1
e=l+—+tomtmtoto.,

120 31 41 5l
ou como o valor do limite .
e=lim (1+2)". (3.15)

Foi mostrado por Euler E] que e é irracional.

Nao mostraremos aqui porque que as trés definigoes acima sao equivalentes, mas a
partir de agora admitiremos que o limite em ([3.15)) existe, e o usaremos para definir a
base e.

A exponencial associada 4 base e costuma ser escrita exp(z) (em vez de exp,(x)), ou
simplesmente e”. O logaritmo na base e escreve-se In(x) (em vez de log,(x)), e chama-se
logaritmo neperiano (devido a Napier), ou logaritmo natural. Por serem a expo-
nencial e o logaritmo de uma base especifica, as func¢oes e* e Inz possuem todas as pro-
priedades das funcoes log, x descritas acima para a > 1. Em particular, elas sdo ambas
estritamente crescentes:

Yy Yy
Inz
e ! /
T
1 e
j x
1

Veremos que é mais facil manusear exponencial e logaritmos quando esses sdo na base
e. Por exemplo, sera visto que a funcao e” é a tnica funcao cujo valorem z = 0¢é 1, e
que ¢é igual a sua prépria derivada: () = e”.
Observacao 3.5. Uma boa referéncia para aprender mais sobre o niimero e, sobre a
invencao do logaritmo e sobre o seu papel no desenvolvimento do Célculo é o livro de Eli
Maor, e: a historia de um nimero (se encontra na Biblioteca Central). °

Daremos mais dois exemplos em que a constante e tem um papel fundamental:

4Leonard Euler, Basileia (Suiga) 1707 - Sdo-Petersburgo (Rissia) 1783.



56 CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO

Exemplo 3.6. A curva de Gauss, ou Gaussiana é uma distribuicao de probabilidade
universal, que rege o desvio padrado de um grande ntimero de variaveis aleatorias indepen-
dentes:

p(z)

<

Exemplo 3.7. Em fisica nuclear, uma substancia radioativa se desintegra naturalmente
com uma taxa 0 < A < 1, o que significa que a quantidade de substancia em fun¢ao do
tempo t decresce como

N, = Noe ™t >0, (3.16)

onde Ny ¢é a quantidade de substancia inicial e ¢t o tempo.

Ny
No

t (anos)

Exercicio 3.13. Considere (3.16|).

1. Calcule o tempo de meia-vida T, isto é, o tempo necessdrio para a quantidade de
substancia ser igual a metade da sua quantidade inicial. Qual é a quantidade de
substancia sobrando depois de duas meia-vidas? Quatro? Eziste um tempo em que
a substancia toda se desintegrou?

2. Sabendo que o urdnio 235 possui uma taza de desintegracdo \y = 9.9-10719, calcule
o seu tempo de meia-vida.

Exercicio 3.14. Resolva:

1. In(—x) =2 6. ¥l < /e

2. In(z?) = 0 T == Y

S In(z+1)+3:=0 8. In(2=1) <0

4. In(14+2%) =—-1 9. Injz+4|+In|z—1 =1n6
5. e +e =4 10. (Inz)*+1Inz >0
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Exercicio 3.15. Determine quais das fungoes abaizo sao pares, impares, ou nem par e
nem impar.

2
1. e” 3. ex'—a* 5. e —e ™" 7 e tel”l
©ozt+ab41

2. Inx 4. e +e’ " 6. In(1 — |z| + %)

Exercicio 3.16. Esboce o grdfico da funcao g(a:)::(x L Em sequida, esboce o grifico

=
da fungao f(x):=(Inog)(x) somente a partir das propriedades do grifico de g e das pro-
priedades do In.

X

Exercicio 3.17. Determine o conjunto imagem da fun¢ao f(m)::efH.

3.4 Funcoes trigonométricas hiperbdlicas

A exponencial na base e permite definir trés fungoes fundamentais chamadas respectiva-
mente seno hiperbdlico, cosseno hiperbdlico e tangente hiperbdlica:

senhz:="— , cosh x::i , tanh p="_C (3.17)
2 2 et +e 7

Para entender a origem da mistura de terminologia (nada ébvia a priori!) usada para
definir essas fungoes, “trigonometria” e “hipérbole”; o leitor interessado poderéa consultar o
texto da Professora Sonia Pinto de Carvalho E] Estudaremos mais a fundo as propriedades
dessas fungoes nos proximos capitulos; por enquanto faremos somente alguns comentéarios.

Observe primeiro que

senh z
tanh x = ,
cosh x
Também,
(em+e—m>2 (ex_e—x>2_62m+2+e—2x e2:p_2_|_6—2:p_1
2 2 B 4 4 -
portanto vale a seguinte identidade,
cosh’z — senh?z =1, (3.18)

que tem uma semelhanga com ((1.24)): cos® x + sen?z = 1.
Exercicio 3.18. Mostre que coshx € uma funcao par, e que senh x e tanh x sdo impares.

Os graficos das fungdes hiperbodlicas serao estudados em detalhes nos proximos capi-
tulos. Mencionaremos somente o seguinte fato: o grafico da funcao cosh x aparece a cada
vez que uma corda é pendurada entre dois pontos A e B:

A

B

Swww.mat.ufmg.br/~sonia/pubensino.htm
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Capitulo 4
Limites

Nesse capitulo comecaremos o estudo do conceito fundamental do Célculo: limite.

A ordem na qual a matéria é apresentada aqui é um pouco diferente da ordem usual.
Na Secao comecaremos descrevendo os limites no infinito, isto é, estudaremos o com-
portamento dos valores de uma fungao f(x) quando x é grande (positivo ou negativo).
Depois, na Se¢ao 4.2 olharemos o que acontece quando = — a, onde a é um ponto da
reta real. A noc¢ao de continuidade sera considerada na Secao ?77.

4.1 Limites lim, ,+ f(7)

A primeira informagao que serd extraida sobre uma fungao sera o seu comportamento no
infinito. Portanto, comegaremos estudando os valores de uma fungao f(x), quando x fica
arbitrariamente grande e positivo, ou arbitrariamente grande e negativo.

4.1.1 Introducao

Apesar de elementar, o nosso primeiro exemplo serd um dos mais importantes, pois ele
nos permite introduzir pela primeira vez a ideia de tender a zero.

Exemplo 4.1. J4 montamos o grafico da fungao % no Capitulo 2l Consideremos aqui o
que acontece com % quando x toma valores grandes, positivos ou negativos:

8 [=

x 1/x

1/x X

29
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Quando z se afasta da origem, tomando valores grandes e positivos, o que sera de-
notado x — 400, vemos que 0s valores de % tendem a zero. Para ilustrar isso podemos
observar os valores da funcdo quando a varidvel toma por exemplo os valores z = 10,
x = 100, z = 1000, ...:

= | 10 | 100 | 1000 | 10’000
=10.1]0.01]0.001 | 0.0001

8]H 8

Na verdade, pegando uma outra seqiiéncia de nimeros, por exemplo z = 4, x = 8, v = 16,
x = 32, ..., observariamos também que os valores se aproximam de zero. O fato de % se
aproximar de zero a medida que x aumenta é obviamente devido ao fato da divisao de 1
por um numero grande resultar em um niimero pequeno.

Vamos ser agora um pouco mais precisos, e render quantitativa a seguinte afirmagao:
tomar x grande o suficiente permite tornar i arbitrariamente pequeno. Vamos proceder
da seguinte maneira. Primeiro escolhamos um niimero positivo arbitrario, pequeno, que
chamaremos de tolerancia. Por exemplo: 0.000002. Em seguida, facamos a pergunta:
quao grande x precisa ser tomado para tornar 1 menor que a tolerancia escolhida, isto é

x

0 < — <0.000002 ? (4.1)

S R

Para responder, basta resolver a desigualdade acima. Multiplicando ambos lados por z
(pode ser feito sem mudar o sentido da desigualdade, ja que x é positivo), e dividindo
ambos lados por 0.000002,

— < z.
0.000002 —

Como = 500000, isso significa que qualquer niimero x que satisfaz

1
0.000002

2 > 500000, ,

também satisfaz (4.1). Isto é, tomar um nimero x qualquer maior ou igual a 5000000
garante que a sua imagem (pela funcao %) serd contida entre 0 e 0.000002 (a tolerancia
que fixamos).

O importante é que o mesmo raciocino pode ser feito com qualquer tolerancia, mesmo
muito pequena. Por exemplo, podemos escolher uma tolerancia igual a 0.00000000123, e
verificar que todos os x grandes, dessa vez x > 813008131, satisfazem

1
0 < — <0.00000000123 .
T

Vemos que o mesmo argumento funcionard com qualquer tolerancia. Logo, em vez
de tomar valores particulares para a tolerancia, podemos simplesmente dar um nome a
ela: e. Seja entdo € > 0 uma tolerdncia qualquer (subentendido: tdo pequena quanto
quisermos, mas fiza). Podemos entdo procurar os x > 0 que satisfazem

0< —<e.

K|

Resolvendo essa desigualdade obtemos:

&
Vv
o=
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8=

O fato de ser possivel mostrar que para uma tolerancia arbitrariamente pequena, existe
sempre um intervalo infinito de valores de x para os quais a desigualdade 0 < % <eé
verdadeira é o que define rigorosamente o limite. A seguinte notagao costuma ser usada:

1
lim —=0.
r—+00

Leia-se: o limite de i, quando x tende a 400, € igual a 0, ou % tende a zero quando x
tende a +o0o. Enfatizemos que isso nao significa, de forma alguma, que % é igual a zero
quando z é grande, mas somente que se aprorima arbitrariamente perto de zero a medida
que x vai crescendo.

Consideremos agora o que acontece com % quando xr — —oo. Dessa vez a funcao tende
a zero também mas com valores negativos, ja que % < 0 se x < 0 (dé uma olhada na
figura do inicio do exemplo). Logo, gostarfamos de fixar uma tolerancia € > 0, e achar os

x que satisfazem

—e< —<0.

SR

Desta vez, essa desigualdade é satisfeita para qualquer x < —%. Escreveremos também:

) 1
lim —=0.
T——00

Poderiamos ter calculado os dois limites de uma vez, x — —o0 e x — +00, observando
simplesmente que para um € > 0 fixo, é possivel garantir

para todo x a distancia maior que % da origem, isto é |z| > % o

O Exemplo levou a definir precisamente o que significa % tender a zero quando
x — 00. Podemos agora considerar o caso geral:

Defini¢ao 4.1. Diremos que f(x) tende a zero quando r — oo se para qualquer
tolerancia € > 0, é possivel garantir que

|f(z)| <€ para todo x > 0 suficientemente grande. (4.2)

FEscreve-se:
lim f(z) =0.

T—00
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O valor absoluto foi usado em (4.2)), pois f(z) pode tender a zero sem que o seu sinal seja
sempre > 0 ou < 0 (como foi visto no caso de i) Para ver um caso que em uma funcao
tende a zero com o seu sinal oscilando, veja a figura do Exemplo na pagina [73]

Exercicio 4.1. Usando a defini¢io acima, mostre que

2
lim@:(), 1im3:0, lim
=00 z—00 2 z—00 3 —

=0.

Exemplo 4.2. Consideremos em seguida o comportamento de

° doz — +
_— uando x 0.
x+2 d

Para ver o que estd acontecendo, calculemos primeiro a funcao para alguns valores de z,
grandes e positivos:

x= | 10 | 100 | 1000 | 10’000

25~ 1 0.8333 | 0.9803 | 0.9980 | 0.9998

Isso parece indicar que -7 se aproxima de 1 quando x — +oo. Esse fato pode ser

observado no trago do gréfico da funcao (feito com um computador):

Gostariamos entao de dar um sentido ao seguinte simbolo:

X
li =1. 4.3
Jim —— (4.3)

J

A dificuldade, aqui, ¢ que quando z toma valores grandes, %5 ¢ uma divisdo de dois
nimeros grandes, o que representa uma forma de indeterminagdo (falaremos mais sobre
isso depois). No entanto, mostraremos que -5 tende a 1, mostrando que %5 — 1 tende
) 42 ) 42
a zero no sentido da Definicao
Fixemos uma tolerancia € > 0, e procuremos saber se da para garantir que

T
T+ 2

- 1‘ <e, (4.4)
para todo x suficientemente grande. Comecemos explicitando a diferenca:
x ’ B ‘ -2 2 2

T+ 2 Sz 42l 42l z+2]

(4.5)

Os valores absolutos foram removidos na ultima igualdade, ja que x sera tomado grande,
positivo, o que implica z +2 > 0. Agora, (4.4)) serd satisfeita se saber se d& para garantir
que

2 <
€.
r+2
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Resolvendo a desigualdade obtemos:

r>—-—2.
€

Como isso pode ser feito com qualquer tolerancia, conseguimos provar (4.3]). o
Vejamos agora um exemplo em que o comportamento quando x — oo pode ser dife-
rente do comportamento quando z — —oo.
Exemplo 4.3. Considere f (x):x% Usando a definicdo do valor absoluto, vemos que
essa funcao ¢ dada por
x%l sex >0,
flz) =230 sex =0,

—X
241 sex <0.

Logo,
lim f(z) = lim ’

T—00 x~>ool»_|_1’

e é facil mostrar que esse limite vale 1. Por outro lado,

lim f(z)= lim

T——00 z—s—oco g + 1’

e esse limite se calcula facilmente, e ¢é igual a —1.

&

Observagao 4.1. Podemos ver, gragas aos graficos montados acima com um computador,
que a existéncia dos limites lim, .+, f(x) implica que o gréifico da fungdo se aproxima,
longe da origem, de uma reta horizontal (que serd chamada de assintota horizontal). Mas
é claro que aprender a esbocar grdificos ¢ um dos objetivos desse curso, entdo o uso de
graficos até agora deve ser considerado somente como uma ajuda para entender a definicdo
de limite. °

Observacao 4.2. Em geral, um limite nem sempre existe. Por exemplo, “lim, ., sen z”
nao existe, pois a medida que x cresce, sen x oscila em torno de 0, sem tender a nenhum
valor. Um limite pode também ser infinito, como veremos mais adiante. °

Exercicio 4.2. Ezplique porque que sen x nao tende a zero quando x — oo no sentido da
Definicio[4.1. Dica: distinguir os casos € > 1 e 0 < e < 1.
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4.1.2 A definicao de limite

Mostramos no Exemplo que f(z) = ;%5 tende a 1 quando x — oo, provando que a
diferenca |gci+2 — 1] se torna sempre menor a medida que z cresce. Em geral, dizer que os
valores de uma fungao f(x) se aproximam arbitrariamente perto de um valor ¢ quando x
¢ grande, ¢é equivalente a dizer que |f(z) — {| se torna arbitrariamente pequeno desde que
x seja grande o suficiente. Em outras palavras,

Definicao 4.2. Diz-se que f(x) tende a ¢ quando r — o, e escreve-se

lim f(z) = ¢,
(ou as vezes f(x) — € se nao tiver ambiguidade) se f(x) — { tende a zero, isto é se para
todo € > 0 (subentendito: arbitrariamente pequeno, mas fixo) existir um N tal que se
x> N, entdo

[f(z) —{ <e.
A defini¢ao de lim,_, o f(x) =€ € parecida, mas “c > N7 € trocado por “z < —N".

Observacao 4.3. E sempre subentendido, ao escrever “lim, . f(z)”, que f(z) é bem
definida para todo z suficientemente grande. °

Observacao 4.4. Em geral, o nimero N associado a um ¢ > 0 nao é unico. De fato,
suponha que foi mostrado que para um certo € > 0, existe um N > 0 tal que |f(x) —{| <€
para todos os x > N. Entao, definindo por exemplo N’ = 3V, a desigualdade |f(z)—/| < €
vale também se x > N’, obviamente. O que importa é ser capaz achar pelo menos um N,
nao importa quao grande for. °

Exercicio 4.3. Usando o método acima, mostre que

21:—1_2 . 2x—1_2

im == im ==
z—t+0o 3r +5 3J wo-o3r 45 3

Em termos do gréfico de f, f(x) — ¢ deve ser interpretado dizendo que a medida que
x aumenta, a distancia entre o grafico de f e a reta de equagao y = ¢ tende a zero:

d(f(x),0) - 0.

Se pelo menos um dos limites lim, .o, f(x), lim,, . f(z), existe e vale ¢, diz-se entdo

que a reta y = { é assintota horizontal de f. Por exemplo, a funcao f(z) = -5 do

Exemplo tem uma assintota horizontal y = 1, que descreve o comportamento quando
r— —ooex — +o0o. A fungao f(z) = x% do Exemplo , por sua vez, tem a assintota

y = —1 que descreve o comportamento quando xr — —oo, e a assintota y = +1 que
descreve o comportamento quando z — +o00.

Exercicio 4.4. Calcule os limites abaizo, usando a Definicio [4.5:

z2—1

—cosr sex <0,
1 sex >0.

2. lim, o f(z), em que f(z) = {

1

8. iMoo oo
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Mencionemos algumas propriedades basicas que decorrem da Definigao (4.2}

Proposigao 4.1. Suponha que duas funcoes, [ e g, possuam limites quando x — oco:

T—00

onde V1 e ¥y sao ambos finitos. Entdo

lim {f(2) + g(z)} = lim f(z) + lim g(z) = 61+ (2, (4.6)
lim f(x)g(x) = (lim f(z)) - (lim g(x)) = - L. (4.7)

Além disso, se U5 # 0, entao

- f(x) _ lim, o f(2) _ b
ML o@) " T gl@) b (48

As mesmas propriedades valem no caso r — —o0.

Demonstracao. Provaremos somente . Seja € > 0. Definamos €;:=¢/2. Por definigao,
lim, o f(z) = ¢; implica que existe N; tal que se x > Nj entdo |f(x) — ¢1] < €. Por
outro lado, se €3:=¢/2, entao lim,_,., g(x) = ¢s implica, por defini¢do, que existe Nj tal
que se x > Ny entdo |g(x) — f3| < €. Logo, se  é maior que N7 e Ny ao mesmo tempo,
temos

(f(@) +9(2) = (4 + )| = | (f(2) = 1) + (g(x) — t2)]
[f(z) = b+ |g(x) —lo]| S er +ea = €.

]

A identidade (4.7 implica em particular que se A é uma constante (isto ¢, um nimero
que nao depende de z), entao

Tim (Af(2)) = A lim f(). (4.9)

A maior parte do tempo nao precisaremos passar pelo uso de tolerancias para calcular
limites. Em vez disso, usaremos as propriedades acima, e alguns limites conhecidos,
para calcular outros limites mais complicados. Por exemplo, tendo feito o Exercicio 4.4}
podemos calcular o seguinte limite, usando somente as propriedades basicas da proposicao,
sem passar pela escolha de tolerancias arbitrariamente pequenas, etc.:

I 202 — 2 lim 9 x?—1 1
im = lim 2- —
z—oo hr?(x3 4+ sen?x) w00 ba? a3 +sen’zw
o2 =1 ) 1
= -{hm }-{hm}
z—o0  Hy2 z—0o 13 + sen? x

0

1.
5
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4.1.3 Limites infinitos

Em geral, uma fungao qualquer f(x) nao precisa possuir limites no infinito. Isto é, f(x)
pode nao se aproximar de nenhum valor finito quando x toma valores grandes. Por exem-
plo, ja& mencionamos que as fungoes trigonométricas, por serem periddicas, nao possuem
limites quando x — +o0.

Mas ja sabemos que vérias funcdes nao-limitadas, como 2, tomam valores arbitrari-
amente grandes ao x se afastar da origem. Neste caso, o limite nao existe no sentido de
ser finito. No entanto, gostariamos de poder escrever:

lim 2 = +00.

T—r 00
Aqui nao se trata de usar tolerancias, mas de definir precisamente o que significa ultra-
passar qualquer valor finito a medida que x cresce. Por exemplos, f(z) = x? ultrapassa

o valor 100, a partir de x = 10 em diante, isto é para todos os x > 10. Mas ela também
ultrapassa o valor 10’000, para todos os x > 100, etc.

10000

100

10 100

Definicao 4.3. Diz-se que f(z) tende a +0o quando x — 0o se para qualquer A > 0
(subentendido: arbitrariamente grande, fixo) existe um N tal que f(x) > A para todo
x > N. Diz-se que f(z) tende a —c0 quando r — oo se para qualquer A < 0 eziste
um N tal que f(x) < A para todo x > N. (Limites infinitos no caso x — —oo se definem
de maneira parecida, trocando “x > N7 por “c < —N ")

Vejamos primeiro alguns exemplos de fun¢oes fundamentais que tem limites infinitos.
Comecaremos com poténcias inteiras, x?, p > 0,

400  se p é par, (4.10)

lim 2 = +o00, lim xp:{
T—r00 Tr—r—00

—00  se p ¢ impar.
Exemplo 4.4. Calculemos o limite

- 2
xh_)rgo{x + sen(10x)} .

Sabemos que z? tende a +o0o, mas que o sen(-) ndo tem limite. No entanto, o sen(10z) é

limitado por 1 em valor absoluto. Logo, parece que a soma acima deve também tender a

+00. Para provar isso, fixemos um A > 0 qualquer. Para mostrar que z2 + sen(10x) > A
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para todos os z suficientemente grandes, comecemos observando que sen(10x) > —1, o
que permite escrever (veja a figura abaixo):

2% +sen(10z) > 2% — 1 (4.11)

Mas, observe que 2> —1 > A quando = > N, onde N = /A + 1. Agora, é claro que por
([4.17)) temos também z* + sen(10x) > A quando z > N. Como o A era arbitrario, isso
mostra que

gch_)ngo{gc2 +sen(10x)} = +o0.

22 + sen(10z)

% —1

AWAVAN
IV

o

Vimos que, dependendo da base, as exponenciais e os logaritmos possuem comporta-
mentos diferentes no infinito. Se a base for a > 1,

lim a* = 400, lim a* =0. (4.12)
T—00 Tr——00

Em particular,
lim e* = 400, lim e =0. (4.13)
T—r00 Tr—r—00

Por outro lado, se a base for a < 1,

lim a” =0, lim a" = +4o00. (4.14)

T—r00 T—r—00

Os logaritmos, por sua vez,

>1
lim log, x = too sea> (4.15)
=00 —o0  sea<l1.

Observe que “lim,_,_ log, 7 nao faz sentido, ja que o dominio de log, é (0, c0)!

Exercicio 4.5. Mostre que se lim,_,, f(z) = £oo, entdo

1

ey = U
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A propriedade provada no tltimo exercicio permite obter o comportamento no infinito

para as poténcias negativas: x=9 = x—lq, com ¢ > 0. Como lim,_,, 9 = +00, temos
1
lim — =0.
z—00 d

O limite x — —o0 se calcula da mesma maneira.
Exercicio 4.6. Mostre que

0 sep<l1,
1 p

lim
L—oo [1-P

=41 sep=1,
oo sep>1.

E importante notar que em geral, as propriedades descritas na Proposicao nao se
aplicam quando os limites envolvidos sdo infinitos. Aparece frequentemente de ter que
lidar com quocientes % ou diferengas f(z)—g(z), em que ambos f(x) — oo e g(x) — oo.

Neste caso, as identidades da Proposicao nao se aplicam, e um estudo caso a caso é
preciso.

Produtos de nimeros grandes

Na propriedade (4.7)), insistimos sobre o fato dos dois limites lim, ., f(x) e lim, o g(z)
existirem e serem finitos para poder escrever

lim {£(2) - ()} = (Jimg £(2)) - (Jim, (2)). (116

T—00

E importante entender que existem casos em que essa relagao nao pode ser usada.

Considere f(z) =z, g(z) = 1. Neste caso, f(x)g(z) = 1, portanto o lado esquerdo de

(4.16) é igual a
lim {f(z) -g(z)} = lim 1 =1.

T—00 T—r 00
Mas o lado direito é igual a

(lim f(x)) : <lim g(x)) =00-0.

T—00 T—00

Portanto, se (4.16)) fosse verdadeira, teriamos
((1 — m . 077 )

0 que ja mostra que ha um problema: zero multiplicado por outra coisa dificilmente pode
dar 1... Mas, se agora f(z) = 2z, g(z) = %, entdo f(x)g(z) = 2, e 0 mesmo raciocino leva
a

“2=00-0".

1

Ou, com f(z) =z e g(x) = 1,
“oo=00-0".
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Sabemos que qualquer niimero multiplicado por zero da zero, mesmo se o nimero for
grande:
0-10=0, 0-100=0, 0 - 10000000 = 0, etc.

Mas os exemplos acima mostram que ha um problema com “0 - 00”, e lembram que “co”
nao pode ser manuseado como os outros nimeros reais: em geral “0 - co” nao vale zero,
e pode valer qualquer coisa. E por isso que serd sempre escrito usando aspas. A gente
chama “o0 - 0” (ou “0-00”) de forma indeterminada.

Em termos de limites, o exemplo acima mostra que nao se pode aplicar (4.16) quando
um dos limites é infinito e o outro zero. No entanto,

Proposigao 4.2. Se lim, ., f(x) = 400 e lim, .o g(z) =¥, £ # 0, entao

lim {f(z) - g(x)} =

T—00

+oo  sel >0,
—00 sel <.

Exemplo 4.5. Por exemplo, ja que lim; o 255 = 1> 0 e lim, o " = +00,

xT

. xre xT .
lim = lim -e’ =+o00.
o
Quocientes de niimeros grandes
No Exemplo calculamos lim, , -35 = 1. Observe que este limite ¢ da forma
lim —f(x)
T—00 g(a’;) ’
em que lim, . f(x) = oo e lim, ,o, g(x) = oo. Portanto, podemos dizer que é uma
forma indeterminada
ugw
00

Em geral, ter uma indeterminagio (qualquer que seja) nao significa que o limite conside-
rado nao existe ou que ele nao pode ser calculado, mas que um estudo mais minucioso
¢ necessario. De fato, os exemplos a seguir sao todos limites da forma “22”, mas todos
podem ser calculados explicitamente e dar valores diferentes:

x? x3
lim — =0, lim-—-=1, lim — =o00, etc.
z—00 2 z—00 2 T=500 2

Observacao 4.5. Na verdade as indeterminacoes da forma “=” sdo equivalentes as in-
determinacoes da forma “oco - 0”. De fato, se lim,_,, % ¢ “27, podemos escrever
z 1
lim J(@) = lim {f(x) : }

Como lim,_,, f(z) = 00 e lim,_, ﬁ = 0, o limite acima é também da forma “occ-0". e

x)
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No préximos exemplos mostraremos varias técnicas que permitem resolver indetermi-
nagoes do tipo “2”. Comecaremos com razoes de polindmios, em que os polindémios tém
0 mesmo grau.

Exemplo 4.6. Calcularemos um limite parecido com o do Exemplo [£.2}

. 3x—=5
lim .

E facil mostrar que esse limite é igual a 3, mas paremos para pensar de uma maneira
diferente. Na fracdo acima, quando z é grande, o numerador 3x — 5 e o denominador
x + 2 sao ambos grandes. No entanto quando x for grande, no numerador o “—5” se
torna desprezivel comparado com o “3x”, e no denominador o “42” se torna desprezivel
comparado com o “x”. Portanto, para x grande, gostariamos de pensar que

3r —5
T+ 2

3x
pode ser aproximado por —,  que (apds simplifica¢do) é igual a 3.
T

Esse argumento nao é perfeitamente rigoroso, mas sugere que o limite é 3. Para tornar
ele mais rigoroso, colocamos x em evidéncia no denominador, e simplificamos por x:

3r—5 a(3-3) 3-

z+2  w(1+2) 1+

T

(4.17)

8] N08 o

Isso é s6 um outro jeito de reescrever a fracao, mas agora observe que quando x — 00, 0

limite desta tltima fragdo nao ¢ mais da forma “22”! Assim, usando (4.17), (4.6)) e (4.8):

. 3z-5 3 -
lim =

lim, 0o(3—2)  3-0
11m = = =

S lime(1+2) 140

8 |8 |t

&

Neste tltimo exemplo aprendemos a extrair, em uma fracdo, as partes mais importan-
tes. Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 4.7. Considere
23 + 1000z
im ———
S |
Vemos que tem dois termos de grau 3, um termo de grau 1 e um termo de grau 0 (aquele
+1). O que importa, aqui, é que no limite  — oo, os termos de grau 3 vao ser os mais

importantes. De fato, quando z for grande, 23 sendo z - x - x, serd muito maior que .
Logo, vamos extrair os termos de grau 3 no numerador e denominador, simplificar, e usar

E-9-E3):

L 210002 (1+1%0) . 14+ 1990 limgeo(14+15°) 140 1
w0 2341 woee 324 k) emee 24+ L lim, o (2+ %) 240 2

&

Extrair os termos de grau maior no numerador e denominador pode ser feito em outras
situagoes, com poténcias que nao sao inteiras.
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Exemplo 4.8. Considere
i 5 — 2%+ 1
im ———— .

, e a fracdo contem termos de grau 5, 2,

oo n 1
2

(e 9]

O limite é da forma e 0. Extraindo o termo
de grau maior,

P —2?+1 PP1-14%) 1-14%

2054+ 3yx 22+ 25) 2+ 25
o limite do novo quociente ndo € mais indeterminado. De fato, o novo numerador satisfaz
lim, 00 (1 — % + %) =1—-0+0=1, e o denominador lim, , (2 + mg%) =24+0=2, que

é diferente de zero. Logo, por (4.8)),

2®— 2?41 limp,eo(l—145) 1

I = =5
ffl—g’lo 21‘5 + 3\/5 hm:r%oo(2 + 3393/2) 2

o

Vejamos agora dois exemplos em que o denominador e o numerador tem graus dife-
rentes.

oo,

Exemplo 4.9. Considere o seguinte limite, da forma “227:

. x4 222
lim .
x—oo ]| + g;4

Extraindo os termos de grau maior em cima e em baixo,

v+22%  2(24+1) 1 2+
1+a* 21+ )

8 [

a2 144

xT
. . 241 . .
Logo, como lim,_,., I% =0elim, ot = 2, (4.7) implica
x

lim — =0-2=0.

Exemplo 4.10. Estudemos agora

)
lim ,

que representa também uma indeterminacao do tipo “22”. Mas, pondo os termos de grau
2 em evideéncia,
2 P(+5) 1+ 3

x2 .
r+1 a(+d Tl

T

142
Observe agora que o primeiro fator, x, tende a 400, e que o segundo fator, %, tende a
1. Logo, pela Proposi¢ao [£.2] ’
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Exercicio 4.7. Calcule os limites abaizo, evitando o uso da defini¢io formal. Abaizo,
x — £o0o significa que sao dois limites para calcular: v — 400 e x — —0Q.

: 1, 1 1 . VazZ11 . 11
O i ERR N ) 8. limy_, 400 YL 15. limg_y100 In(1 4 Z5°)
. 2_ g 3z+2 . In(1+4-e®
2. lim, o0 &350 9. im0 16. lim, 4o, 20F<)
1
o _ 2 . =
3. limy_yyoo % 7= 17. lim, 1€

. T4/ T+
10 llmz_>:|:oo W ) )
2e? a2 41 18. lim, 4., sen‘x

4. limg_ 40 oI ||

11. lim, 4o

) 2241 19. lim,_,4 . arctanx
: 2232

5. limype0 S 12, lim, 4o V22 4+ 1 20. lim,_,4+. senh x
6. limy ;o0 i‘%ﬁ 18. lim, 400 = 21. lim,_,4o coshx
7. limg_ 4o \%1 14. limg,_,4 f_tlf]? 22. lim,_,4+, tanhzx

Exercicio 4.8. Um tempo t depois de ter pulado do avido, a velocidade vertical de um
paraquedista em queda livre é dada por:

V(t) = n]zgtanh(\/%t) :

onde m é a massa do paraquedista, g = 9,81m/s?, e k é um coeficiente de resisténcia
(atrito) do ar (em kg/m). Esboce t — V(t), e calcule o limite de velocidade Vi, (que ele
nunca atingird). Dé uma estimativa de Vi, quando m = 80kg, k = 0.1kg/m.

Somas e diferencas de ntimeros grandes

Na propriedade (4.6]), insistimos sobre o fato dos dois limites lim, ., f(x) e lim, o g(z)
serem finitos para poder escrever
lim {f(z) +g(x)} = lim f(z)+ lim g(z).

Quando os dois limites sao infinitos, com o mesmo sinal, entdo o limite da soma pode
também ser calculado:

Exemplo 4.11. Considere z + 2®. Como lim, ,oo & = +00 e lim, ;o 2° = 400 (aqui,
ambos tem o sinal “4”), temos lim, .. {z + 23} = +o0. o

Agora, para estudar lim, .. {f(z)—g(x)}, com lim, ., f(x) = 00 e lim, . g(z) = 00,
leva a um caso de indeterminacgao do tipo “co — 00”. Vejamos exemplos que ilustram

que de fato, “oo — o0” pode tomar qualquer valor.

Exemplo 4.12. Considere 23 — 22, em que lim,_,o, 2° = +00 e lim,_,, 22 = +00. Como

o termo de grau maior deve ser mais importante, escrevamos x® — 2% = 23(1 — i) Como
2> s o00el— % — 1, a Proposicao garante que

: 3_ 2y _
lim {z” — 27} = 4o0.
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3 3

O que aconteceu aqui se resume assim: z° e 2 ambos tendem a +o0o, mas 2° cresce mais
rapido que %, e isso implica que a diferenca 23 — 2% ¢ regida (quando z é grande) pelo
termo . o
Exemplo 4.13. A diferenca 22 — 2 no limite x — oo pode ser estudada da mesma
maneira: 2? —a* = (5 —1), e como z* — o0, (55 —1) = —1, temos que 2> —z* — —o0.
Aqui, é o termo —a* que rege o comportamento para x grande. o
Exemplo 4.14. Considere vz + 1 — /z. Quando x — oo, os dois termos vz + 1 e \/x
tendem a 400, mas eles sao do mesmo grau. Como calcular o limite dessa diferénga? O
método usado aqui consiste em multiplicar e dividir pelo conjugado, isto é, escrever “1”

como
1_\/x+1+\/§
Ve+1+z

Lembrando que (a — b)(a + b) = a* — b?,

) Y S s
G b ey Sy Y ey STy Y ey Gy

Mas como v/z + 1 + /= — 00, temos

1
li +1-— =lim —— =0
Am{ve+1-vel = lim e r

Exercicio 4.9. Calcule os limites quando v — oo das sequintes fungoes.

1. 7—z 6. z* — 2ot 11. V2z -z +1

- 12 2
sviTe 7o) e 12. € — e**
3. x4 cosx 8. x—x
153. 1 —In(2
4. 100z — 22 9. VBTl vai—z 3. In(z) — In(2z)
5. x7 — T 10. Va?+1— /2?2 -3z 14. In(z) — In(x + 1)

O “sanduiche”

Exemplo 4.15. Considere o limite lim,_,,, *3%. Sabemos que o denominador tende a

400, mas sen x nao possui limite quando x — oo. Apesar de tudo, sabemos que senz é
uma func¢ao limitada: para todo x, —1 < senx < +1. Portanto, quando z > 0,

1 sen x 1
- < <+
T T T

Mas como a cota superior —1—% tende a zero, e que a cota inferior — também tende a zero,

xT
a funcao *2Z também deve tender a zero:
T
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|
+ z sen x sen r
/ v = lim =0
/\ T—r 00 x

Esse método vale em geral:
Teorema 4.1. Suponha que f, g e h seja trés funcoes que satisfazem
g(x) < f(z) < h(z), para todo x suficientemente grande.
Suponha também que lim, o g(z) = lim,_,o h(z) = €. Entdo lim, . f(z) = £.

Exercicio 4.10. Calcule:

1+cos(x2+3z)

. . _ . t
1. lim, oo - 3. lim, o€ “senx 5. limy_ oo %ﬁem)
0 xr+senx 0 T— |_90J o sen
2. limg oo 25222 4. limg o0 — 6. hmx_wo{l + x2+4}

~ . . . . . . X . ~
Observacao 4.6. Alguns limites no infinito, tais como lim, .., & ou lim, .o, £ ndio
) T — x
podem ser calculados com os métodos desenvolvidos até agora; serao estudados mais
tarde. °

4.2 Limites laterais: lim, .+ f(x)

Na se¢ao anterior estudamos o comportamento de uma funcao f longe da origem, x — oo
ou x — —oo. Agora observaremos o comportamento de uma funcao f(z) a medida que x
se aproxima de um ponto da reta, que denotaremos por a € R.

Como um z pode estar ou & esquerda de a (x < a), ou a direita de a (x > a),
comegaremos com dois tipos de limites, chamados de laterais: escreveremos = — a* (ou
x N\ a) para indicar que x se aproxima de a pela direita, e x — a~ (ou x 7 a) para
indicar que z se aproxima de a pela esquerda.

Comecemos com um exemplo bem simples.

Exemplo 4.16. Considere a fungao

fle) =5 +1,

x
2
em uma vizinhanca do ponto a = 1. Olhemos primeiro os valores de f(z) quando x \ 1,
isto é, quando x toma valores maiores mas perto de 1:

x= | 15 | 1.1 [ 1.01 | 1,0001
f(x)=1.75] 1.55 | 1.505 | 1,50005




4.2. LIMITES LATERAIS: lim, ..+ f(z) 75

Vemos que estes valores decrescem, se aproximando de 1.5 = % Gostariamos de escrever
lim f(z) =3 .
(1

Ao olharmos os valores de f(z) quando x 1, isto é, quando = toma valores menores
mas perto de 1, vemos que estes crescem para o mesmo valor %:

r= ]05]09] 099 | 0.9999
flz)=1]125]1.45 | 1.495 | 1,49995

Gostariamos entao de escrever
lim f(x) = 2.
z 1 f( ) 2

Essas propriedades se tornam 6bvias olhando para o grafico, que é uma simples reta:

/()

3/2 -

1
Para entender um pouco melhor o que esta acontecendo, vamos estudar a diferenga:
3 3 1
F@) =31 =]G+D -3 =3l -1l

Assim, vemos que quando z fica perto de 1, isto é quando a distancia |z — 1| é pequena,
entdo a diferenga |f(z) — %| ¢ pequena também. Poderfamos ser um pouco mais precisos,
fixar uma tolerancia € > 0 (subentendido pequena) e perguntar: qudo préximo de 1 x
precisa estar para garantir que

|flx) =3 <e 7

Como |f(z) — 2| = 3|z — 1|, vemos que x precisa satisfazer |z — 1| < ¢, isto é
|z — 1] < 2e.
Logo, a resposta a pergunta acima é: a distancia menor que 2e. o

Na verdade, pode parecer 6bvio que a medida que z se aproxima de 1, a funcao

f(xz) =% +1seaproxima de f(1) =1 +1=2. Isto é&: colocando o valor z = 1 na funcdo,
a gente ja sabe qual serd o valor limite. Mas isso funciona porque a fun¢ao do exemplo é

simples o suficiente. As vezes, teremos que trabalhar mais, como no proximo exemplo.

Exemplo 4.17. Consideremos agora

b1

fz) =

também na vizinhanca de a = 1. Observe que essa funcao ndo é definida em 1. Logo,
para saber o que acontece quando x tende a 1, ndo temos como adivinhar qual sera o
limite trocando simplesmente x por 1.

Mas isso nao significa que ele nao pode ser calculado. Calculemos alguns valores de

f(z), com z \ 1,

r—1"
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z= | 11 | 102 |1.002 |1.0002
f(z) ~ | 3,310 | 3,060 | 3.006 | 3,001

e quando = 7 1:

z= | 09 | 099 |0.999 | 0.9999
Slx) ~ 12,710 ] 2,970 | 2,997 | 2,999

Esses niimeros sugerem que

lim f(z) = lim f(z)=3.

z—1+ z—1-

Nao falaremos de tolerancia aqui, mas podemos fazer uma conta simples que mostra
porque que o limite é 3. De fato, o polinomio 2 — 1 possui a raiz z = 1, sabemos entao
que ele pode ser fatorado da seguinte maneira:

P —1=(z—1)(..).

O fator (...) pode ser calculado pela divisdo de 23 — 1 por x — 1, que da:

x3 —1lz—-1
23— a? 24+r+1
2 =1
22 —x
r—1
r—1
0

Isto mostra que o nosso quociente na verdade pode ser escrito como

=1

=22 +x+1.
r—1

Agora fica claro que se z tende a 1, ndo importa de qual lado,

31
lim © = lim (2> +2+1)=12+1+1=3. (4.18)
=1t r —1 x—1F
o
Observacao 4.7. No exemplo anterior, a fungao % nao ¢ definida no ponto a = 1, mas

em qualquer outro ponto da sua vizinhanca, e a medida que = se aproxima de a = 1, o
numerador e o denominador ambos tendem a 0. Foi o nosso primeiro exemplo de resolucao
de uma indeterminacao do tipo

s e 9 4_ . 5__
Exercicio 4.11. Calcule lim,_,;+ %, lim,_, 1+ "’;—j,
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Eis agora a definicao geral de limite lateral:

Definicao 4.4. Seja a € R.

1. Diz-se que f(z) tende a ¢ quando = tende a a pela direita se para todo € > 0
existe um 6 > 0 tal que se a < x < a+ 9, entdo |f(z) — €| < €. FEscreve-se

lim, .+ f(z) = ¢.

2. Diz-se que f(z) tende a { quando x tende a a pela esquerda se para todo
€ > 0 existe um § > 0 tal que se a — 0 < x < a, entao |f(x) — {| < e. Escreve-se

lim, .- f(z) =¢.

Exemplo 4.18. Usando a definicdo, mostremos que

limz? =1.

z—1
Observe primeiro que |22 — 1| = |z + 1| - |z — 1]. Quando z > 1 fica perto de 1, digamos
a distAncia menor que 3, temos [z — 1] =z — 1, e |t + 1] = 2 +1 < 2. Quando

5
x tende a 1, |x — 1] tende a 0. Seja agora ¢ > 0. Para garantir que ]x22 — 1] < e
podemos escrever primeiro [z? — 1| < 2(x — 1), e procurar primeiro resolver 2(z — 1) <,
que da =z < 1+ %e. Assim, mostramos que se 1 < x < 14 4, com 5::%, teremos
22 =1 =lz+1]-Jz—1<3@x-1)<35=e o
Foi usado implicitamente em que se cada termo de uma soma possui limite,
entao a soma possui limite também, e este vale a soma dos limites; segue do seguinte
resultado, que é o andlogo da Proposigao [4.1}

Proposicao 4.3. Suponha que duas funcoes, [ e g, possuam limites quando x — a™:

lim f(x)zgla lim g(a’:>:€27
z—at

z—a™t

onde V1 e ¥y sao ambos finitos. Entdo

lim {f(2) +g(z)} = lIm f(z)+ lm g(z) = b6+ Ly, (4.19)
xlilii f(x)g(x) = (xliggr f(x)) . (wligi g(:v)) =0 -ly. (4.20)

Além disso, se U5 # 0, entao

T f(x) _ limm—>a+ f(.’L‘) _ 6_1 (4‘21)

soat g(x)  limg_a+ g(z) £

As mesmas propriedades valem no caso r — a~.

Nos exemplos anteriores, os limites laterais z — a™ e x — a~ eram iguais. Vejamos
um exemplo onde eles sdo diferentes.

Exemplo 4.19. Considere f(z) = 5 + ﬁ na vizinhanca de a = 0 (em que ela nem é
definida). Usando a defini¢do de |z|, podemos reescrever f da seguinte maneira:

sex >0,
sex <0.

[
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Logo,

lim f(z)=lim {2+1}=+1, e  lim f(z) = lim {1} =—

z—0t z—0t z—0~ z—0~

N[ =

Isso significa que o grafico de f(z), ao z crescer de < 0 para > 0 e atravessar 0, d4 um pulo
de valores pertos de —% para valores perto de +%. Diz-se que essa funcao é descontinua
em z = 0:

f(=z)

—

g

Exercicio 4.12. Seja
f(z):=

z sex < 2.

{5—3: sex > 2
7

Calcule os limites laterais lim, .+ f(x) para a =0, a =2, a = 5.

As vezes, limites laterais ndo existem:

Exemplo 4.20. Por exemplo, o limite lateral z — 0" da funcao sen% (que obviamente
nao ¢ definida em = = 0) nao existe:

Se1 1
T

Observe, no entanto, que lim,_, ., sen% =0. o

Exercicio 4.13. Considere a funcao definida por

+1  sex € racional didadico,
f(z) = "
0 caso contrario.

FEstude os limites laterais de f(x) num ponto qualquer a.

Exercicio 4.14. Seja f(x):=|z]. Calcule lim .+ f(z), lim .- f(z), lim__ .+ f(2),
2 2 3|

_1- f(z). Calculelim,_,,+ f(z), lim,_,,- f(x). Calcule, para qualquer niimero inteiro

3

n, lim, .+ f(x), lim,_,,— f(z).

lim
T
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4.3 Limites lim, ., f(z)

Definicao 4.5. Se uma funcao f possui limites laterais iguais em a € R, isto €, se
lim, .+ f(z) = lim, .- f(x) =¥, entao diremos que f(x) tende a { quando x tende
a a, e escreveremos simplesmente
lim f(z) = ¢.
Observe que nesse caso, f(z) tende a ¢ a medida que = tende a a, qualquer que seja o

lado: para todo € > 0, existe § > 0 tal que se |z —a|] < 0, x # a, entdo |f(z) — ¢ <e. O
limite lim, ., f(x) serd as vezes chamado de bilateral.

Por definicao, o limite bilateral satisfaz as mesmas propriedades que aquelas para os
limites laterais descritas na Proposigao [4.3]

Exercicio 4.15. Estude os limites abaixo. (Em particular, comece verificando se o tipo
de limite considerado é compativel com o dominio da fungao.)

1. lim,_7(7 — 2) 5. lim,_,q 2=3 8. lim,y 5%
2. 11m$_>0+ \/5 G i |xz—4]
_ T4 g4 9. lim, .y vVInzx
3. lim,_,gcosx .
7. lim,_,_5 | =

d z2-1 g 2=z

Vejamos agora o analogo do Teorema para limites laterais e bilaterais.
Teorema 4.2. Suponha que f, g e h sejam trés fungoes que satisfazem
g(x) < f(z) < h(z), para todo x numa vizinhanga de a .

Suponha também que lim, .+ g(x) = lim, o+ h(z) = €. Entdo lim, .+ f(x) = £. (O
mesmo resultado vale trocando todos os © — a™ por x — a~ ou por r — a.)

Exemplo 4.21. O limite lim,_,o 22 sen % pode ser calculado, observando que —1 < sen % <
+1 para todo x # 0. Logo, multiplicando por z* (que é > 0),

—z? gggzsen1 §x2.

T

Quando = — 0, —22 e 22 ambos tendem a zero.

xseni
/ ’
7\,
<~ \_/
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Pelo Teorema , concluimos que lim,_,o 22 sen% =0. o

Exercicio 4.16. Determine se o limite v — 0 da funcdo eziste. Se for o caso, dé o seu
valor.

14z
sex <0
s . e/ 7. 2] ()
2 se x é racional diddico, 1tz
flz) = . g(@) = -1 sex =0,
0 caso contrario,

sen(f +x) sex>0.

4.4 Indeterminacoes do tipo “O”

Na secao anterior encontramos, quando r — oo ou x — —oo, indeterminacoes do tipo

‘o0 — 00", 27 Ja encontramos (ver o Exemplo [£.17] e alguns dos limites do Exercicio
- hmltes de quocientes, em que numerador e denomlnador ambos tendem a zero. Tais
quocientes nao podem ser estudados usando , e representam a uma indeterminacao
do tipo “0”

Sera v1sto no proximo capitulo que a derivada, que fornece informagoes titeis a respeito
de uma funcao, é por definigdo um limite que leva a uma indeterminagao do tipo “%”. Por
isso, indeterminagoes “8” serao os limites mais estudados a partir de agora. Nos proximos
exemplos veremos algumas técnicas para lidar com essas indeterminagoes.

Exemplo 4.22. lim;,_, % ¢ do tipo “8”, ja que (1+h)? —1 — 0 quando h — 0.

Mas o limite pode ser calculado facilmente, observando que (1 + h)? — 1 = 2h + h*:

1+h)2-1 2h + h?
lim%:hm Y moth=2.
h—0 h h—0 h—0
<&
22+4+2—6

Observe que aqui, lim, ,5(2? +x — 6) = 0
uOv

Exemplo 4.23. Considere lim,_,9 P 6ar1d-

e lim,_»(z? — 92 + 14) = 0, logo o limite é do tipo Mas o polinémio 22 +x — 6
tender a zero quando x — 2, significa que ele se anula em r = 2. Portanto, ele pode
ser fatorado, com um fator (:L’ —2): 224+ 2 -6 = (z — 2)(x + 3). Do mesmo jeito,
22 — 9z + 14 = (z — 2)(z — 7). Portanto,

?+x—6 . (z—2)(x+3) . xz+3 5
lim —— = lim = lim
e=»272 =9+ 14 =2 (x—2)(x—7) e22-T7 =5

O que foi feito aqui, com a fatoragdo e simplificagdo por (x — 2), foi de extrair a origem
comum da anulacdo do numerador e denominador em x = 2. o

Exemplo 4.24. O método da multiplicacao e divisao pelo conjugado, vista no Exemplo
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serve também para estudar alguns limites do tipo “%”. Por exemplo,

p VIth—1 . V1+h—1 Vith+l
h—0 h h—0 h Vi+h+1
= lim \/H—hQ -
h=0 h(vV1+h+1)

1
= lim ————
=0 T+ h+1

1
=3

Exercicio 4.17. Calcule os limites

(z=2)(4—2?)
x2—4x+4

N

r—2

o 9—¢ o ) 2+bt— o
2. hmt_>93_7\/z 4 llmtﬁo% 0. hmx_>2

1. lim,_ .o 3. lim, 4

Exercicio 4.18. Eziste um niumero a tal que

. 324+ axr+a—+3
lim
-2 24z —2

exista e seja finito? Caso afirmativo, encontre a e o valor do limite.

4.4.1 O limite lim, o **

Aqui provaremos o limite mais fundamental para fun¢oes trigonométricas:

. senz
lim
z—0 x

=1. (4.22)

E importante mencionar que x ¢ medido em radianos. Consideremos primeiro *2* no

limite lateral z — 0%,
Considere um angulo 0 < x < 7 no circulo trigonométrico:

C
B

B/O/
Temos |OC’| = |OB| =1, |B'B| =senz, |OB'| = cosx e |C'C| = tanz. Observe que

drea do tridangulo OB’'B < 4rea do setor OC'B < 4rea do tridngulo OC'C.
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A drea o do setor OC'B se calculada observando que por proporcionalidade: 5~ = —%5.

Logo, o = 5. Assim, reescrevendo as trés desigualdades acima em termos de x,

%senxcosx < %x < %tanx.

A primeira desigualdade implica senzcosz < x, isto é, 82 < _L_ A gegunda implica,
Ccos T
r < tanx = 222 isto ¢, cosr < *=£. Logo,
cosxT T
sen x 1
cosz < < , V0<x<g.
x Cos T
Como lim,_,o+ cosz = lim,_,o+ ﬁ =1, O Teorema implica lim,_,o+ *3% = 1. Como

LT ¢ par, temos também lim, ,o- 2% = 1. Portanto, provamos (|4.22)).

T x

Exercicio 4.19. Usando (4.22)), calcule os limites

. . . — . 2
1. lim,_,o 222 3. lim,_o % 5. lim, gL e 7. limg_,o+ Senxﬂ
g senx g sen 2x g cos &
2. limg 0 502 4. limg_,o 222 6. lim, o+ <

4.5 Limites laterais infinitos, assintotas verticais

Vimos casos em que limites laterais sao iguais, casos em que eles sao diferentes, e casos

em que eles nem existem. Vejamos agora casos em que eles sdo infinitos.

Exemplo 4.25. Considere primeiro f(z) = % J& vimos que a f nao ¢ limitada, e a

medida que x > 0 tende a zero, % cresce e toma valores positivos arbitrariamente grandes.
Por outro lado se x < 0 tende a zero, % decresce e toma valores negativos arbitrariamente
grandes:

.1 .1
lim — = 400, lim — = —.
z—0t X =0~ X
De modo geral, qualquer P com poténcia inteira negativa p = —q, ¢ > 0:
1 1 400 seq é par,
lim — = 400, lim — = 7ep
=0+ 14 0~ x4 —00  se q é impar.
o
Exercicio 4.20. Tente definir rigorosamente lim,_,,+ f(z) = +o0, lim, .+ f(z) = —oc.

Defini¢ao 4.6. Se pelo menos um dos limites lim, .+ f(x) ou lim, .- f(x) é +oo, di-
remos que a reta vertical de equagdo x = a € assintota vertical da funcdo f.

Exemplo 4.26. Como lim, ,p+log,z = —oc0osea > 1, =4oose 0 <a <1,z =0¢
assintota vertical da funcao log,. o

Exemplo 4.27. A funcao tangente possui infinitas assintotas verticais, de equacoes x =
5 +km, k €Z,ja que para todo k € Z,

lim tanx = +o0, lim tanx = —00.
2 (G k) o (G k)t
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Exercicio 4.21. Calcule os limites.

1. lim, gy 00 5. im, o~ A 10. Timy o+ 2%
2. lim, , o+ 96215#9?6 6. lim; .o+ Int —¢ 11. lim, o+ 9z
3. lim,_,_ox xQ—;iq;—G 7. limy yo- Int — ¢ 12. lim,_,o+ ln%
4. lim x—2 8. limy o+ selnt 13. lim,_y 10g(fb2)
. 4
e 9. lim, ge L 14. Tim, o €1

Exercicio 4.22. Na Teoria da Relatividade Restrita (ou Especial), cujo principal postu-
lado € que a velocidade da luz é uma constante ¢ > 0 para qualquer observador, é provado
que a massa efetiva de uma particula em movimento uniforme depende da sua velocidade.
Se a massa no repouso é my, entdo a sua massa efetiva quando a particula tem uma
velocidade constante v € dada por

mo

= .
/ v2
1 p

Estude m, quando v se aprorima da velocidade da luz.

my, =

Exercicio 4.23. Considere f(x) = i—f} Estude os limites relevantes e ache as assintotas
(horizontais e verticais) de f. A partir dessas informagées, monte o grdfico de f.

Exercicio 4.24. Dé o dominio e ache as assintotas (horizontais e verticais), caso existam,
das fungoes

1. 2z+1 5. 2 10. sz 15. i
2 L 6. ¢ 11, Tfie=2l 16 Y
g 29 7. logs(2 — x) 12. In(1 — 2?) 1
;33 8. x3+% 13. 2+iﬂg—i—ln(l—w?) 17 =
b g, e Yoy 1 )

Exercicio 4.25. (Primeira prova, Turmas D, 15 de abril de 2011) Defina assintota ho-
rizontal /vertical de uma fungio f, e ache as assintotas das fungoes

|r — 7| 2+ senx — 3z? z(r —1)
T+x 22 —x+20 ’ x—1
Exercicio 4.26. Dé exemplos de funcoes [ que tenham x = —1 e x = 3 como assintotas

verticais, e y = —1 como assintota horizontal.
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4.6 Mudar de variavel

O calculo de um limite pode ser as vezes simplificado transformando ele em outro limite,
via uma mudanca de varidvel.

Exemplo 4.28. Suponha que se queira calcular o limite de % quando x — 0. Um

jeito possivel é de usar a identidade sen 2z = 2sen x cos x, escrevendo
sen 2x sen x

lim = lim 2
z—0 x z—0 x

cosr=2-1-1=2.

Um outro jeito de proceder é de introduzir a nova variavel y:=2x. Ao fazer essa mudanca,
é preciso reescrever o limite lim,_.o % somente usando a variavel y. Como z — 0
implica y — 0, e como = = y/2,

2
lmsen T imw:ﬂimseny =2-1=2.
z—0 x y—0 y/2 y—0 Y
o

Exemplo 4.29. Considere o limite lim,_, ‘ﬁf%‘ll Chamando z:=cosx, ao x — 0 temos
z — 1. Logo,

cos®x — 1 23 —1

lim = lim

L= 3 (ver Exemplo [4.17)).

o
Vejamos também como um limite lateral pode ser transformado em um limite no
infinito:

Exemplo 4.30. Considere os limites laterais calculados no Exercicio lim, o+ 9%,
1

. 1 ~
lim, - 9>. Chamemos z:=:. Se r — 0", entao z — +o00. Logo,

) 1 )
lim 9= = lim 9* = +0.
x—0t Z—00

Por outro lado, se x — 07, entdao z — —o0, e
lim 9¥ = lim 9°=0.

x—0~ Z—=—00

Exercicio 4.27. Calcule os limites fazendo uma mudanga de varidvel.

o —1 o 1 o
1. lim,_,; Segg(f_?) ) 3. lim,_, 4 Selll(_xgj; ) 6. lim, o+ tanh%
. " —agm
2. lim, .0 sen(3z) 4- limg 4 z—a
o ap— 5
(e 5. lim = 7. lim,_,o+ x tanh +
o T—4 T—/T—2 o z—0 T

4.7 O limite e = lim, ,o0(1+1)"

Mencionamos, no ultimo capitulo, que uma das defini¢des possiveis do niimero e = 2, 718...
¢ via o limite de (1 + 2)* quando 2 — co. De fato,
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r= | 10 | 100 | 1000 | 10°000
(1+2)" =] 2,59374... | 2,70481... | 2,71692... | 2.71814..

Pode ser mostrado que o limite quando x — oo existe, e tomamos o valor do limite como
definicao da base do logaritmo natural:

e:= lim (1 + i)x

T—00

Essa caracterizagao de e permite calcular varios limites importantes, como por exemplo

limy, o+ w De fato, com a mudanca de variavel z = %, h — 0% implica z — +00:
In(1 + h) In(1+ 1) )
lim ——— = lim ———=5= lim In((1+1)*) =le=1. (4.23)
h—s0+ h z—+00 2 z—+00 z

T __
) vez mando z = e
611 Dessa vez, chamando L

Um outro limite que pode ser calculado é lim,_,o+
x — 0% implica z — 17

et —1 o z—1 ) 1
lim = lim = lim +—
z—0t z—1+ Inz a1t

Mas agora se h:=z — 1, entdo z — 17 implica h — 07, e por (4.23)),

1 In(1+h
lim ne o im M =1.
z=1t 2 — 1  h—ot h
Portanto,
et —1
lim =1. (4.24)
z—0t T
Observe que o limite lateral a esquerda se obtém facilmente: chamando y:= — =,
r—1 V-1 v—1
lim & — lim * — lim & eV
z—0~ T y—0+t -y y—0+t Yy
v—1
:<lim6 )(lime‘y)zl-lzl.
y—0t Yy y—0t

Exercicio 4.28. Mostre que para todo a > 0,

. log,(1+h) 1 =1
lim = , lim
h—0 h Ina =0 g

=Ina. (4.25)

4.8 O limite lim, ,,, ©

Nesta se¢ao veremos como calcular alguns limites que envolvem exponenciais e logaritmos,

do tipo

et . (Inz)3
lim —, lim e
T—00 ¢ T—r00 €x

Esses limites costumam ser estudados usando a regra de Bernoulli-I"H6pital, que serd vista
no Capitulo [6] Sera suficiente considerar um caso.
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Exemplo 4.31. Mostraremos aqui que

a® {—|—oo sea>1, (4.26)

lim — =
0 se0<a<l.

T—00

Quando a = 1, o limite é simplesmente lim,_, . ‘;—0 = limm_moi = 0. Quando 0 < a < 1,
temos lim, ,,, a® = 0 (lembre de (4.14))), o que implica lim, ., % = lim,_,o, a” - % =
0-0 = 0. Portanto, falta tratar o caso a > 1. Observe que nesse caso, podemos escrever
a=1+ 0, com > 0.

a®  (1+B)°
x x

Suponhamos agora que x > 0 seja grande. Como z > |z|, temos (1 + 3)® > (1 + ).
Agora, como |z] é inteiro. Assim podemos usar a férmula do bindémio de Newton E|:

(14 p)L :1+5LxJ+52M+...+Mﬁm

2 2
o)(lz) = 1)

>2
> 5

Nesta ultima desigualdade observamos que todos os termos da soma sdo positivos, e
T 2_
mantivemos somente o termo de ordem 2. Portanto, - > 62%. Mas, como
2
x]”—|x

o L=l

T—00 2x
provamos o resultado desejado: lim, ., % = +o00. o

Exemplo 4.32. Podemos usar o ultimo exemplo para mostrar que se a > 1, entdo para
todo inteiro p > 0,

lim — = +oo. (4.27)

r—00 P

De fato, podemos sempre escrever & = (%)p, em que b= a'/?. Como a > 1, vale b > 1

P
também. Logo, por (4.26)),
T b hENP
lim @ lim (—)p = (hm ) = 400.
r—00 P r—oo\ o T—00
o

A partir dos exemplos anteriores podemos calcular outros limites: para todo a > 1 e
todo inteiro p > 0,

1 p
i 1080 2)
T—r00 x

=0

De fato, com a mudancga y = log, z, * — oo implica y — oo, logo por (4.27))

log,, x)? P 1
i U982 o Y L,
T—00 T y—oo q¥ y—00 pr

YA+ B)" =37, (3)AFB"~*. Aqui usamos essa férmula com A =1, B = 3.




4.9. EXERCICIOS DE REVISAO

Exercicio 4.29. Calcule os limites abaizo.
. em
1 limg o0 5

18

. 0.57(F)”
2. limy o —

4.9 Exercicios de revisao

Exercicio 4.30. Considere a fun¢ao

2 + 2
flz)=<2?-2
2

g e
4' hmx%oo z—2

87

o =%z 7
3. lim, o &— (log; )

5. limg_yo0 i

. 621—&-3.’25
6. limg; (es+1)2+223

sex <0,
se0<x <2,
sex > 2.

Calcule os limites lim, o f(x), lim, o+ f(2), lim, o f(z), lim, o~ f(2), lim, .o+ f(x),
lim, 5 f(x). Em sequida, interprete esses limites no grdfico de f.

Exercicio 4.31. Considere um ponto ) na pardbola y = x

2. Seja M o ponto meio do

segmento OQ (O € a origem) e seja r a reta perpendicular ao segmento OQ), passando
por M. Seja R a intersegio de r com o eizo y. Estude o que acontece com R quando @)
varia. O que acontece com R no limite QQ — O

Exercicio 4.32. Considere um circulo C' de raio r > 0. Considere a divisao de C' em
n setores de aberturas iguais. Aproxime a drea de cada setor pela drea de um triangulo,
escreva a drea A, do poligono definido pela uniao dos n triangulos, e calcule lim,, o, A,.

Exercicio 4.33. Calcule o limite, se existir.

1. lim, ,, =16 8. limgyo ossy 15. iy 4o 523

2. lim,, 1 3;;__195 9. lim, o+ logy(sen(x)) 16. 1imz—>+oo13;77ﬁ1

3. limmég%f;gl 10. lim, o+ logy(cos(z)) 17. hmh—mw
4. lim, 5 Se=21 11. Tim,_y 12052 18. limy,_,; V=1

5. lim, o, Tptz=21 12. lim, (L — 1) 19. lim,_, o, Sz+8-3
6. hmzaoo % 13. limg— 40 VZ2—mz—V22 -1 20. hmw_m szecll)gx

7. limg . Serll(_xg:gl) 14. limg_, oo sen(% + Hlmg) 21. lim,_ @

Exercicio 4.34. Prove o Teorema [].1]
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Exercicio 4.35. Calcule os limites

1.

2.

3.

lim,_,o Y275%% (Dica: 1 —cos’x =...)

|z

limy, o w (Dica: sen(a+b) =...)
lim, % (Dica: lim, o =2 = .. )
Para a,b > 0, lim__ « 1222 Dicq: 7 — 3x = 3t, cos(a +b) =...)

T3 sen(m—3zx)
lim, o0 = In(a® + b%) (Dica: distinguir a > b, a < b)
Paran € N, zg € R, limy,_,¢ W (Dica: use uma mudanga de variqvel z = x+h

e faca uma divisao, ou entao use a formula do binomio de Newton para expandir

($0 + h)n)



Capitulo 5

Continuidade

Continuidade é o conceito fundamental da analise. Sem saber, ja nos deparamos com
continuidade em varios lugares ao longo desse capitulo.

Exemplo 5.1. No Exemplo estudamos a fungao f(r) = § + 1 na vizinhanga de
a = 1. L4, vimos que
lim f(z) = 3.

z—1
Ja tinhamos observado que esse fato parecia 6bvio, ja que no ponto a = 1, a funcao f

toma o valor f(1) = % Logo, o que acontece para essa funcao no ponto a =1 é que

lim f(z) = f(1).

rz—1

Diremos que f é continua em a = 1. Em palavras, isso significa que nos pontos x perto
de 1, a fung¢io toma valores f(z) perto de f(1). Acontece que essa fungio é continua em
qualquer ponto da reta a € R:

lim f(2) = f(a).

r—a

Mas essa propriedade nao vale para todas as fungoes.

Exemplo 5.2. Considere a seguinte modificacao do Exemplo 4.19

x 1

fa)= {3tz see=0
x 1
53 sex <0.

cujo grafico na vizinhanga de a = 0 ¢é facil de esbocar:

f(z)

Aqui temos f(0) = —1

z—0t
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Logo,

xli)rg_ f(x) = f(0), mas )L%L f(z) # f(0).
Diremos que f é continua a esquerda em a = 1, mas ela ndo é continua a direita. Diz-se
que essa funcgao é descontinua em a = 0. o

Definicao 5.1. Uma funcao f é
1. continua a direita em a se lim, .+ f(z) = f(a).
2. continua a esquerda em a se lim, ,,- f(x) = f(a).

Se f é ao mesmo tempo continua a esquerda e a direita em a, entao

lim /() = f(a),
e f € dita continua em a. Se os limites laterais lim, ,,+ f(z) lim, ..~ f(z) forem
diferentes, ou se eles forem iguais mas diferentes de f(a), entio f € dita descontinua
em a.

Diremos, em geral, que uma funcao f é continua se ela é continua em cada ponto do
seu dominio.

Observagao 5.1. Informalmente: f é continua em a se uma pequena variacao de x em
torno de a implica uma pequena variacao de f(x) em torno de f(a). Em particular, o
grafico de f nao “da pulo” num ponto de continuidade. °

A maioria das fungoes fundamentais consideradas até agora sao fungoes continuas.

Exemplo 5.3. Qualquer polinomio define uma funcao continua. Por exemplo, considere
f(x) = 2% — 223, e a € R um real qualquer. Quando z tende a a, entdo z? — a?, e
—22% — —2a®. Logo f(z) — f(a), portanto f é continua em a. O mesmo raciocinio pode
ser adaptado para qualquer polinémio. o
Exemplo 5.4. As fungoes trigonométricas sao continuas. Por exemplo, por definicdo do
seno e do cosseno via o circulo trigonométrico, parece claro (e serd mostrado analitica-
mente mais tarde) que senx e cosx variam continuamente em fungdo de z. Portanto,
sendo um quociente de duas fungdes continuas, a tangente é continua também (no seu
dominio).

o
Exemplo 5.5. As fungoes exponencial e logaritmo, a® e log,(z) (em particular, ” e In x),
sdo fungoes continuas 1] o

Proposicao 5.1. Se f e g sdo continuas em a, entéo \f (onde A é uma constante), f+g,
e [+ g sao continuas em a também. Se g(a) # 0, entao § é continua em a também. Se g

¢ continua em a e se f é continua em g(a), entdao f o g € continua em a.
Exemplo 5.6. Considere (lembre o Exemplo 4.19)
+ ﬁ sex #0,

sex=20.

fz) =

NI— WK

L Apesar de parecer uma afirmacdo elementar, provar a continuidade de  — @ implica usar a sua
definicdo precisa. Uma prova pode ser encontrada nos livros de anélise.
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Se a # 0, entao lim,_,, f(z) = f(a), logo f é continua em a # 0. Como lim, .o+ f(z

)
5 = f(0), f é continua a direita em a = 0. Mas, como lim,_,o- f(z) = —3 # f(0), f

descontinua em a = 0.

23

S O o

Exemplo 5.7. A func¢ao f do Exercicio 4.13|é descontinua em todo a € R.

Exercicio 5.1. Determine os pontos a € R em que a primeira fungio f do Ezercicio[4.10]
¢ continua.

.. , r—g sex#0 ; " :
Exercicio 5.2. Considere f(x) = ] ! 0 Dé o dominio D de f, assim
— sex=0.

como o conjunto C' dos pontos em que [ é continua.

Exercicio 5.3. FEstude a continuidade da funcdo

2_

flz)= {0 o sex = 2.

Como que f pode ser modificada para se tornar continua na reta toda?

Exercicio 5.4. Ache o valor da constante a tal que a sequinte fung¢do seja continua em

todo x € R: ,
{m 7(?:?”“ sex #1,

f(@)= 5+ a sex=1.

Exercicio 5.5. Fstude a continuidade das fungoes

0 sex =0, 0 sex=0.

fla)= {tanhi sex #0, o(2)= {mtanhi sex #0,

5.1 O Teorema do valor intermediario

Funcoes continuas possuem propriedades muito particulares. Considere por exemplo uma
fungao continua num intervalo fechado, f : [a,b] — R. Entao, ao x variar entre a e b, o
grifico de f corta qualquer reta horizontal intermedidria, de altura h entre f(a) e f(b),
pelo menos uma vez:

()
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Teorema 5.1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : [a,b] — R wma fungio con-
tinua, tal que f(a) < f(b). Entdo para todo h € [f(a), f(b)], existe ¢ € |a,b] tal que
f(¢) = h. Uma afirmagdo parecida vale quando f(a) > f(b)

Exercicio 5.6. Para cada fungdo abaizro, estude a propriedade do wvalor intermedidrio
(isto €, fize uma reta de altura h e vé se o grifico de f corta a reta).

1. f:]-1,2] - R, f(x):=x2

=l 0
2. 9:[-1,1] = R, g(z):=1 * sex#0,
0 sex =0.

20 —1 se0<zxz <1,

3. h:[0,2] - R, h(z):=
20 —3 sel<x<2.

O Teorema do valor intermediario pode ser usado para a resolugdo numérica de equa-
coes:
Exemplo 5.8. Considere a fun¢do f(z):=4 — 2 — 2°, no intervalo [—1,1]. Como f ¢é
continua e muda de sinal entre —1 e +1, f(—=1) = 1 > 0, f(+1) = =2 < 0, o Teorema

do Valor Intermediario implica que deve existir pelo menos um ponto z, € [—1, 1] tal que

[ =o.

5

f(x)
TN e
-1 T

Como calcular z,? Por defini¢do, z, € [—1,1] é solu¢ao da equagao do quinto grau:

2’ +2°—3=0,
Como nao existe um método geral para a resolucao de tais equagoes, vejamos um método

que, sem ser exato, fornece pelo menos uma aproximagdio de x,.

A ideia é de localizar z, usando recursivamente o Teorema do Valor intermediério.
Para comegar, observemos que como f(0) > 0, f(1) < 0, f muda de sinal também no
intervalo [0, 1], o que implica que z, € [0, 1].
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implica que f muda de sinal entre % e %, isto é, x, € [%, %] Continuando assim, obtemos

uma sequéncia decrescente de intervalos encaixados, cada um contendo z,:

0,1]> L1223 >

Os tamanhos dos intervalos decrescem exponencialmente rapido: o primeiro tem tama-
nho 1, o segundo tamanho %, etc., o n-ésimo tem tamanho 27". Logo, qualquer ponto do
n-ésimo intervalo da uma aproximagao de z, com uma precisao de 27".

O método descrito acima, que consiste em usar o Teorema do Valor intermediario a
cada etapa, é chamado de método da bissecao.
o

5.2 Limites e funcoes continuas

Como visto na Proposic¢ao , se g é continua em a, e se f é continua em g(a), entdo fog
é continua em a. Isso pode ser dito da seguinte maneira: se g(x) — L quando x — a e se
f € continua em L, entao f(g(z)) — f(L) quando v — a. Isto é,

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) .

Tr—a

Esse fato foi usado, sem sequer ser mencionado, em varios lugares nas se¢oes anteriores.
. 7 . . . sen 2
Por exemplo apareceu, no item do Exercicio , o limite de (*2*)* quando z — 0.

sen xr

Aqui, a funcao é da forma f(g(z)), com g(z) = (r) = 2. Ora, como g(z) — 1 e

x
como f é continua em 1, podemos “entrar o limite dentro do (+)2”:

2 2
i ()" = (1 <25Y — 12 -1,
z—0 €x z—0

Também, no item (9) do Exercicio [4.15] como /z ¢ continua a direita em 0

lim vVinz =,/ lim lnx = \/620.

z—1t z—1t

Um resultado parecido vale para limites no infinito: se g(z) — L quando © — oo e se f
é continua em L, entdo f(g(x)) — f(L) quando x — co. Em outras palavras:

Jim f(g(x)) = £ (Jim o(x)) .
Por exemplo, em (4.23]),
im 1n((1 + %)Z) = ln(zgglm(l + QZ) =lne=1. (5.1)

5.3 Exercicios de revisao

Exercicio 5.7. Considere

{\/x4+ — (az® +b) 4+ =5 5o p £ 0,

2

f@)= 0 sex =0.

Ache a,b,c de modo tal que f seja continua em 0, e que lim,_,,, = —3.
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Exercicio 5.8. Seja f : R — R continua tal que lim,_, o, f(z) = +o0, lim,_,_ f(z) =
—00. Mostre que Im(f) = R.

Exercicio 5.9. Se f € par (respectivamente impar), qual é a relagao entre lim, o+ f(x)
e lim,_,o- f(x)? Seja f uma fungao impar tal que lim,_,o+ f(x) existe e vale L > 0. Essa
fungdo é continua?

Exercicio 5.10. (Aplicag¢ao do Teorema do valor Intermedidrio). Se I é um intervalo e
se f: 1 — R € continua, entao Im(f) é um intervalo.

Exercicio 5.11. Estude a continuidade das sequintes funcoes:

eP-1 sex & {£1},
g(z):=10 sex=—1,

{earctanl/m se T 7& 07
1 sexr =+1.

s
ez sex =0,

Exercicio 5.12. Sejam f,g duas fungoes continuas na reta, tais que f(x) = g(z) para
todo racional diadico x. Mostre que f = g.



Capitulo 6

Derivada

A derivada serd o nosso principal uso da nocao de limite. Veremos primeiro, na Segao
m, como ela aparece naturalmente na procura da equacao da reta tangente a um grafico.
Em seguida, a derivada sera tratada como uma nova funcao e as suas propriedades serao
descritas. Estudaremos a segunda derivada e o seu sentido geométrico na Secao [6.10]
Mais tarde abordaremos o estudo de problemas concretos de otimizagao no Capitulo 77,
e no Capitulo 77, derivada e derivada segunda serao usadas para estudos detalhados de
funcgoes.

6.1 Retas e graficos de funcoes

Para comegar, consideraremos retas do plano associadas ao grdfico de uma fungdo. Isto
é, escolheremos um ponto fizo P, um ponto mdvel (), e consideraremos a inclinacao da
reta que passa por P e (). Serd interessante estudar como que essa inclinacao evolui em
funcao da posigao de @), quando () se mexe ao longo do grafico de uma funcao.

Exemplo 6.1. Considere o ponto fixo P = (0, —1) e a reta horizontal r de equacao y = 1.
Consideremos agora um ponto mével @ em r. Isto é, @ é da forma @@ = (A, 1), onde A
varia em R, e estudemos a inclinagcio da reta passando por P e (), dada por

1—(-1) _2
m(A) = )\EO N
- < inclinagao: m(\)
/// A
Py

Vemos que quando ) pertence ao primeiro quadrante (A > 0), m(\) é positiva, e quando
() pertence ao segundo quadrante (A < 0), m(A) é negativa. Observemos também que a
medida que () se afasta pela direita ou pela esquerda, a reta tende a ficar mais horizontal.
Em termos da sua inclinacao:

lim m(A) =0, lim m(A) =0.

A——00 A——+o00

95
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Por outro lado, quando @ se aproximar de (0, 1), a reta se aproxima de uma vertical, e a
sua inclinacao toma valores arbitrariamente grandes:

lim m(\) = —o0, lim m(\) = +o00.
A—=0— A—=0t

<

Exemplo 6.2. Considere agora o ponto fixo P = (—1,0) e um ponto mével @) no gréfico

da fungao f(z) = %, contido no primeiro quadrante. Isto é, ) é da forma @ = (A, %), com
A > 0. Como no exemplo anterior, estudemos a inclinagdo da reta passando por P e @,
dada por

50 1
"N =T T

P -t
o A
Aqui vemos que
lim m(\) = 400, lim m(A) =0.
A—0t A—~+00

<

Finalmente, consideremos um exemplo em que ambos pontos pertencem ao grafico de
uma mesma funcao.

Exemplo 6.3. Considere a parabola, grafico da fungao f(z) = x?. Consideremos , de
novo, um ponto fixo nessa parabola, P = (—1,1), e um ponto mével Q = (A, \?).

Q.
b -
-1 A
Aqui,
A2 —1 N —1
A) = = )
mN = 3T T A
Quando @ se afasta de P,
lim m(\) = —o0, lim m(\) = 4o0.
A——00 A—4o00

Vejamos agora algo mais interessante: o que acontece quando @) se aprozima arbitraria-
mente perto de P, isto €, quando A — —17
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Vemos que a medida que @) se aproxima de P, a reta r se aproxima da reta tangente

a parabola no ponto P, denotada rf. Em particular, a inclinacdo de r pode ser

calculada pelo limite

7= lim m()\) = i At
e P D

0

Esse limite ¢ indeterminado, da forma “§”, mas pode ser calculado:

oA -1 o (A=D(A+1) :
S D
Portanto, a equacao da reta tangente r! é da forma y = —2x+h, e a ordenada na origem

pode ser calculada usando o fato de r! passar por P. Obtém-se:

Py =—-2r-1

<

Na verdade, a mesma conta permite calcular a inclinacao da reta tangente a qualquer
ponto do gréfico:

Exercicio 6.1. Considere um ponto P da pardbola, cuja primeira coordenada é um nai-
mero a € R qualquer, fixo. FEscolha um ponto @) da pardbola (com primeira coordenada
A), e calcule a equagdo da reta v que passa por P e Q). Estude o que acontece com a
equacao dessa reta quando A — a?

6.2 Reta tangente e derivada

O procedimento descrito no Exemplo acima pode ser generalizado, e fornece um mé-
todo para calcular a reta tangente ao grafico de uma fun¢do f num ponto P = (a, f(a)).
Escolhamos um ponto vizinho de P, também no gréfico de f, denotado @ = (z, f(x)), e
consideremos a reta r que passa por P e ().
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A inclinagao da reta r é dada por

f(z) = f(a)

)
r—a

e a inclinacao da reta tangente em P ¢é obtida pegando ) — P, isto é, x — a.

Definicao 6.1. Considere uma fungdo f definida num ponto a e na sua vizinhanca. Se

o limite
f@ﬁﬁmﬂﬂ;ﬂﬂ, (6.1)

r—a rT — Q

existir e for finito, diremos que f é derivdvel (ou diferencidvel) em a. O wvalor de
f'(a) é chamado de derivada de f no ponto a, e representa a inclinag¢ao da reta
tangente ao grdfico de f no ponto P = (a, f(a)).

Veremos mais tarde que a derivada deve ser interpretada
como taza local de crescimento da fungao: f'(a) d& a taxa
com a qual f(x) cresce em relagdo a x, na vizinhanga de
a. Considerando o grafico na forma de uma curva y =
f(z), e chamando Ax:=x —a e Af:=f(z) — f(a), vemos
que uma notagao natural para a derivada, bastante usada

na literatura é:
4 = lim af
dr  Az—0 Ax
Observagao 6.1. Em geral, f'(a) ¢ um limite indeterminado da forma 3. De fato, se f
¢ continua em a entdo quando x — a, o numerador f(z) — f(a) — 0 e o denominador

x—a — 0. Por isso, os métodos estudados no tultimo capitulo serao usados constantemente
para calcular derivadas. °

Observacao 6.2. Observe que com a mudanca de variavel h:=x — a, * — a implica
h — 0, logo a derivada pode ser escrita também como

fmy4mf@+2_ﬂ@, (6.2)

h—0

Exercicio 6.2. Considere f(x):=z* — z. Esboce o grdfico de f. Usando a definigio de
derivada, calcule a derivada de f nos pontos a = 0, a = %, a = 1. Interprete o seu
resultado graficamente.
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Exercicio 6.3. Usando a definicdo, calcule a derivada de f no ponto dado.

I f@)= v a=1 4 f@) =a* a=—1
2. f(zr)=vV1+z,a=0
8 fla)=;57,a=0 5 flx)=1a=2

Exercicio 6.4. Dé a equagao da reta tangente ao grifico da fungdo no(s) ponto(s) dado(s):
1. 3z+9, (4,21) 4. 2, (-1,-1), (1,1)
2. x—2% (1,1) 5. V1—2x2, (=1,0), (1,-1) (0,1), (1,0)
8. V1+uz, (0,1) 6. senz, (0,0), (3,1)

Exercicio 6.5. Calcule a equacdo da reta tangente ao circulo x2 + y? = 25 nos pontos
P1 = (3,4), P2 = (3, —4), P3 = (5,0)

Exercicio 6.6. Determine o ponto P da curva y = \/x, x > 0, no qual a reta tangente
rp a curva € paralela a reta r de equacao 8r —y — 1 = 0. Esboce a curva e as duas retas
rp, T.

Exercicio 6.7. Calcule o valor do parametro 5 para que a reta y = x — 1 seja tangente
ao grdfico da fungio f(x) = 2* — 2z + 3. Em seguida, faca o esbogo de f e da reta.

Exercicio 6.8. Considere o grifico de f(x) = % Existe um ponto P do grifico de f no
qual a reta tangente ao grifico passa pelo ponto (0,3) ¢

Exercicio 6.9. Determine o ponto P do grifico da funcdo f(x) =23 —2x + 1 no qual a
equacdo da tangente é y = x + 3.

6.2.1 Pontos de nao-diferenciabilidade

A derivada nem sempre existe, por razdes geométricas particulares: a reta tangente nao
é sempre bem definida. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 6.4. Considere f(x):=z'/3, definida para todo € R (veja Secdo [2.4.2). Para
um a # 0 qualquer, calculemos (com a mudanca t = z'/3)

111/3 _ CLl/3 t — (11/3 1 1
fa) L s B —a i

s 12 + all3t 4 a3 3a23

Se a = 0, é preciso calcular:

$1/3—01/3 1
/ — | _— = 1 _—
FO = o = Mas =t

De fato, a reta tangente ao grafico em (0, 0) é vertical:
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xl/sl/ x
A

Assim, x'/3 é derivavel em qualquer a # 0, mas nao em a = 0. o

Exemplo 6.5. Considere agora f(x) = |z|, também definida para todo z € R. Se a > 0,
entao

P g el L B e
Tr—a T —Qa r—a €T — Q
Por outro lado, se a < 0,
f'(a) = lim 2l = lal _ lim ——— % (z0) _ —-1.
rT—a 1 — Qq T—a T — Q

Entao |z| é derivavel em qualquer a # 0. Mas observe que em a = 0,

x| — 10 x| — 10

IOy gy Ol
=0+t . —0 z—0- 1 —0

Como os limites laterais nao coincidem, o limite bilateral nao existe, o que significa que

f(z) = |z| ndao é derivavel (apesar de ser continua) em a = 0. De fato, o grafico mostra

que na origem (0,0), a reta tangente nao é bem definida:

o

Exercicio 6.10. Dé um exemplo de uma funcao continua f : R — R que seja derivavel
em qualquer ponto da reta, menos em —1,0, 1.

Apesar da fungdo |z| ndo ser derivavel em a = 0, vimos que é possivel “derivar pela
o, o . ~ .
esquerda ou pela direita”, usando limites laterais. Para uma fun¢do f, as derivadas
laterais em a, f’ (a) e f’(a), sdo definidas pelos limites (quando eles existem)
/

(@t LB I@ o Hat D) = ()

r—a*t r —a h—0% h

(6.3)

6.2.2 Derivabilidade e continuidade

1/3

Vimos casos (como |z| ou 2'/? em a = 0) em que uma fungao pode ser continua num

ponto sem ser derivavel nesse ponto. Mas o contrario sempre vale:

Teorema 6.1. Se f ¢ derivdvel em a, entdo ela é continua em a.
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Demonstragio. De fato, dizer que f é derivavel em a implica que o limite f'(a) =

lim,_,, W existe e ¢ finito. Logo,

lim (/) ~ 7)) = /=T )

r—a r—ra Tr—a
S @) = @) _
= {lm ST e -} =0,
o que implica f(z) — f(a) quando x — a. Isto é: f é continua em a. O

6.3 A derivada como funcao

Exemplo 6.6. Serd que existe um ponto P da pardbola f(x) = z*

tem inclinacdo igual a 29757

O que sabemos fazer, até agora, é fixar um ponto, por exemplo a = 1, e calcular a
inclinagao da reta tangente a parabola no ponto (1, f(1)), que é dada por f'(1). Para
responder a pergunta acima, poderiamos calcular a derivada em varios pontos da reta,
um a um, até achar um em que a inclinagao a igual a 2975.

Mas ¢ mais facil reformular a pergunta acima diretamente em termos da derivada:
Serd que existe um ponto a em que

em que a reta tangente

f(a) = 2975 2

Para isto, é preciso ter a fungao f'(+), que associa a cada a a inclinagdo da reta tangente
ao grafico de f no ponto (a, f(a)). Logo, vamos supor que a é um ponto fixo da reta, sem
especificar o seu valor, e calcular

— 2 _ 42 _
f'(a) = lim @) = /) —lim " = lim (z-a)+a) =lim(z + a) = 2a.
r—a €T — Qa r—=a 1 — Qq r—a €T —a T—a

Agora, a equagdo que precisamos resolver, f'(a) = 2975, é simplesmente
20 = 2975, = a=1487.5.

O ponto procurado é P(1487.5,1487.52). o

O exemplo acima mostrou a utilidade de ver a derivada como uma func¢io a — f'(a).
Quando se fala em funcgao, é mais natural a escrever usando a letra x em vez da letra a:

Assim, a derivada pode também ser vista como um jeito de definir, a partir de uma fungao
f, uma outra funcao f’, chamada derivada de f, definida (quando o limite existe) por

eyt LW )

h—0 h

Observe que nessa expressao, h tende a zero enquanto x € fizo.
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Observacio 6.3. E importante mencionar que o dominio de f’ é em geral menor que o
de f. Por exemplo, |z| é bem definida para todo x € R, mas vimos que a sua derivada é
definida somente quando x # 0. °

Exercicio 6.11. Se f é par (resp. impar), derivavel, mostre que a sua derivada é impar
(resp. par).

af(z)=zf(a)

r—a

Exercicio 6.12. Se f € derivavel em a, calcule o limite lim,_,,

Derivadas serao usadas extensivamente no resto do curso. Nas trés proximas secoes
calcularemos as derivadas de algumas fungoes fundamentais. Em seguida provaremos
as regras de derivagdo, que permitirao calcular a derivada de qualquer funcao a partir
das derivadas das fung¢oes fundamentais. Em seguida comecaremos a usar derivadas na
resolucao de problemas concretos.

6.3.1 Derivar as poténcias inteiras: x”

Mostraremos aqui que para as poténcias inteiras de x, P com p € Z,

(a?)" = pa?™". (6.4)

O caso p = 2 ja foi tratado no Exemplo [6.3] e no Exercicio [6.1}

h)? — a? 2zh + h?
(z%)" = lim @thf=a — i ZEOT lim(2x + h) = 2x.
h—0 h h—0 h h—0

Na verdade, para 2" com n € N qualquer, ja calculamos no Exercicio

ny/ __ 1: (x+h)n_wn_ n—1
(™) = ]111_>r% e =" (6.5)
Por exemplo, (z*) = 423, (2'7)" = 172!, Daremos uma prova alternativa da férmula

(6.4) no Exercicio abaixo.

Observacido 6.4. O caso p = 0 corresponde a 2° = 1. Ora, a derivada de qualquer
constante C' € R é zero (o seu grafico corresponde a uma reta horizontal, portanto de
inclinagao = 0!):

(C)Y =0.

Para as poténcias negativas, x77 = x—lq obviamente nao é derivavel em 0, mas se x # 0,

1 1
1 T (x+h)? 29 s —1 ($+h)q — _ —1 -1 _ .. —q—1
e L L A St i U

Isso prova (6.4)) para qualquer p € Z. Veremos adiante que (6.4)) vale para qualquer p,
mesmo nao inteiro. Por exemplo, (:L‘\/i)’ = ﬂxﬁfl. Para alguns casos simples, uma
conta explicita pode ser feita. Por exemplo, se p = j:%,

Exercicio 6.13. Calcule (y/x)', (ﬁ)’
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6.3.2 Derivar as funcgoes trigonométricas
A derivada da fungao seno ja foi calculada no Exercicio [£.35] Por definicao,

;o\ .. sen(x+h)—senx
(sen/ () = limy .

Usando a férmula ([1.25)), sen(x 4+ h) = sen x cos h + sen h cos x, obtemos

. sen(x +h)—senx . senzcosh+senhcosz —senx
lim = lim
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . senh
:senx{hm}+cosx{hm }
h—0 h h—0 h
Ora, sabemos que lim,_,q 582 = 1, e que limy,_ % = limy,_g h“osh};_l = 0 (lembre o
item do Exercicio [4.19). Portanto, provamos que
(sen)'(z) = cosz|. (6.6)
Pode ser provado (ver o exercicio abaixo) que
(cos)'(x) = —senx. (6.7)
Para calcular a derivada da tangente, tan x = 2%, precisaremos de uma regra de derivacao

que serd provada na Segao [6.4} obteremos

(tan)'(z) = 1+ tan®x =

(6.8)

cos?zx

Exercicio 6.14. Calcule a equacao da reta tangente ao grifico da fungdo sen x, nos pontos
P, =(0,0), P, = (5,1), P3 = (m,0). Confere no grifico.

Exercicio 6.15. Prove ([6.7)).

6.3.3 Derivar exponenciais e logaritmos
Na Sec¢ao [4.7] calculamos

e =1 . In(1+h)
e = m e

—1. (6.9)

Lembre que esses limites seguem diretamente da definicdo do niimero e, como o limite
e:=1lim, (1 + %)” Usaremos agora o primeiro desses limites para calcular a derivada
de e”: para x € R,

o ) eerh_ex ) ezeh_ex e eh_ 1 Y
(e*):=lim ——— = lim ——— = ¢*{ lim =e".

h—0 h h—0 h

Portanto, esta provado que a funcao exponencial é igual a sua derivada! Por outro lado,
para derivar o logaritmo, observe que para todo z > 0, In(z + h) — In(z) = In(¥2) =
In(1+2). Logo,

. In(x + h) —In(z)
/-_
(Inz)":= linm h ne0 h
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_h
Chamando a:=7 temos, usando ,

()’ = iy P

1
a—0 o z

Calculamos assim duas derivadas fundamentais:

() =¢e", (Inz) = -

Observacao 6.5. A interpretacao geométrica dos limites em é a seguinte: a incli-
nacao da reta tangente ao grafico de e® no ponto (0,1) e a inclinagdo da reta tangente
ao grafico de Inz no ponto (1,0) ambas valem 1 (lembre que o gréfico do logaritmo é a
reflexdo do grafico da exponencial pela bisetriz do primeiro quadrante):

61’

/ / o

Uma olhada nos esbogos das fungbes a® na pagina 49 mostra que e* é a tnica com essa
(1]

propriedade. As vezes, livros definem “e” como sendo a unica base a que satisfaz a essa
propriedade: a inclinagdo da reta tangente a a® na origem ¢ igual a 1. °

6.4 Regras de derivacao

Antes de comegar a usar derivadas, é necessario estabelecer algumas regras de derivacao,
que respondem essencialmente a seguinte pergunta: se f e g sdo derivaveis, f' e ¢’ conhe-
cidas, como calcular (f+g)’, (f-g)’, (5)’7 (fog)'? Nesta secao, serd sempre subentendido
que as funcdes consideradas sao derivaveis nos pontos considerados. Comecemos com o
caso mais facil:

Regra 1. |(\f(z))" = A\f'(x)| para toda constante X € R.

Demonstragio. Usando a defini¢do de (Af(z))" e colocando A em evidéncia,

(@)= fim MEERZATE) g AR 2T o)

h—0 h h—0

Por exemplo, (22°) = 2(z°) = 2 - 5z* = 102%.

Regra 2. | (f(z) + g(z))" = f'(z) + ¢'(2).
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Demonstragio. Aplicando a defini¢ao e rearranjando os termos,

z h x h)) — T T
(1(@) + fe)yim i LI 5l h)) (F(2) + 9(@))
{f(5‘3+h)—f(37) +g(l’+h>—g(x)}

h
= lim flth) = /(@) + lim ozt h;)L —g(z) _ f'(@) +g'(x).

h—0 h h—0

= lim
h—0

Por exemplo, (22° + senx)’ = (22°) + (senz)’ = 102* + cos z.

Regra 3. |(f(z)g(z)) = f'(z)g(z) + f(x)¢'(x)| (Regra do produto de Leibniz).

Demonstragdao. Por definigao,

(F(2)g )= tim L E D+ 1) = fla)g(x)

h—0 h

Para fazer aparecer as derivadas respectivas de f e g, escrevamos o quociente como

ﬂ$+Mﬂ$+m—f@M@L:ﬂ$+m—f@E@+hyhﬂ@ﬂx+m—9@)

h h h
Quando h — 0, temos w — fl(x)e M,Z_g(r) — ¢'(x). Como g é derivivel em x,
ela ¢ também continua em z (Teorema [6.1)), logo limy,_, g(z 4+ k) = g(z). Assim, quando

h — 0, o quociente inteiro tende a f'(z)g(x) + f(z)g'(x). O
Por exemplo,
(z%senz) = (2°) senx + 2°(senx)’ = 2rsenx + 2° cos x .

Exercicio 6.16. Dé contra-ezemplos para mostrar que em geral, (fg) # f'¢g'.

Exercicio 6.17. Mostre a férmula (z") = na™!

(Dica: 2" =z - 2".)

usando indugdo e a regra de Leibniz.

Estudemos agora a derivagdo de fungoes compostas:

Regra 4. |(f(g(2))) = f'(9(x))d (z) | (Regra da cadeia).

Demonstrag¢io. Fixemos um ponto x. Suporemos, para simplificar, que g(z+h)—g(x) # 0
para todo h suficientemente pequeno ﬂ Podemos escrever

h—0 h
_lmf@@+hﬁ—fwwﬁmx+m—g@)
iR gt h) —gw) i (6.10)

1Sem essa hipétese, a prova precisa ser ligeiramente modificada.
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Sabemos que o segundo termo M — ¢'(z) quando h — 0. Para o primeiro termo

chamemos a:=¢(z) e z:=¢g(x + h). Quando h — 0, z — a, logo

o 0@+ ) = flg@) () = f@)
P gl —gl) M e

= f'(a) = f'(g(x)).
O

Para aplicar a regra da cadeia, é importante saber identificar quais sao as funcgoes
envolvidas, e em qual ordem elas sdo aplicadas (lembre do Exercicio [2.22]).

Exemplo 6.7. Suponha por exemplo que queira calcular a derivada da fungao sen(z?),
que é a composta de f(z) = senx com g(z) = 2?: sen(2?) = f(g(x)). Como f'(x) = cosx

e ¢'(r) = 2z temos, pela regra da cadeia,

(sen(2?))" = f(g(x))" = f'(9(x))g'(x) = cos(a?) - (22) = 2z cos(a?) .

Para calcular e”°, que é a composta de f(z) = e* com g(z) = 22, e como f'(z) = e*,

temos

() = e - (22) = 2ze®

<

que ¢ a composta de f(z) = 1 com

Exemplo 6.8. Para calcular a derivada de

coszx’

g(z) = cosz, e como f'(z) = —%, ¢'(z) = —senz, temos
1 sen x
1 I = —_— o | — = .
(&) (cos x)? (=senz) (cos x)?

De modo geral, deixando g(z) ser uma fungao qualquer, derivavel e ndo-nula em z,

<1>/ _ 9@ (6.11)

9(x) 9(x)?
o
f@)\ _ f@)g(z) — f(z)g (x) :
Regra 5. (g(ac)) = () (Regra do quociente).
Demonstragio. Aplicando a Regra de Leibniz e (6.11]),
FOV _ (o LY L @)y _ falela) — fa)g @
(o) =0 5) =7 g+ 1) (- 55) T E—

]

Exemplo 6.9. Usando a regra do quociente, podemos agora calcular:

(tanz)" = (

Essa tultima expressao pode ser escrita de dois jeitos:

senx)’ _ (senz) cosx —senx(cosx)  cos’x + sen’x

COS T cos? x cos? x

1 +tan®zx,

ou

(tanz) = {

cos? x
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Exercicio 6.18. Use as regras de derivacao para calcular as derivadas das sequintes
funcoes. Quando for possivel, simplifique a expressdo obtida.

1. —bz 8 HtL 15, =
2. a3 —aT 9. (x+1)° 16. (xii)f

2
3 1+z+2 42 10. (3+ 1) 17—

1
4 1 11. V1 =22 18. \/1+x

5. rsenzx 12. sen®z — cos” x 19. =2
6. (x* 4+ 1)senz cos 18 —— 20. cosv/1+ a2
7, e 14. cos(ZIxfl) 21. sen(senx)

Exercicio 6.19. Calcule a derivada da funcao dada.

1. 2¢7° 4. e“senzx 7. In(1 + e**) 10. In(cos )
2. In(1+ z) 5. e%ne 8. zlnz
3. In(e) 6. e 9. ex 11. In(tfeose)

Exercicio 6.20. Verifique que as derivadas das fungoes trigonométricas hiperbolicas sao
dadas por

1 — tanh®z,
1
cosh? z °

ou

(senhz)" = coshz, (coshz) =senhz, (tanhz) = {

As vezes, um limite pode ser calculado uma vez que interpretado como uma derivada.

Exemplo 6.10. Considere o limite lim,_,; :‘%, que é indeterminado da forma %. Como

1
% = %, vemos que o limite pode ser interpretado como a derivada da funcao

f(x) =Inz no ponto a = 1:

Inz—1Inl — f(1
T S VA ) B A TN
x—1 rx—1 z—1 x—1
Ora, como f'(z) = 1, temos f/(1) = 1. Isto é&: lim,_,; 222 = 1. o

Exercicio 6.21. Calcule os sequintes limites, interpretando-os como derivadas.

. 29991 . sen(z?)—sen(r? . |
1. limg 3. hmx_m% 5. limy_0
2. lim,_,, coetl 4. lim,_, ezl

Tr—T
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Exercicio 6.22. Considere as fungoes

f(x)‘:{xseni sex #0, g(x)._{ﬁseni sex #0,

0 sex =0, 0 sex=0.

Mostre que g € derivdvel (logo, continua) em todo x € R. Mostre que f é continua em
todo x € R e derivdvel em todo x € R\ {0}, mas ndo é derivdivel em x = 0.

6.4.1 Derivar as poténcias =“; exponenciagao

Definir uma poténcia 2P para p € Z é imediato. Por exemplo, 2%:=x - x - z. Mas como
definir z* para uma poténcia nio-inteira, por exemplo zV2 = g1414-7
Um jeito de fazer é de se lembrar que qualquer x > 0 pode ser exponenciado: x = e™?.

Como (e*)® = e*In® & natural definir

Q. __

r¥=enT (6.12)

Observe que com essa definicdo, as regras habituais sao satisfeitas. Por exemplo, para
qualquer o, f € R,
alnxeﬂlnz alnz+BInz

%P = e =e — elatflnz _ ot

Mas a definicao dada acima permite também derivar ¢, usando simplesmente a regra da

cadeia:
o

(fL‘a)/ — (ealnx)/ — (alnx)lealnx — Exa — Oé:L‘a_l.

Assim foi provado que a férmula (zF)’ = pazP~!, inicialmente provada para p € Z, vale
também para expoentes nao-inteiros.

O que foi usado acima é que se g é derivavel, entao pela regra da cadeia,
(e9®)) = 9@ g/ (1) . (6.13)

Exemplo 6.11. Considere uma exponencial numa base qualquer, a*, a > 0. Exponenci-
ando a base a = €%, temos a® = e*"*. Logo,

‘ (ax)/ — (eaclna>/ — ($lna)'e””ln“ — (lna)ax.

(6.14)

<

Essa expressdo permite calcular as derivadas das funcdes da forma f(x)®). De fato,
se f(x), sempre podemos escrever f(z) = /@) transformando f(z)I®) = es@mnf@)
Por exemplo,

Exemplo 6.12. Considere 2%, com x > 0. Escrevendo o z (de baixo) como z = ™2,
temos 2% = (e%)* = e*In% Jogo

(l,:c)/ — (6xlnx)/ — (xlnx)'ewlnx _ (lnx + 1)‘,1390‘

Exercicio 6.23. Derive as sequintes fungoes (supondo sempre que x > 0).

x

1. zv® 2. (senz)” Fo G 4. x*
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6.4.2 Derivadas logaritmicas

Vimos que derivar uma soma € mais simples do que derivar um produto: a derivada da
soma se calcula termo a termo, enquanto para derivar o produto, é necessario usar a
regra de Leibniz repetitivamente. Ora, lembramos que o logaritmo transforma produtos
em soma, e que esse fato pode ser usado para simplificar as contas que aparecem para
derivar um produto.

Considere uma funcao f definida como o produto de n fungoes, que suporemos todas
positivas e derivaveis:

F(@) = ha(@)ho(2) .. hu(z) = [] hela).
k=1
Para calcular f’(z), calculemos primeiro
Inf(z) =Inhi(z)+Inhy(z)+ - +1nh,(x) = i In hy(x),
k=1

e derivamos ambos lados com respeito a x. Do lado esquerdo, usando a regra da cadeia,

(In f(z)) = ’}/((5)). Derivando termo a termo do lado direito, obtemos
f'(x) _ :
o) (Inhy(x) +Inho(x) + -+ 1Inh,(x))
= (Inhy(x)) + (Inhy(z)) + - + (In hy,(z))’
_ () | hy() hin ()
T @ @ T T @)

Logo, obtemos uma férmula

h(z)  hy() h;($)>

f'(ﬂi):f(x)<hl(x) hao(z) " hg()

Exercicio 6.24. Derive, usando o método sugerido acima:

(z+1)(z+2)(z+3) zsen® k
1. ) (o55) (o +6) 2 Titecos 3. ITp= (1 + 2%)

6.4.3 Derivar uma funcao inversa

T

Sabemos que (senx) = cosz e (a*) = (Ina)a®, mas como derivar as suas respectivas

fungoes inversas, isto é, (arcsenz)’ e (log, x)'?

Vimos que o inverso de uma func¢ao f, quando é bem definido, satisfaz as relagoes:

Vo, (f(f(2)==2.

Logo, derivando em ambos lados com respeito a x, e usando a regra da cadeia do lado
esquerdo,

@) () (@) =1
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Logo,

1
Y (@)= —.
= 5w
Exemplo 6.13. Calculemos a derivada do arcsenz, que é por definicio a inversa da
fungao f(z) = senz, e bem definida para x € [—1,1]. Como f'(z) = cosz, a férmula
acima da

;L 1 B 1
~ f'(f~Y(x))  cos(arcsenz)

Usando a identidade provada no Exemplo [2.26f cos(arcsen z) = /1 — 22, obtemos

(arcsen z)

1
V1—a2’

Observe que, como pode ser visto no grafico da Secao [2.4.3] as retas tangentes ao grafico
de arcsen z sdo verticais nos pontos x = %1, o que se traduz pelo fato de (arcsen x)’ nao
existir nesses pontos. o

(arcsenz) =

(6.15)

Exercicio 6.25. Mostre que

1 —1 1
(loga ,T)/ = (ln a)x 5 (arCOS I'>/ = ﬁ 5 (arctan ,T)/ = m 0 (616)
Exercicio 6.26. Calcule as derivadas das funcoes abaizo.
1. log,(1 — z?%) 4. arcsen(cosw), 0 <z < §
2. arcsen(1 — z?)
8. arctan(tanz), -5 <z < § 5. cos(arcsenx), —1 <z <1
Exercicio 6.27. Seja f(z) = arcos(}jrﬁz). Mostre que a reta de equagdo y = —%(ZE +

1 s

%) + % € tangente ao grdfico de f em algum ponto P.

6.5 O Teorema de Rolle

A seguinte afirmacao geométrica é intuitiva: se A e B sao dois pontos de mesma altura
(isto é: com a mesma segunda coordenada) no grafico de uma fungao diferenciavel f,
entao existe pelo menos um ponto C' no grafico de f, entre A e B, tal que a reta tangente
ao grafico em C seja horizontal. Em outras palavras:

Teorema 6.2. Seja f uma fungao continua em [a, b] e derivavel em (a,b). Se f(a) = f(b),
entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f'e)=0.
Exemplo 6.14. Considere f(z) =senx, e a =0, b = . Entdao f(a) = f(b). Nesse caso,

o ponto ¢ cuja existéncia ¢ garantida pelo teorema ¢ ¢ = 7:
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A] \B

™

3
De fato, f'(x) = cosz, logo f'(5) = 0. o

Exercicio 6.28. Em cada um dos casos a sequir, mostre que a afirmacao do Teorema de
Rolle € verificada, achando explicitamente o ponto c.

1. f(x)=2*+2,a=-2,b=1. 3. fle)=a*+z,a=-1,0=0.

2. f(!L‘):COS:L‘,a:_%T)b:%r

Como consequéncia do Teorema de Rolle,

Corolario 6.1. Seja f uma fungio continua em [a,b], derivdvel em (a,b). Entao existe
c € (a,b) tal que

f(b) = f(a
=16 _ gy
Demonstragio. Defina f(x):=f(z) — %(w —a). Entéao f é diferencidvel, e como
f(a) = f(b) = f(a), pelo Teorema de Rolle existe um ¢ € [a,b] tal que f'(c) = 0. Mas
como f'(x) = f'(x) — 7f(bl)):£(“), temos f’(c) — 710(2:2(“) =0. O

Geometricamente, o Corolario representa um 7e-
orema do wvalor intermedidrio para a derivada: se
A:=(a, f(a)), B:=(b, f(b)), o corolario afirma que existe um
ponto C' no grifico de f, entre A e B, em que a inclina-
¢ao da reta tangente em C (f'(c)) € igual a inclinagao do
segmento AB (W) a ¢ b

Exemplo 6.15. Considere por exemplo f(z) = 2 no in-
tervalo [0, 2].

A construcao geométrica de C' é clara: tragamos a reta paralela a AB, tangente a parabola.
Neste caso a posicao do ponto C' = gc, f(c)) pode ser calculada explicitamente: como

_ - _ 2202 _ — 9 ieto b o —
f'(x) = 2x, e como c satisfaz f'(c) = 5= = 2, temos 2c = 2, isto é: ¢ = 1. o

Exercicio 6.29. Considere f(z) = senx, com a = —75, b= 5. Ache graficamente o ponto
C e em sequida, calcule-o usando uma calculadora.
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Exercicio 6.30. Considere a fungdo f definida por f(x) = § sex <2, f(z) =2 —1 se
x>2eA=(0£(0), B=(3,f(3)). Existe um ponto C no grdifico de f, entre A e B,

tal que a reta tangente ao grifico em C' seja paralela ao segmento AB? Explique.

Exercicio 6.31. Mostre que para todo par de pontos x1,xa, vale a sequinte desigualdade:
|senzy —senzy| < |xg — x4 . (6.17)

Use esse fato para mostrar que senx € uma funcao continua. Faca a mesma coisa com
coS .

6.6 Derivada e Variacao

Voltemos agora ao significado geométrico da derivada, e do seu uso no estudo de funcgoes.
Sabemos que para um ponto x do dominio de uma fungao f, a derivada f’(x) (se existir)
dé o valor da inclinagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (z, f(z)).

A observacao importante para ser feita aqui é que os valores de f’ fornecem uma
informagao importante sobre a variacao de f, isto é, sobre os intervalos em que ela cresce
ou decresce (veja Secao [2.2.3)).

Exemplo 6.16. Considere f(z) = 2%

Vemos que f decresce no intervalo (—oo, 0], e cresce no intervalo [0, +00). Esses fatos se
refletem nos valores da inclinacao da reta tangente: de fato, quando a funcdo decresce,
a inclinagio da sua reta tangente € negativa, f'(xr) < 0, e quando a funcdo cresce, a
inclinagdo da sua reta tangente é positiva, f'(x) > 0:

Como f'(x) = 2x, montemos uma tabela de variagio, relacionando o sinal de f’(z) com a
variacao de f:

z 0
['(z) - 0 +

Variag.
de f \ /

em que “\,” significa que f decresce e “ " que ela cresce no intervalo. Vemos também
que em x = 0, como a derivada muda de negativa para positiva, a funcao atinge o seu
valor minimo, e nesse ponto f’(0) = 0. o
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No exemplo anterior, comegamos com uma fungdo conhecida (x?), e observamos que
a sua variacao é diretamente ligada ao sinal da sua derivada. Nesse capitulo faremos o
contrario: a partir de uma funcao dada f, estudaremos o sinal da sua derivada, deduzindo
a variacao de f de maneira analitica. Junto com outras propriedades basicas de f, como o
seu sinal e as suas assintotas, isto permitira esbocar o grafico de f com bastante precisao.

Vejamos agora, de maneira precisa, como a variagao de uma func¢ao diferenciavel pode
ser obtida estudando o sinal da sua derivada:

Proposicao 6.1. Seja f uma funcao derivivel em I.
o Se f'(z

e Se f'(z
(

(

0 para todo z € I, entdo f € crescente em I.
0 para todo z € I, entdo f é estritamente crescente em 1.

>
< 0 para todo z € I, entao f € decrescente em I.

) =
)
« Se f'(z)
)

o Se f'(z) <0 para todo z € I, entdo f € estritamente decrescente em I.

Demonstra¢io. Provaremos somente a primeira afirmacao (as outras se provam da mesma
maneira). Suponha que f’(z) > 0 para todo z € I. Sejam x, 2z’ dois pontos quaisquer em
I, tais que z < ’. Pelo Coroldrio [6.1] existe ¢ € [z, '] tal que

f@) = fl@)
2 e,
Como f'(c) > 0 por hipédtese, temos f(z') — f(x) = f'(c)(z' —x) > 0, isto é, f(z') > f(x).
Isso implica que f é crescente em 1. O
Exemplo 6.17. Estudemos a variacdo de f(z) = %3 — x, usando a proposi¢ao acima.

A derivada de f ¢ dada por f'(x) = x? — 1, seu sinal é ficil de se estudar, e permite
determinar a variacao de f:

T —1 +1
f’(x) + 0 - 0 +
nglic@- o~

Isto é: f cresce em (—oo, —1] até o ponto de coordenadas (—1, f(—1)) = (=1, %), depois
decresce em [—1, +1] até o ponto de coordenadas (1, f(1)) = (1, —2), e depois cresce de
novo em [+1, 00):

N

>3

Observe que em geral, o estudo da derivada nao da informagoes sobre os zeros da funcao.
xd

No entanto, neste caso, os zeros de f podem ser calculados: % —x = :c(— — 1) =0. Isto

é: S ={- \/_,O, v/3}. Logo, o sinal de f (que ndo tem nada a ver com o sinal de f)
obtém-se facilmente:
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x -3 0 +v3
f(zx) - + 0 - 0 +

&

Exemplo 6.18. Considere as poténcias f(z) = 2P, com p € Z (lembre os esbogos da
Secao . Temos que (zP) = px?~! se p > 0, (x—lq)’ = —qr T lsep=—q<0.

e Sep>0épar, entdo p — 1 é impar, e (2P)’ <0 se z <0, (2?) > 0 se x > 0. Logo,
zP ¢ decrescente em (—o0, 0], crescente em [0, 00). (Por exemplo: x2.)

e Se p > 0 ¢é impar, entdo p — 1 é par, e (zP)’ > 0 para todo x. Logo, =P é crescente
em todo R. (Por exemplo: z3.)

e Sep=—q<0épar, entdo —g — 1 é impar, e (%) > 0se x < 0, (z—lq)’<Osea:>O.

xd
Logo, I—lq é crescente em (—o0,0), e decrescente em (0,00). (Por exemplo: w%)

x4

decrescente em (—o0, 0), e decrescente também em (0, 00). (Por exemplo: 1 ou -5.)

¢ Sep=—q <0 éimpar, entdo —q — 1 é par, e (=)' < 0 para todo = # 0. Logo, qu é

<

Exemplo 6.19. Considere a fun¢ao exponencial na base a > 0, a* (lembre os esbogos da
Se¢ao [3.1). Como (a”)" = (Ina)a”, temos que

e sea>1,entdo Ina >0, e (a®) > 0 para todo x. Logo, a® é sempre crescente.

e se0<a<l,entdolna <0, e (a”) < 0 para todo z. Logo, a® é sempre decrescente.

1

zlna’

Por outro lado, a fungao logaritmo na base a > 0, log, x, é tal que (log, =)’ =
e Se a > 1, entdo log, x é crescente em (0, 00), e

« se 0 <a <1, entdo log, z é decrescente em (0, c0).

Exercicio 6.32. Estude a variagdo de f, usando a sua derivada, quando for possivel. Em
sequida, junto com outras informagoes (p.ex. zeros, sinal de f), monte o grifico de f.

L fl@)=%-% 5. f(a) =senz 9. f(@) =%
2. f(z) =205—3a*—12041 6. f(z) = VaZ—1

3. f(a) =z +1] 7. fx) = =5 10. f(@) = In(a?)
4. f(@) = [lz| = 1] 8. flz) = {5; 11. f(x) = tanzx
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6.7 Velocidade, aceleracao, taxa de variacao

Sabemos que o sinal da derivada (quando ela existe) permite caracterizar o crescimento
de uma funcao. Mais especificamente, a derivada deve ser entendida como taza de varia-
¢do. O exemplo mais importante do significado da derivada como taxa de variagdo é em
mecanica, estudando o movimento de uma particula.

Considere uma particula que evolui na reta, durante um intervalo de tempo [t1,ts].
Suponha que a sua posi¢do no tempo t; seja x(t;), que no tempo t, a sua posicio seja
x(t2), e que para t € [t1, 1], a posigao seja dada por uma funcao z(t).

o—

) =(t) (1)

A funcdo t — x(t), para t > 0, representa a trajetéria da particula.

x(t) ) (ty)
" /

tl (2

t

Uma informacao ttil pode ser extraida da trajetéria, olhando somente para o deslo-
camento entre o ponto inicial e o ponto final: definimos a velocidade média ao longo
de [tl, tQ],
x(t2) — x(t1)

to—t1
A interpretacio de T é a seguinte: se uma segunda particula sair de z(t;) no tempo ¢y,
se movendo a velocidade constante T, entao ela chegard em x(t;) no tempo t,, junto com
a primeira particula. A trajetéria dessa segunda particula de velocidade constante T é
representada pela linha pontilhada do desenho acima.

v =

Mas a primeira particula nao anda necessariamente com uma velocidade constante.
Podemos entao perguntar: como calcular a sua velocidade instantanea num determinado
instante t; < t < t37 Para isso, é necessario olhar as posi¢des em dois instantes proximos.
Se a particula se encontra na posi¢do z(t) no tempo t, entdo logo depois, no instante
t + At > t, ela se encontrard na posicao z(t + At). Logo, a sua velocidade média no
intervalo [t,t + At] é dada por %ﬁf‘r(t). Calcular a velocidade instantanea significa
calcular a velocidade média em intervalos de tempo [t, ¢ + At] infinitesimais:

z(t + At) — x(t)

e

isto é, a derivada de z(t) com respeito a t.

Vemos assim como a derivada aparece no estudo da cinematica: se x(t) (em metros)
é a posicao da particula no tempo ¢ (em segundos), entdo a sua velocidade instanténea
neste instante é v(t) = 2'(t) metros/segundo.
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Observacao 6.6. Existe uma relagdo interessante entre velocidade instantanea e média.
Como consequéncia do Teorema de Rolle (e o seu Corolério [6.1]), se z(¢) for continua e
derivéavel num intervalo [tq, 5], entdo deve existir um instante t, € (1, ts) tal que

__a(e) —xlt)
U—W—x(t*)—v(t*).

Isso implica que ao longo da sua trajetoria entre t; e t9, existe pelo menos um instante
t1 < t, <ty em que a velocidade instantanea ¢é igual a velocidade média. °

Exemplo 6.20. Considere uma particula cuja trajetoria é dada por
ZE(t) = U()t + Zo, t Z 0 (618)

em que o e vy sao constantes. Como x(0) = zy, T é a posi¢ao inicial da particula. A
velocidade instantanea é dada por
/
Z'(t) = v,

o que significa que a particula se move com uma velocidade constante vy ao longo da sua
trajetoria. Diz-se que aparticula segue um movimento retilineo uniforme.

x(t)

Zo e

Observe que nesse caso, a velocidade média ao longo de um intervalo € igual a velocidade
instantanea: 7 = vy. o

E natural considerar também a taza de variacdo instantanea de velocidade, chamada
aceleracgao:

Por a(t) ser a derivada da derivada de z(t), é a derivada segunda de x com respeito a
t, denotada: a(t) = z”(t).

No exemplo anterior, em que uma particula se movia com velocidade constante vy, a
aceleragao ¢é igual a zero:

2" (t) = (vot + x9)" = (v9) = 0.
Exemplo 6.21. Uma particula que sai da origem no tempo t = 0 com uma velocidade

inicial vy > 0 e evolui sob o efeito de uma forca constante —F < 0 (tende a freiar a
particula) tem uma trajetéria dada por

F
x(t):—%tQ—l—vot—l—xo, t>0,
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onde m é a massa da particula. Entao a velocidade nao é mais constante, e decresce com
t:

o(t) = 2/(1) —f;t +p.

Exercicio 6.33. Considere uma particula cuja trajetoria é dada por:
x(t)

dy

ta s / ;
tl tg t3 \—/ t6
dy

Descreva qualitativamente a evolugdo da particula em cada um dos intervalos [0,t1], [t2, t3],
etc., em termos de velocidade instantanea e aceleragdo.

Exercicio 6.34. Considere uma particula se movendo ao longo da trajetoria x(t) = %—t
(medida em metros), t > 0. Calcule a velocidade instantinea nos instantes to = 0, t; = 1,
te = 2, t3 = 10. O que acontece com a velocidade instantinea v(t) quando t — oo?
Descreva o que seria visto por um observador imovel posicionado em x = 0, olhando para
a particula, em particular nos instantes ty, ..., ts. Calcule a aceleracao a(t).

Exercicio 6.35. O movimento oscilatorio genérico é descrito por uma trajetoria do tipo
z(t) = Asen(wt),

em que A é a amplitude mdzima e w uma velocidade angular. Estude x(t), v(t) e a(t).
Em particular, estude os instantes em que v(t) e a(t) sao nulos ou atingem os seus valores
extremos, e onde que a particula se encontra nesses instantes.

Na préatica, a derivada deve sempre ser interpretada como taxa de variagao. Considere
alguma quantidade N(t), por exemplo o nimero de individuos numa populacdo, que
depende de um parametro ¢ > 0 que interpretaremos aqui como o tempo. A taza de
variagao instantinea de N(t) é definida medindo de quanto que N(t) cresce entre dois
instantes consecutivos, arbitrariamente préximos:

N(t+ At) — N(t
Taxa de variacao de N no instante ¢ = lim (t+A0) ®) =N'(t).
At—0 At
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Exercicio 6.36. Calcula-se que, daqui a t meses, a populagio de uma certa comunidade
serd de P(t) = t* + 20t + 8000 habitantes.

1. Qual € a taza de variacio da populacao da comunidade hoje?
2. Qual serd a tara de variacao da populagdo desta comunidade daqui a 15 meses ¢

3. Qual serd a variacao real da populagio durante o 16° més?

6.7.1 Taxas relacionadas

Em vérios problemas, uma quantidade X depende de uma quantidade Y: X = f(Y). Ora,
se Y por sua vez depende de um parametro por exemplo o tempo ¢, entao X depende de
t também: X(t) = f(Y(¢)). A taxa de variagdo de X com respeito a ¢ pode ser obtida
usando a regra da cadeia:

X'(t) = f'(Y(@)Y'(1).

Essa expressao mostra como as taxas de variagdo de X (t) e Y(t), isto é X'(t) e Y')(¢),
sao relacionadas.

Exemplo 6.22. Considere um quadrado de comprimento linear L, medido em metros.
Outras quantidades associadas ao quadrado podem ser expressas em funcao de L. Por
exemplo, o comprimento da sua diagonal, o seu perimetro (ambos em metros), e a sua
area (em metros quadrados):

D=V2L, P=4L, A=17.

Suponha agora que L depende do tempo: L = L(t) (¢t é medido em segundos). Entao D,
P e A também dependem do tempo

D(t) = V2L(t), P(t)=4L(t), A(t) = L(t)?,

e como a taxa de variagdo de L(t) é L'(t) metros/segundo, as taxas de variacao de D, P
e A sao obtidas derivando com respeito a ¢:

D'(t) =V2L'(t), P'(t)=4L'(t), A(t)=2L{t)L'(t).

(Para A’(t) usamos a regra da cadeia.) Suponhamos, por exemplo, que o quadrado se
expande de modo tal que o seu lado cres¢a a razao constante de 6 m/s, isto é: L'(t) = 6.
Logo,

D'(t)=6v2, P'(t)=24, A(t)=12L(t).

Isto ¢é, a diagonal e o perimetro crescem com uma taxa constante, mas a taxa de variacao
da &rea depende do tamanho do quadrado: quanto maior o quadrado, maior a taxa A'(t).
Por exemplo, no instante ¢; em que L(t;) = 1, A’(t;) = 12 m?/s, e no instante t, em que
L(ty) = 10, A'(t3) = 120 m?/s. o

Exercicio 6.37. Os lados de um cubo crescem a uma taxa de 0.5 metros por sequndo.
Determine a taxa de varia¢io do volume do cubo no instante em que os lados medem 1)
10 metro 2) 20 metros.
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Exercicio 6.38. (Segunda prova, 27 de maio de 2011) Um balao esférico se enche de ar
a uma taza de 2 metros ciubicos por sequndo. Calcule a taxa com a qual o raio do baldo
cresce no instante em que o seu volume atingiu 4{ metros cubicos.

Exercicio 6.39. Uma vassoura de 2 metros estd apoiada numa parede. Seja I seu ponto
de contato com o chdo, S seu ponto de contato com a parede. A wvassoura comeca a
escorregar, I se afastando da parede a uma velocidade de 0.8 m/s. 1) Com qual velocidade
S se aproxrima do chdo no instante em que I estd a 1m da parede? 2) O que acontece
com a velocidade de S quando a distancia de I a parede se aproxima de 27

Exercicio 6.40. Um laser em rotag¢io (0.5 rad/s.) estd a 10 metros de uma parede reta.
Seja P a posi¢io da marca do laser na parede, A o ponto da parede mais perto do laser.
Calcule a velocidade do ponto P no instante em que P estd 1) em A 2) a 10 metros de
A, 8) a 100 metros de A.

Exercicio 6.41. Um balao cheio de hidrogénio é soltado, e sobe verticalmente a uma
velocidade de 5m/s. Um observador estd a 50m do ponto de onde o baldo foi largado.
calcule a taza de variagdo do angulo sob o qual o observador vé o balao subir, no instante
em que este se encontra a 1) 30 metros de altura, 2) 1000 metros de altura.

Exercicio 6.42. A pressio P de um gas ideal de temperatura fiza T contido num con-
tainer de volume V satisfaz a equagio PV = nkT, em que n e k sao constantes (que
dependem do gds). Suponha que, mantendo T fizo, o gds tenha um volume inicial de Vi,
e que ele comece a diminuir com uma taza de 0.01 m?®/s. Calcule a taza de variagio da
pressao no instante em que o volume vale Vy < V.

6.8 Linearizacao

A derivada fornece um jeito eficiente de aproximar fungoes. De fato, ao olhar localmente
o grafico de uma fungao f derivavel em torno de um ponto P = (a, f(a)), vemos que este
¢ quase indistinguivel da sua reta tangente:

-

a

Tornemos essa observagao mais quantitativa. A reta tangente tem inclinacao dada
pela derivada de f em a:
x)— f(a
et T = @)

r—a T — Qa
A existéncia do limite acima significa que quando z fica suficientemente perto de a, entao
0 quociente W pode ser aproximado pelo nimero f’(a), o que pode ser escrito

informalmente
f(z) = f(a)

T —a

~ f'(a).
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Rerranjando obtemos
f(@) = f(a) + f'(a)(x —a) . (6.19)

reta tangente em P

Em func¢do da variavel z, o lado direito dessa expressao representa a reta tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)). Assim, d& uma aproximagao de f(x) para x numa
vizinhanca de a; a reta y = f(a) + f'(a)(x — a) é chamada linearizagao de f em torno
a.

Exemplo 6.23. J4 vimos que a linearizagao de f(z) = x? em torno de z = —1 ¢ dada
por f(x) ~ —2z — 1. o
Exemplo 6.24. Para seno e cosseno, temos (lembre do Exercicio [6.14)):

e Em torno de a = 0: senx ~ x, cosx ~ 1.

e Emtornode a = 7: senz ~ 1, cosz ~ —(v —

).

e Em torno de a = 7: senz ~ —(z —7), cosz ~ —1.

I

Exercicio 6.43. Cualcule a linearizacao de f em torno de a.

1. f(x)=¢€", a=0,—1. 4. f(x)=e"7,a=0.
2. f(x) =In(l+z), a=0. 5. f(x) =senz, a=0,3,7.
8. flz) =%, a=0. 6. flx) =14z, a=0.

Linearizacao é usada em muitas situacoes praticas, com o intuito de simplificar a
complexidade de uma funcao perto de um ponto. Ela pode também ser usada como um
simples método de calculo, como no seguinte exemplo.

Exemplo 6.25. Como calcular v/9.12, sem calculadora? Observe que v/9 = 3, entéo
o nimero procurado deve ser perto de 3. Se f(x) = /z, temos f(9) = 3, e queremos
£(9.12). Como 9.12 é préximo de 9, facamos uma linearizagdo de f em o de 9: como
f(x) = ﬁ, temos para x ~ 9:

f@) = f9)+ f(9)(x—9) =3+5x—9).

Logo, f(9.12) ~ 3.02. Esse niimero é uma aproximacao boa do verdadeiro valor, que pode
ser obtido com uma calculadora: 1/9.12 = 3.019933... o

Exercicio 6.44. Dé um valor aprozimado de +/3.99, In(1.0123), +/101.

Observacao 6.7. Em Calculo II serdao estudadas aproximagodes de uma func¢ao f em torno
de um ponto a, que vao além da aproximacao linear. Por exemplo, uma aproximacao de
f de ordem dois ¢ da forma:

f@) = f(a) + f'(a)(x — a) + 3"(a)(z — a)?,

onde f"(a) é a sequnda derivada de f em a. o
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6.9 Derivacao implicita

A maioria das fungoes encontradas até agora eram dadas ezplicitamente, o que significa
que os seus valores f(z) eram calculaveis facilmente. Por exemplo, se

f(z)=2" -2,

entdo f(z) pode ser calculado para qualquer valor de z: f(0) = 02°—0=10, f(2) =22—-2 =
2, etc. Além disso, f(z) pode ser derivada aplicando simplesmente as regras de derivacao:

fl(x)=(2* —2) = (2*) — (2) =22 — 1.

Mas as vezes, uma fun¢do pode ser definida de maneira implicita. Vejamos exemplos.

Exemplo 6.26. Fixe um x e considere o nimero y solucao da seguinte equagao:
=y +1. (6.20)

Por exemplo, se x = 1, entdao y = 0. Se x = 9 entdo y = 2. A cada x escolhido corresponde
um tnico y que satisfaga a relagdo acima. Os pares (x,y) definem uma curva « no plano.
Essa curva é definida pela relagao ((6.20)).

Quando z varia, o y correspondente varia também, logo y é fungao de z: y = f(x).
Na verdade, f pode ser obtida isolando y em :

y=+vz—1, (6.21)

o que significa que f(z) = /o — 1. A relagao (6.21) da a relagdo ezplicita entre z e y,
enquanto em ([6.20) a relacao era s6 implicita. Com a relagdo explicita em mao, pode-se
estudar mais propriedades da curva v, usando por exemplo a derivada de f. o

Exemplo 6.27. Considere agora a seguinte relacao implicita
seny =y +x. (6.22)

Nao o faremos aqui, mas pode ser provado que a cada x € R corresponde um tnico
y = f(x) que resolve a ultima equagdo. Ora, apesar disso permitir definir a fungao f
implicitamente, os seus wvalores sao dificeis de se calcular explicitamente. Por exemplo,
é facil ver que f(0) = 0, f(£m) = Fm, etc., mas outros valores, como f(1) ou f(7) nao
podem ser escritos de maneira elementar. A dificuldade de conhecer os valores exatos de
f(z) é devida ao problema de isolar y em (6.22)). o

Se os valores de uma funcao ja sao complicados de se calcular, parece mais dificil ainda
estudar a sua derivada. No entanto, veremos agora que em certos casos, informagoes tteis
podem ser extraidas sobre a derivada de uma funcao, mesmo esta sendo definida de
maneira implicita.

Exemplo 6.28. Considere o circulo v de raio 5 centrado na origem. Suponha, como no
Exercicio [6.5] que se queira calcular a inclinagdo da reta tangente a v no ponto P =
(3, —4). Na sua forma implicita, a equacao de 7 é dada por

22+ 9% =25.

Para calcular a inclinagdo da reta tangente, é preciso ter uma funcao que represente o
circulo na vizinhanca de P, e em seguida calcular a sua derivada neste ponto. Neste caso,
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ao invés de ([6.22)), é possivel isolar y na equagao do circulo. Lembrando que P = (3, —4)
pertence a metade inferior do circulo, obtemos y = f(z) = —v/25 — 2. Logo, como a
funcao é dada explicitamente, ela pode ser derivada, e a inclinacao procurada é dada por

, x
13 = V25 — x2l2=3

Essa inclinacao foi obtida ezplicitamente, pois foi calculada a partir de uma expressao
explicita para f.

Vamos apresentar agora um jeito de fazer que ndo passa pela determinacao precisa
da fungao f. De fato, suponha que a funcao que descreve o circulo na vizinhanca de P
seja bem definida: y = y(x) (ou y = f(z)). J& que o gréifico de f passa por P, temos
y(3) = —4. Mas também, como a funcdo y(z) representa o circulo numa vizinhanga de 3,
ela satisfaz

3
1

2? +y(x)? =25,

(Estamos assumindo que a ultima expressao define y(z), mas nao a calculamos explici-
amente.) Derivamos ambos lados dessa expressao com respeito a x: como (z?) = 2z,
(y(2)?) = 2y(x)y'(z) (regra da cadeia) e (25)" = 0, obtemos

2z + 2y(x)y' () = 0. (6.23)
Isolando ¢/(z) obtemos
y'(z) = @ (6.24)

Assim, nao conhecemos y(z) explicitamente, somente implicitamente, mas ji temos uma
informacgao a respeito da sua derivada. Como o nosso objetivo é calcular a inclinagao da
reta tangente em P, precisamos calcular ¢'(3). Como y(3) = —4, a férmula ([6.24]) da:

x 3 3
13 = —— = —— = — .

&

Em ([6.23]) derivamos implicitamente com respeito a x. Isto é, calculamos formalmente
a derivada de y(z) supondo que ela existe. Vejamos um outro exemplo.

Exemplo 6.29. Considere a curva 7 do plano definida pelo conjunto dos pontos (z,y)
que satisfazem a condicao
2yt =4, (6.25)

Observe que o ponto P = (1, v/3) pertence a essa curva. Qual é a equacdo da reta tangente

a curva em P?
~
\ ,
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Supondo que a curva pode ser descrita por uma fun¢ao y(z) na vizinanca de P e
derivando (6.25) com respeito a x,

x

322+ 3% =0, istoé:, 3y = vl
Logo, a inclinagao da reta tangente em P vale — (53});;2 = —%, e a sua equagao ¢ y =
— 550 + V3 + 5 o

Lembre que quando calculamos (f~')(z), na Secdo [6.4.3 derivamos ambos lados da
expressao f(f~'(z)) = z, que contém implicitamente a fungao f~'(x). Nesta segdo vol-
taremos a usar esse meétodo.

Exercicio 6.45. Calcule y' quando y é definido implicitamente pela equagdo dada.

1. y =sen(3x + y) 4-%:33"‘2
2. y = x%y® + 2392 5. xsenx +ycosy =0
3. x =22+ 2 6. xcosy = sen(z +y)

Exercicio 6.46. Calcule a equagdo da reta tangente a curva no ponto dado.

1. 22+ (y—2)*=9, P=(1,3). 3. Jrycos(mry) +1=0, P=(1,1).
2.y +yt=4+2z, P=(-1,1).

6.10 Convexidade, concavidade

Vimos na Secao que a segunda derivada de uma funcdo aparece naturalmente ao
estudar a aceleracao (taxa de varia¢do instantéanea da velocidade) de uma particula. Nesta
secao veremos qual é a interpretacio geométrica da segunda derivada. Comecemos com
uma definicao.

Definicao 6.2. Seja I C R um intervalo, f : I — R uma funcao.

1. f é convexa em I se para todo x,y € I, x <y,

z+yy _ f@)+ fy)
f( 5 ) < > . (6.26)
2. f € concava em I se —f é convexa em I, isto €, se para todo x,y € I, x <y,
z+yy  fl@)+ f(y)
f( : ) > > . (6.27)

Observagao 6.8. Observe que f é concava se e somente se —f é convexa. °
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Estudar a convexidade [ de uma funcéo f serd entendido como determinar os
intervalos em que f é convexa/concava.

Exemplo 6.30. A funcdo f(z) = z* é convexa em R, isto & (%5%)? < HQL@F De fato,

desenvolvendo o quadrado (%)2 = W, assim a desigualdade pode ser reescrita
0< %, que é equivalente a 0 < %. Mas essa desigualdade é sempre satisfeita,
j4 que (z — y)? > 0 para qualquer par z,y. o

Exercicio 6.47. Usando as definigcoes acima, mostre que
1. g(x) = \/x € concava em R, ,
2. h(x) = % ¢ convexa em R, concava em R_.
Geometricamente, (6.26)) pode ser interpretado da seguinte maneira: f é convexa se

o grafico de f entre dois pontos quaisquer A = (z, f(x)), B = (y, f(y)), fica abaizo do
segmento AB:

Por exemplo,

Figura 6.1: Exemplos de fungdes convexas.

Por outro lado, f é concava se o grafico de f entre dois pontos quaisquer A e B fica
acima do segmento AB. Por exemplo,

.

N

—xInzx

Figura 6.2: Exemplos de fungoes concavas.

2A terminologia a respeito da convexidade pode variar, dependendo dos livros. As vezes, uma funcéo
concava é chamada de “convexa para baixo”, e uma fungdo convera é chamada de “céncava para cima’...
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Fagamos agora uma observacao importante a respeito do comportamento da derivada
em relacao a convexidade. Primeiro, vemos na Figura [6.1] que para qualquer uma das
funcgoes, se x < y sao dois pontos que pertencem a um intervalo em que a derivada existe,
entdo f'(z) < f'(y). Isto é, a derivada de cada uma das fungoes convexas da Figura
¢ crescente. Do mesmo jeito, vemos que a derivada de cada uma das fungoes concavas da
Figura ¢ decrescente. Como a variacao de [’ é determinada a partir do estudo do sinal
da derivada de f’ (quando ela existe), isto é, ('), vemos que a concavidade/convexidade

!/

de f pode ser obtida a partir do estudo do sinal da segunda derivada de f, f":=(f')":

Teorema 6.3. Seja f tal que f'(x) e f"(x) ambas existam em todo ponto x € I (I um
intervalo).

1. Se f"(x) > 0 para todo x € I, entao f é convexa em I.

2. Se f"(x) <0 para todo x € I, entdo f é concava em 1.

Demonstragio. Provemos a primeira afirmacao (pela Observacao , a segunda segue por
uma simples mudanga de sinal). Para mostrar que f é convexa, é preciso mostrar que

f(z) < fa) +7) ; 1) , (6.28)
em que x < y sao dois pontos quaisquer de I, e Z::%ﬂ ¢ o ponto médio entre z e y.
B
A
T z y

Aplicaremos trés vezes o Teorema do valor intermedidrio para a derivada (Corolario [6.1]):
1) Para f no intervalo [z, z]: existe ¢; € [z, z] tal que

f(z) = f@) = fl(e)(z - 2).

2) Para f no intervalo [z, y|: existe ¢y € [z,y] tal que

fy) = f(2) = flle)(y = 2) = [e2) (2 — 2).

Subtraindo as duas expressoes acima, obtemos 2f(z) — (f(x) + f(y)) = —(f'(c2) —
f'(c1))(z — x). 3) Para f’ no intervalo [cy, co: existe o € [cq, ¢o tal que

f(e2) = (1) = f"(a)(ca — 1)

Como f"(a) > 0 por hipétese, temos f'(ca) — f'(c1) > 0, o que implica 2f(z) — (f(z) +
f(y)) <0, e prova (/6.28)). ]
Exemplo 6.31. Considere f(x) = x?. Como f'(z) = (2*) = 2z, e como f"(z) = (2z)" =
2 > 0 para todo x, o Teorema garante que f é convexa em R, como ja tinha sido

provado no Exemplo [6.30]
Por outro lado, se g(z) = 23, entdo ¢"(x) = 6z:
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x 0
g"(x) - 0 +
Conv. —~ 0 -
Logo, (confere no gréfico visto no Capitulo [2) 2% é concava em | — oo, 0], convexa em
[0,00). O ponto & = 0, em que a fungdo passa de concava para convexa, é chamado de
ponto de inflexao. o

Exemplo 6.32. Considere f(z) = Inz para z > 0. Como f'(z) =1, f"(z) = —Z, temos

xr
f"(x) < 0 para todo x. Isto é, Inz é uma fungao concava, como ja foi observado na Figura

(2. o

Exercicio 6.48. Estude a convexidade das fungoes a sequir. Quando for possivel, monte
o grifico.

3] 12
L —w 4. % 7. xe 3 10. e %
2. —x3+5z% — 61 5. xe” 8. |z|—=x B e
3. 324-1023—1222+10z 6. (fjg?z 9. arctanz 12. z+1

xz

6.11 A Regra de Bernoulli-I’Hopital

Vejamos agora como a derivada fornece uma ferramenta util para calcular alguns limites
de formas indeterminados do tipo “%”, “%”, “1°°7 tais como

lim
z—0 3;2

lim ,  lim

’ z—0 3 T—00

er—1—=x . tanx —=zx (x—i—l)“’
x—1) °

Os métodos apresentados até agora nao permitem calcular esses limites. Nesta segao
veremos como derivadas sao uteis para estudar limites da forma lim,_,, %, quando
lim, ,, g(z) = 0, lim,_,, h(x) = 0, ou quando lim,_,, g(z) = +oo, lim, ,, h(z) = +oo.
A idéia principal é que limites indeterminados da forma 8 (ou i%) podem, em geral, ser
estudados via uma razdo de duas derivadas. Os métodos que aproveitam dessa idéia, des-
critos abaixo, costumam ser chamados de Regra de Bernoulli-I’Hopital E] (denotado por

B.-H. abaixo). Comecemos com um exemplo elementar.

Exemplo 6.33. Considere o limite

et —1
lim .
z—0 senzx

Ja que lim,_,pe®* —1=€"—1=0¢elim, ,gsenz = sen 0 = 0, esse limite é indeterminado
da forma %. Mas observe que, dividindo o numerador e o denomindor por z,

e’ —1 er=1 e?—e’
lim = lim - lim —=&
z—=0 senx 0 SenT o7 senz—sen0
T T

3Johann Bernoulli, Basileia (Suica) 1667-1748. Guillaume Francois Antoine, marquis de L’Hopital
(1661 - 1704).
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Dessa forma, aparecem dois quocientes bem comportados quando x — 0. O numerador,
er—e

0 . . N L : _
—=, tende a derivada da fungao e em z = 0, isto ¢, 1. O denominador, w tende
a derivada da fungdo senz em z = 0, isto é: 1, diferente de zero. Logo,

T : e*—e z\/
e —1 . llmm*)(] p _ (e ) ‘x:O
senx—sen(0 —

T

1
= =1.
(senz)|= 1

lim = —
z—0 senx lim,,_,q

A idéia do exemplo anterior pode ser generalizada:

Teorema 6.4 (Regra de Bernoulli-I’'Hopital, Primeira versao). Sejam f, g duas fungées

derivdveis no ponto a, que se anulam em a, f(a) = g(a) =0, e tais que % existe. Entao
/
lig 18 _ (@) (6.29)
wag(x)  g'(a)
Demonstragio. Como antes,
B f@=f@ g
i @) _ o @) = fla) O )
M) PR g() —gle) A =  ga)
]

Exercicio 6.49. Calcule os limites:

log(1
e M li

cost + 1 .1 —cos(a) . senx
5 , lim——-—, lm————% lim— :
s=0 25 — 1] t—r T —1 a—0 sen(a + 5) z—0 12 + 3z

!
O resultado acima pode ser generalizado a situagoes em que ’; ,EZ; nao existe, ou em

que f e g nem sao definidas em a:

Teorema 6.5 (Regra de Bernoulli-I'Hépital, Segunda versao).

1. Limites x — a*: Sejam f, g duas fungées derivdveis em (a,b), com g(x) # 0,
g () # 0 para todo x € (a,b). Suponha que f e g sao tais que lim, ,,+ f(z) = o e

lim, .+ g(z) = £a, com a € {0,00}. Se lim,_,,+ % existir, ou se for £o0o, entdo

lim 1) _ jiy L0 (6.30)

T—at g({l?) T—at g/($) i

(Uma afirmagdo equivalente pode ser formulada para x — b~.)

2. Limites v — oco: Sejam f, g duas fungoes derivaveis em todo x suficientemente
grande, e tais que lim, o, f(z) = +a, lim, o g(x) = +a, com a € {0,00}. Se

lim, % existir ou se for £oo, entao

lim @ = lim M

B o) = ) (6:51)

(Uma afirmagao equivalente pode ser formulada para limites v — —o0.)
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Demonstra¢io. Provemos somente o primeiro item. Fixe z € (a,b). Podemos definir
f(a):=0, g(a):=0, de modo tal que a fungao F'(z):=(f(2) = f(a))g(x) — (9(2) — g(a)) f(x)
seja continua em [a, z| e derivavel em (a, z). Como F(z) = F'(a), o Teorema de Rolle
garante a existéncia de um ¢, € (a,z) tal que F'(c,) = 0, isto é, (f(z) — f(a))d'(c.) —
(9(2) —g(a))f'(c.) = 0, que pode ser escrito

Observe que se z — a™, entao ¢, — a*. Logo, com a mudanca de varidvel y:=c,,

L S @) ) L f W)

zat g(2)  zmat g(2) —gla)  zmat ¢'(c.) T y—at g(y) ]
o que prova a afirmagao. O
Exemplo 6.34. Considere hmx_ﬂ . No Capitulo , calculamos esse limite da seguinte
maneira:
21 —1 1
lim &L g @ DEED 2o,
z—1 ¢ —1 z—1 x—1 z—1

Vejamos agora como esse mesmo limite pode ser calculado também usando a Regra de

Bernoulli-I’'Hopital. Como o limite é da forma lim,_,; %, com f(x) =2*~1leg(x) =2z-1

!
ambas derivaveis em (1, 2), que g e ¢’ nao se anulam nesse intervalo, e como lim,_,;+ ! ,gg =

22
lim,_,q+ 21 2,0 Teoremalmphca lim, 1+ 3; = 2. Do mesmo jeito, lim,_,;- w_ll =
2, 0 que implica lim, ,; % ’1 = 2. o

Observacao 6.9. A Regra de Bernoulli-I’'Hopital (que serd as vezes abreviada "regra de
B.H.") fornece uma ferramenta poderosa para calcular alguns limites, mas é importante
sempre verificar se as hipoteses do teorema sao satisfeitas, e nao querer a usar para calcular
qualquer limite! Também, ela pode as vezes se aplicar mas nao ser de nenhuma utilidade

(ver o Exercicio [6.50)). o
As vezes, é preciso usar a regra de B.H. mais de uma vez para calcular um limite:
1— cos:c

Exemplo 6. 35 Considere o limite lim,_.q , ja encontrado no Exercicio . Como
1 — cosz e 2% ambas tendem a zero e sdo derlvavels na vizinhanca de zero, as hipéteses

do Teorema ([6.5]) sao satisfeitas:

i 1 —cosx . (1 —cosz) . senw

im —— = lim ————— = lim ——.

=0+ 12 a0t (22) z—0+ 2%

Ja sabemos que lim, .o 2% = 1. Mesmo assim, sendo também da forma 8, esse li-

mite pode ser calculado aplicando a regra de B.-H. uma segunda vez: lim,_,o+ 3% =

lim, o+ <% = 1. Logo, lim, o+ ﬂ = % Como a funcao é par, o limite lateral
xr—0" € 1gual ao limite lateral x — 0+ logo lim, _.q “ﬂ = % o

Vejamos agora um exemplo de limite x — oo:

Exemplo 6.36. Considere lim,_,, me (ja calculado na Segao ., usando a férmula do

binémio de Newton). Observe que 1” = % é um quociente de duas fungoes derivaveis
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para todo x > 0, e que lim,_,, f(x) = 00, lim,_,o g(z) = co. Além disso, lim, %

lim, o 1/Tw = 0, o que implica, pelo segundo item do Teorema ,

Inx
lim — =0. (6.32)
T—00
o
Vejamos em seguida um exemplo em que é necessario tomar um limite lateral:
Exemplo 6.37. Considere lim, o+ zInz. Aqui, consideremos f(z) = Inz ¢ g(z) = 1,

ambas derivaveis no intervalo (0,1). Além disso, g(z) # 0 e ¢'(x) # 0 para todo x € (0, 1).

O limite pode ser escrito na forma de um quociente, escrevendo xInx = ln—x Logo,
Inz 1/x
hma:lna::hm——h / =—lim z=0,
z—0+ z—0t /Qf r—0t — 1/33'2 z—0t

onde B.H. foi usada na segunda igualdade.
Um outro jeito de calcular o limite acima ¢é de fazer uma mudanga de varidvel: se
y:=1/z, entdo x — 0T implica y — +o00. Logo,

lim zlnz = lim flnl = — lim 2¢,
z—0t y—oo Y Y y—oo Y
e ja vimos no ultimo exemplo que esse limite vale 0. o

Exercicio 6.50. Calcule os limites abaizo. Se quiser usar a Regra de Bernoulli-I’Hépital,
verifique primeiro que as hipdteses sejam satisfeitas.

1. limg ot 3 10. lim,_g w 19. lim,_ o %
2. lim,p 35722 11. lim,_, B0tsenz) 20, lim,_, 200 ln0=s)
3. lim,_y+ L2242 12. lim, o 2222 21, lim,_o =222
4. lim,_, G2 13. limg_or 22 22. limy oo SRS

5. lim,_yo lrsleﬁ 14. limg, o+ I<1n I)2 23. limg_yo+ m:jQ;i‘;ngm

2 1

5, sy LG 15. lim,_,q, 122 24. limg_ygr =

7, i EEE0E 16. lim, o0 Z 25. lim,_,o €

8. lim,_q¢ Zton 17, Tim, e &2 26. limﬁm(% - 2)
9. li SCINTaT) g Va+1 . arctan(%)—g
Mg 0 =3 18. lim,_, 27. lim, o+ ——222

Vz—1

T

Varios outros tipos de limites, por exemplo indeterminacoes “1°°”, podem ser calcu-
lados usando o Teorema [6.5 Aqui usaremos exponenciagao.
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Exemplo 6.38. Para calcular lim,_,.(-%-)", que é da forma c“1°°”, comecemos expo-

nenciando
T z x
< > = exp (:17 In ) )
T —a r—a

Como z +— €” ¢é continua, lim, . (-%)" = exp(lim;— zIn —*-) (lembre da Segao .
Ora, o limite lim,_,., xIn =% pode ser escrito na forma de um quociente:

r—a

lim z1n = lim —5
r—r00 T — Qa Tr—r00 = 5
x x
A segunda igualdade é justificada pela regra de B.-H. (as fungoes sao derivaveis em todo x
suficientemente grande), a tltima por uma conta ficil de limite, colocando 2% em evidéncia.

Portanto,

. r \* . x
hm< > :exp<hm xln >:e“.
T2\ — @ T—00 xr — Q

o
Exemplo 6.39. Considere lim,_(cosz)"/*" = exp(lim,_,q ln((;(;”)). Como In(cos ) e z?
sao ambas derivaveis na vizinhanca de zero, e como
lim (In(cosx)) lim —tanz i SERE 1 1
=0 (22 250 2 2250 1 cosw 2
temos . 1
lim(cosz)/** =¢72 = —.
o) 7
o
Exercicio 6.51. Calcule:
4 1 , . 1
1. lim, o+ (vV1+2)= 5. limy o0 (e” + xQ)g; 9. limg_,o (5 — arctanz) e
2. i @ - .
- hmy o+ 6. lim, ,(Inz)z G, i
1 1 nx
3. lim, (1 4 sen(2x))= 7. lim, o+ (1 + 2)'
1
L 1
4. lim,_,o(sen x)*"* 8. lim, o (zer — ) 11. lim, o+ %ﬁ

Exercicio 6.52. (Sequnda prova, 27 de maio de 2011) Calcule os limites

Z—00

. (21 9\? N P . V2r +1
lim ( ) , lim x lim

z—9 ¢

T—00 ! z—00 /2 — 1000 ’



Capitulo 7

Extremos e problemas de otimizacao

Neste capitulo resolveremos varios problemas concretos de otimizacao. Basicamente, se
tratara de definir uma funcao associada a uma situagao concreta, e de encontrar os maiores
e menores valores tomados por ela. Primeiro, definiremos o que significa “maior/menor
valor”, no sentido global e local. Em seguida veremos como a derivada aparece na procura
desses valores. Nos problemas de otimizagao estudados depois, mostraremos como a Lei
de Snell, bem conhecida em 6tica, pode ser obtida a partir de um problema de otimizagao.

7.1 Extremos globais

Definicao 7.1. Considere uma funcao f: D — R.

1. Um ponto z, € D € chamado de mdximo global de f se f(x) < f(x.) para todo
x € D. Diremos entdo que [ atinge o seu valor mdrimo em z.,.

2. Um ponto x,. € D € chamado de minimo global de f se f(x) > f(x.) para todo
x € D. Diremos entio que [ atinge o seu valor minimo em ..

Um problema de otimizagao consiste em achar um extremo (isto ¢, um minimo ou um
maximo) global de uma fungao dada.

Exemplo 7.1. A fungao f(z) = 2%, em D = [—1, 2], atinge o seu minimo global em z = 0
e 0 seu maximo global em x = 2. Observe que ao considerar a mesma funcao f(x) = z*
com um dominio diferente, os extremos globais mudam. Por exemplo, com D = [%, %], f
atinge o seu minimo global em =z = %, e 0 seu maximo global em x = %

max. |

_ —[1 3

D=[-1,2 D=3 L
-1 min. 2

D=
rolwo

131
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Exemplo 7.2. Considere f(x) = %3 — 1z em [—/3,v/3]. Pelo grafico do Exercicio @,

vemos que f atinge o seu maximo global em x = —1 e 0 seu minimo global em x = +1. ¢
Uma fungdo pode ndo possuir minimos e/ou maximos, por varias razoes.
2
Exemplo 7.3. f(z) = e 2 (lembre do Exercicio |6.32) em R possui um maximo global
em x = 0:

Mas f nao possui ponto de minimo global. De fato, a fungao é sempre positiva e tende a
zero quando x — +o0o. Logo, escolhendo pontos x sempre mais longe da origem, consegue-
se alcancar valores sempre menores, nao nulos: nao pode existir um ponto x, em que a
funcao toma um valor menor ou igual a todos os outros pontos. o

Exemplo 7.4. A funcao f(z) = ﬁ em D = [0,1) possui um minimo global em = = 0:

Mas, como x = 1 é assintota vertical, f ndo possui maximo global: ao se aproximar de 1
pela esquerda, a fungao toma valores arbitrariamente grandes. o

Exemplo 7.5. Uma fun¢ao pode também ser limitada e nao possuir extremos globais:

x se0<xr<1,

f(x):=<0 ser =1,
r—2 sel<ax<2. /

<

Os trés ultimos exemplos mostram que a nao-existéncia de extremos globais para uma
funcdo definida num intervalo pode ser oriundo 1) do intervalo ndo ser limitado (como
no Exemplo ou nao fechado (como no Exemplo , 2) da fungao nao ser continua
(como no Exemplo . O seguinte resultado garante que se a funcao é continua e o
intervalo fechado, entdo sempre existem extremos globais.

Teorema 7.1. Sejam a < b, e f uma fun¢io continua em [a,b]. Entdo f possui (pelo
menos) um minimo e (pelo menos) um mdzximo global em [a,b].
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Exercicio 7.1. Para cada funcio f : D — R a sequir, verifique se as hipdteses do Teorema
sdo satisfeitas. Em sequida, procure os pontos de mfm’mo/mda;imo global (se tiver).

1. f(z) =3, D=R. 8 fz)=2 -z, D=[-1,1]

2. f(z)=Inz, D=[1,00 . e 1

" ;E;: - emRE | o <x>:{<x—3>2 i

4. fz) =z —2|, D=(0,4) 0 fe) { sex €0,2),
5. f(x)=|z—2|, D=0,4] (—3)2+1 sex€(24].
6. f(x)= !x —1+lel =1, D=[-}3] 11 f(z)=2% emR

7 fx) =% — 5, D=[-2,2] 12. f(z) =senz em R

7.2 Extremos locais
Definicao 7.2. Considere uma fungdo real f.

1. Um ponto x, € D é chamado de mdximo local de f se existir um intervalo aberto
I35z, tal que f(x) < f(z.) para todo x € 1.

2. Um ponto x, € D é chamado de minimo local de f se existir um intervalo aberto
I >z, tal que f(x) > f(z.) para todo x € I.

global
local
1 \
T To

Figura 7.1: Uma funcao com um maximo global em z; e um maximo local em x,.

Observe que um ponto de maximo (resp. minimo) global, quando pertencente ao
interior do dominio, é local ao mesmo tempo. Vejamos agora como que extremos locais
podem ser encontrados usando derivada.

Teorema 7.2. Seja f uma fungao com um mdximo (resp. minimo) local em x,. Se f é
derivdvel em x, entao f'(z.) = 0.

Demonstragio. Seja z, um maximo local (se for minimo local, a prova é parecida). Isto
é, f(z) < f(x.) para todo z suficientemente perto de z,. Como f'(z.) existe por hipé-
tese, podemos escrever f'(x,) = hmx_m % Mas aqui z — x, > 0, e como x, é
maximo local, f(z) — f(z.) < 0. Portanto, f (x*) < 0. Por outro lado, podemos escrever
fl(z.) = lim_, - (m)_j:(x*). Aqui, x — 2z, < 0, e f(z) — f(z,) <0, logo f'(z,) > 0.

x *
Consequentemente, f'(z,) = 0. O
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O resultado acima permite achar candidatos a pontos de minimo/méximo local. Ve-
jamos alguns exemplos.

Exemplo 7.6. Considere f(x) = 1 — 2, que é obviamente derivdvel. Logo, sabemos pelo
Teorema que qualquer extremo local deve anular a derivada. Como f'(z) = —2z, e
como f'(z) = 0 se e somente se z = 0, o ponto = 0 é candidato a ser um extremo local.
Para determinar se de fato é, estudemos o sinal de f’(z), e observemos que f'(z) > 0 se
x <0, f(x) <0sex >0. Logo, f cresce antes de 0, decresce depois: z = 0 é um ponto
de méaximo local:

x 0
f@ |+ 0 - mix
max.
Var. f - )
Observe que podia também calcular f”(x) = —2, que é sempre < 0, o que implica que f é
concava, logo x = 0 s6 pode ser um maximo local. A posicao do maximo local no grafico
de f ¢ (0, £(0)) = (0,1). o

Observacao 7.1. No exemplo anterior, localizamos um ponto onde a primeira derivada é
nula, e em seguida usamos o teste da segunda derivada: estudamos o sinal da segunda
derivada neste mesmo ponto para determinar se ele ¢ um minimo ou um maximo local. e

Exemplo 7.7. Considere f(z) = z®, derivavel também. Como f'(z) = 322, =z = 0 é
candidato a ser ponto de minimo ou méximo local. Ora, vemos que f'(z) > 0 para todo
x, logo f' ndo muda de sinal em x = 0. Portanto esse ponto ndo é nem minimo, nem
maximo. o

Exemplo 7.8. A fungdo f(z) = |z| possui um minimo local (que também é global) em
x = 0. Observe que esse fato ndo segue do Teorema [7.2] j& que f nao é derivavel em
Z€ero. o

Exemplo 7.9. Considere f(z) = % - %2, que ¢ derivavel em todo z. Como f'(z) =
23—z = z(2? — 1), as solugoes de f'(z) =0sdaoz = —1,x =0, x = +1. A tabela de

variacao ja foi montada no Exercicio Logo, = —1 e x = +1 sao pontos de minimo

local (posigoes: (—1, f(—=1)) = (=1,—1) e (+1, f(+1)) = (+1,—-1)), e z = 0 ¢ mdximo
local (posigao: (0,0)). o

Exercicio 7.2. Para cada fungio abaizo (todas sio derivdveis), determine os extremos
locais (se tiver).

z2+1 z
1. 22% 4322 — 122 45 4 Frort -
2. 228 +x 5 oY 8 2%, x>0
3. % + % 6. ve™® 9. z(Inz)?, = >0

Exercicio 7.3. Determine os valores dos parametros a e b para que f(x) = x® + ax® + b
tenha um extremo local posicionado em (—2,1).
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Exercicio 7.4. A energia de interagao entre dois dtomos (ou moléculas) a distancia r > 0
¢ modelizado pelo potencial de Lennard-Jones[):

vy =4 (2)" - (2)°},

onde € e o sao duas constantes positivas.
1. Determine a distancia ro tal que o potencial seja zero.

2. Determine a distincia ry tal que a interacdio seja minima. Existe mdximo global?
Determine a variacao e esboce V.

*Sir John Edward Lennard-Jones (27 de outubro de 1894 — 1 de novembro de 1954).

7.3 A procura de extremos em intervalos fechados

Daremos agora o método geral para determinar os extremos globais de uma fungao
f : [a,b] — R. Suporemos que f é continua; assim o Teorema garante que o0s ex-
tremos existem.

Vimos que extremos locais sao ligados, quando f é derivavel, aos pontos onde a deri-
vada de f é nula. Chamaremos tais pontos de pontos criticos.

Definigao 7.3. Seja f: D — R. Um ponto a € D é chamado de ponto critico de f se
a derivada de f ndo eziste em a, ou se ela existe e é nula: f'(a) = 0.

Por exemplo, a = 0 é ponto critico de f(x) = x?, porqué f’(0) = 0. Por outro lado,
a = 0 é ponto critico da fun¢ao f(z) = |z|, porqué f nao é derivavel em zero.

As vezes, os extremos sao ligados a pontos criticos mas vimos que eles podem também
se encontrar na fronteira do intervalo considerado (como nos Exemplos [7.3] e [7.1)). Logo,
o procedimento para achar os valores extremos de f é o seguinte:

Seja f uma fungao continua no intervalo fechado e limitado [a,b]. Os extremos globais
de f sdo determinados da sequintes maneira:

o Procure os pontos criticos xy1,%s,...,x, de [ contidos em (a,b) (isto é, em [a,b]
mas diferentes de a e de b).

o Olhe f na fronteira do intervalo, calcule f(a), f(b).

o Considere a lista {f(a), f(b), f(x1),..., f(zn)}. O maior valor dessa lista dd o md-
ximo global; o menor da o minimo global.

Exemplo 7.10. Procuremos os extremos globais da fungio f(r) = 223 — 32*> — 12z no
intervalo [—3,3]. Como esse intervalo é fechado e que f é continua, podemos aplicar o
método descrito acima. Os pontos criticos sao solugdo de f'(z) = 0, isto é, solugao de
6(z%> + x —2) = 0. Assim, f possui dois pontos criticos, z; = —1 e 5 = +2, e ambos
pertencem a (—3,3). Observe também que f(z1) = f(—1) = 47, e f(z2) = f(2) = —20.
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Agora, na fronteira do intervalo temos f(—3) = —45, f(+3) = —9. Assim, olhando
para os valores { f(—3), f(+3), f(—=1), f(+2)}, vemos que o0 maior é f(—1) = +7 (maximo
global), e o menor é f(—3) = —45 (minimo global). (Essa funcao ja foi considerada no
Exercicio [6.32] ) o
Exemplo 7.11. Procuremos os extremos globais da funcio f(z) = 2?3 no intervalo

[—1,2]. Se z # 0, entdo f'(z) existe e é dada por f'(z) = 2273, Em z = 0, f nao ¢
derivavel (lembre do Exemplo [6.4). Logo, o tnico ponto critico de f em (—1,2) é z = 0.
Na fronteira, f(—1) = 1, f(2) = V4. Comparando os valores {f(—1), f(2), f(0)}, vemos

que o maximo global é atingido em z = 2 e o minimo local em z = 0:

mMAax.

—1 min. 2

o

Os exercicios relativos a essa secdo serao incluidos na resolucao dos problemas de
otimizagao.

7.4 Problemas de otimizacao
Exemplo 7.12. Dentre os retangulos contidos debaizo da pardbola vy = 1 — 2%, com o

lado inferior no eizo x, qual é que tem maior drea? Considere a familia dos retangulos
inscritos debaixo da parabola:

X

Fixemos um retangulo e chamemos de x a metade do comprimento do lado horizontal.
Como os cantos superiores estdo no grafico de y = 1 — 22, a altura do retangulo é igual a
1 — 22. Portanto, a area em funcao de z ¢ dada pela funcio

A(z) = 22(1 — 2?) .

Observe que A tem dominio [0, 1] (o menor lado horizontal possivel é 0, o maior é 2). Para
achar os valores extremos de A, procuremos os seus pontos criticos em (0, 1), solucoes de
A'(x) = 0. Como A'(z) = 2 — 622, o tinico ponto critico é x, = % O estudo do sinal
mostra que z, ¢ um ponto de méaximo local de A. Como A(0) =0 e A(1) =0, o maximo
global ¢ atingido em z, mesmo. Logo o retangulo de maior area tem largura 2x, ~ 1.154
ealtural—xz:§:O.666.... o

O método usado neste tultimo exemplo pode ser usado na resolucao de outros proble-
mas:

1. Escolher uma variavel que descreve a situacao e os objetos envolvidos no problema.
Determinar os valores possiveis dessa variavel.
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2. Montar uma funcao dessa variavel, que represente a quantidade a ser maximizada
(ou minimizada).

3. Resolver o problema de otimizacao correspondente, usando as ferramentas descritas
na Secao [7.3]

Exercicio 7.5. Qual é o retangulo de maior drea que pode ser inscrito
1. em um circulo de raio R?
2. no triangulo determinado pelas trés retasy =z, y = —2x+ 12 ey =07?

Exercicio 7.6. (Sequnda prova, Sequndo semestre de 2011) Considere a familia de todos
os triangulos isosceles cujos dois lados iguais tem tamanho igual a 1:

I A1

AN

Qual desses triangulos tem maior drea?

Exercicio 7.7. Dentre todos os retangulos de perimetro fivo iqual a L, qual é o de maior
drea?

Exercicio 7.8. Uma corda de tamanho L € cortada em dois pedagos. Com o primeiro
pedaco, faz-se um quadrado, e com o sequndo, um circulo. Como que a corda deve ser
cortada para que a drea total (quadrado + circulo) seja mdxima? minima?

Exemplo 7.13. Qual é o ponto Q). da reta y = 2x que estd mais proximo do ponto
P=(1,0)7

Q y =2

p

Se @ = (z,y) é um ponto qualquer do plano, entao

d(Q, P) = /(x = 1)* + 42,

Mas se () pertence a reta, entdao y = 2x e podemos escrever a distancia em funcao da
variavel x s6: d(Q, P) = f(z), onde

fz) = \/(a:— 1)2 4 (2x)%2 = Vb2 — 2z + 1

é a fungao que queremos minimizar. Como () pode se mover na reta toda, f tem R como
dominio. Como f ¢ derivével e f'(z) = 0 se e somente se z = 1, e como d ¢ convexa
(d"(z) > 0 para todo z), o ponto de abcissa # = 1 é um ponto de minimo global de d.
Logo, o ponto procurado ¢ @, = (L,2

£). Observe que a inclinagdo do segmento Q. P é
igual a —1: ele é perpendicular & reta, como era de se esperar (sabemos desde o curso de

575
2

geometria elementar que o caminho mais curto entre um ponto P e uma reta ¢ o segmento
perpendicular a reta passando por P). o
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s

Exercicio 7.9. Qual é o ponto Q. da pardbola y = z* cuja distincia a P = (10,2) ¢
minima?

Exercicio 7.10. Considere os pontos A = (1,3), B = (8,4). Determine o ponto C' do
eizo x, tal que o perimetro do triangulo ABC' seja minimo.

Exercicio 7.11. Seja 7, a reta tangente ao grdfico da funcio f(x) = 3 — 2%, no ponto
(o, f(e)), a # 0. Seja T, o triangulo determinado pela origem e pelos pontos em que r,
corta os eiros de coordenada. Determine o(s) valores de o para os quais a drea de T, é
minima.

Exercicio 7.12. Considere um ponto P = (a,b) fizo no primeiro quadrante. Para um
ponto () no eixo x positivo, considere a drea do triangulo determinado pelos eizos de
coordenadas e pela reta que passa por P e (). Ache a posicio do ponto (Q que minimize a
area do triangulo, e dé o valor dessa drea.

Exercicio 7.13. Qual € o triangulo isosceles de maior drea que pode ser inscrito dentro
de um disco de raio R?

Exercicio 7.14. Sejam z1,...,x, os resultados de medidas repetidas feitas a respeito de
uma grandeza. Procure o nimero x que minimize

n

o(z) = (v —x;)°.

=1

Exercicio 7.15. Uma formiga entra no cinema, e vé que o telao tem 5 metros de altura
e estd afirado na parede, 3 metros acima do chao. A qual distancia da parede a formiga
deve ficar para que o angulo sob o qual ela vé o telao seja mdximo? (Vide: Ezercicio

233

Consideremos alguns exemplos de problemas de otimizacao em trés dimensoes:

Exemplo 7.14. Qual €, dentre os cilindros inscritos numa esfera de raio R, o de volume
mdrimo? Um cilindro cuja base tem raio 7, e cuja altura é h tem volume V = mr2h.
Quando o cilindro ¢ inscrito na esfera de raio R centrada na origem, r e h dependem um
do outro:

r+(3)° = R?

Assim, V' pode ser escrito como fun¢ao de uma variavel s6. Em funcao de r,
V(r)=2mr*VR2—r2, rc|0,R],

ou em funcao de h:

V(h) = wh(R* =), he[0,2R)].
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Para achar o cilindro de volume méaximo, procuremos o maximo global de qualquer uma
dessas fungdes no seu dominio. Consideremos por exemplo V (r). Como V' é derivavel em
(0, R), temos

2R? — 3r?
} = TP
VvV R?2 — r? R2 — 2

Portanto, V’( ) = 0 se e somente se 7 = 0 ou 2R?* — 3r? = 0. Logo, o tnico ponto critico

Vi) = 2n{orVRE= 2 4+

de V em ( ) ér.=1/2/3R (~ 0.82R). Estudando o sinal de V' obtemos a variagao de
V.
r 2/3R
V'(r) + 0 -
Variag. MAX.
de V — e

Na fronteira do intervalo [0, R], V(0) = 0 e V(R) = 0. Logo, V atinge o seu maximo
global em r,. Portanto, o cilindro com volume maximo que pode ser inscrito numa esfera

de raio R tem base com raio 7, e altura h, = 24/R? —r2 = %R (~ 1.15R). o

Exercicio 7.16. Qual ¢, dentre os cilindros inscritos em um cone de altura H e base
circular de raio R, o de volume mdzximo?

Exercicio 7.17. (Sequnda prova, 27 de maio de 2011) Considere um cone de base cir-
cular, inscrito numa esfera de raio R. Fxpresse o volume V' do cone em funcao da sua
altura h. Dé o dominio de V(h) e ache os seus pontos de minimo e mdximo globais. Dé
as dimensoes exatas do cone que tem volume mdximo.

Exercicio 7.18. De todos os cones que contém uma esfera de raio R, qual tem o menor
volume?

Exercicio 7.19. Uma caiza retangular € feita retirando quatro quadrados dos cantos de
uma folha de papeldo de dimensoes 2m X 1m, e dobrando os quatro lados:

1

T

Qual deve ser o tamanho dos quadrados retirados para maximizar o volume da caiza
obtida?

7.5 A Lei de Snell

Considere uma particula que evolui na interface entre dois ambientes, 1 e 2 (veja a figura
abaixo). Suponhamos que num ambiente dado, a particula anda sempre em linha reta e
que a particula evolui no ambiente 1 com uma velocidade constante v; e no ambiente 2
com uma velocidade constante vy. Suponhamos também que a particula queira viajar de
um ponto A no ambiente 1 para um ponto B no ambiente 2; qual estratégia a particula
deve adotar para minimizar o seu tempo de viagem entre A e B?
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B

V2

A

E claro que se v; = v, a particula nio precisa se preocupar com a interface, e pode andar
em linha reta de A até B. Mas se porventura v; < vo, a particula precisa escolher um
ponto C' na interface entre 1 e 2, mais perto de A do que de B, andar em linha reta de A
até (', para depois andar em linha reta de C' até B. O problema ¢é de saber como escolher
C, de maneira tal que o tempo total de viagem seja minimo. Modelemos a situacao da
seguinte maneira:

h
d, 2

A

A nossa variavel serd x, a distdncia entre C' e a projecdo de A na horizontal. Quando
x é fixo, a distancia de A até C' é dada por d; = (/h? + 22, e a distancia de C' até B é

dada por dy = /h3 + (L — x)2. Indo de A até C, a particula percorre a distancia d; em
um tempo t; = %, e indo de C' até B, percorre a distancia dy em um tempo t, = f)%.
Logo, o tempo total de viagem de A até B é de T' = t; + t5. Indicando explicitamente a

dependéncia em z,

- \/h%+x2+\/h§+(L—x)2
. .

U1

T(z)

2
Assim, o nosso objetivo é achar o minimo global da fung¢io T (x), para x € [0, L]. Come-
cemos procurando os pontos criticos de T em (0, L), isto é, os . tais que T"(z.) = 0, isto
é,

L—uz,

L x
viy/h? + 22 vg\/hg + (L —x,)?

~0. (7.1)
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Essa equacao é do quarto grau em x,.. Pode ser mostrado que a sua solugao existe, é tinica,
e d4 o minimo global de 7" em [0, L]. Em vez de buscar o valor exato do z,, daremos
uma interpretacao geométrica da solucao. De fato, observe que em aparecem dois
quocientes que podem ser interpretados, respectivamente, como os senos dos angulos entre
AC e a vertical, e BC' e a vertical:

T L — x,

——— =senb,
Vi + a2 VB3 + (L - x.)?

Portanto, vemos que o minimo de T é atingido uma vez que os angulos #; e 05 sao tais
que

=senbs.

02

senth, v

senfy, vy

—

0

Em ética, quando um raio de luz passa de ambiente 1 para um ambiente 2, observe-se um
desvio ao atravessar a interface; 6; é chamado o dngulo de incidéncia, 6; o &ngulo de
refracao. O angulo de refracdo depende das propriedades dos ambientes 1 e 2 via vy e
V9, € a relagao acima é chamada a Lei de Snell E]

No exemplo acima nao obtivemos um valor explicito para o z, que minimize o tempo
de viagem de A até B, mas aprendemos alguma coisa a respeito dos angulos 0y e 6. Em
alguns casos particulares, z, pode ser calculado explicitamente:

Exercicio 7.20. Um ponto A flutuando a h metros da praia precisa atingir um ponto
B situado na beirada da dgua, a L metros do ponto da praia mais perto de A. Supondo
que A se move na dgua com uma velocidade vy e na areia com uma velocidade vy > vy,
elabore uma estratégia para que A atinja B o mais rapido possivel. E se vy < vy?

Exercicio 7.21. Uma particula parte de um ponto A para atingir o mais rdpido possivel
um ponto B situado do outro lado de uma piscina redonda:

Se A nada com uma velocidade de 2km/h e anda com uma velocidade de 4km/h, serd
que é melhor 1) dar a volta toda andando, 2) usar o caminho mais direto, atravessando
a piscina nadando, 3) adotar uma outra estratégia?

'Willebrord Snellius van Royen, Leiden, 1580 - 1626.
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Exercicio 7.22. Considere a esquina do corredor em formato de L representado na figura
abaizo (suponha-se que o corredor é infinitamente extenso nas diregoes perpendiculares).
Qual € o tamanho ¢ da maior vara rigida que pode passar por esse corredor?

L

X M




Capitulo 8

Estudos de funcoes

Neste capitulo juntaremos as técnicas desenvolvidas anteriormente para estudar fungoes.
Ja estudamos algumas func¢oes em bastante detalhes no tltimo capitulo, ao resolver pro-
blemas de otimizacao.

Antes de estudar casos particulares, faremos mais dois comentarios sobre o comporta-
mento de uma fung¢ao quando x — £oo.

8.1 Sobre o crescimento das funcoes no oo

E importante se lembrar, ao estudar fungoes, de quais sao os comportamentos das fun-
¢oes fundamentais (polindmios, exponenciais e logaritmos) que tendem ao infinito quando
T — 00.

Para comegar, ja vimos na Segao (ou no item do Exercicio |6.50) que

. X
lim — =0.
r—00 et

Pode também ser mostrado que para qualquer p > 0,
lim — =0. (8.1)

Podemos resumir esse fato da seguinte maneira: seja P(x) um polinémio cujo coeficiente
de grau maior é positivo. Entdao P(x) /oo e e® 7 0o, mas

P(zx) < e®, quandoz — co.

O simbolo “<” ¢ usado para significar: “é muito menor que”. Em palavras: no infinito,
o crescimento exponencial € muito mais rdpido que qualquer crescimento polinomial.

Vimos também que
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e pode ser mostrado (veja exercicio abaixo) que para qualquer p > 0 e qualquer ¢ > 0,

lim 2" (8.2)

T—r00 x4

Como z? pode também ser trocado por qualquer polinémio P(x) (supondo que o coefici-
ente do seu termo de grau maior é positivo), esse fato costuma ser resumido da seguinte
maneira:

(nz)? < P(xz), quandoz — oo.

Isto é: (Inz)? /o0, e P(x) /oo quando x — 0o, mas o crescimento polinomial € muito
mais rapido que qualquer crescimento logaritmico.

(Inz)? _ 0.

Exercicio 8.1. Mostre que para qualquer p >0, e ¢ > 0, lim, o =3

Assim, quando x — oo, a hierarquia entre logaritmo, polindmio e exponencial é

(lnz)? < P(x) < €. (8.3)

Exercicio 8.2. Mostre que para qualquer p > 0, lim,_, ‘g—f =0.

Exercicio 8.3. Estude os sequintes limites

. 1000 4 ,—x .
1. hmz%oo ﬁ . hmm%oo e(ln%ﬂ
q (Inz)? 1 _Vz
2. hmx_>oo ET 0. hmfﬁ_}OO eVinz
. @ i In(n(In(x)))
3. hmxﬁoo (.173 — (ln ZL‘)5 — %) 7 hmz—>oo In(In(z))
g _ . / 2
4. lim,_,oo z'2%e=%/2 8. limy_,oo{eVma*+l _ 41

8.2 Assintotas obliquas

A nocao de assintota permitiu obter informacgoes a respeito do comportamento qualita-
tivo de uma funcao longe da origem, em direcoes paralelas aos eixos de coordenadas: ou
horizontal, ou vertical.

Veremos nesta secdo que existem fungoes cujo grafico, longe da origem, se aproxima
de uma reta que nao ¢ nem vertical, nem horizontal, mas obliqua, isto é de inclinacao
finita e nao nula. Comecemos com um exemplo.

Exemplo 8.1. Considere a fun¢ao f(x) = 5”2’;1 E claro que esta funcdo possui a reta
x = 0 como assintota vertical, ja que
i Ty i L
im = 400 im = 400.
z—0+ 212 Toz50- 222
Por outro lado, f ndo possui assintotas horizontais, ja que
. 3+ 1 . 341
lim =400, lim = —00.

z—too Q2 T——oc0 Qg2
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Apesar de nao possuir assintota horizontal, vemos que longe da origem, o grafico parece
se aproximar de uma reta de inclinacao positiva. Como determinar essa reta?

3+1 _

. Logo, quando x for grande, a contribuicao do termo 2— ¢é desprezivel em rela(;ao
f (x) é aproximada por

fz) ~

Ora, a fungao x — 3 ¢ uma reta de inclinagio 5. De fato, esbogando o grafico de f junto
com a reta y = 7:

Tl s

[\

Podemos agora verificar que de fato, quando x — oo, a distancia entre o grifico de f e a
reta y = 5 tende a zero:

Jim | () = 5] = Jim |5 + 52) — 5| = Jim 512 = 0. (8.4)
Portanto, a reta y = ¢ ¢ chamada de assintota obliqua da fungao f. o

O exemplo anterior leva naturalmente a seguinte definigao:

Definicao 8.1. A reta de equagdo y = mx + h é chamada de assintota obliqua para
f se pelo menos um dos limites abairo existe e € nulo:

lim ‘f

T—+00

lim ‘f mx—i—h)‘

T—r—00
(Obs: quando m = 0, essa defini¢ao coincide com a de assintota horizontal.)

Como saber se uma fun¢do possui uma assintota obliqua? E se ela tiver uma, como
identificar os coeficientes m e h?
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Para comecar, observe que h pode ser obtido a partir de m, ja que

lim {f(a:) — (mx + h)} = lim {(f(m) —mzx) — h}

xr—+00 r—+o0

é zero se e somente se

h = lim {f(z) —mx}. (8.5)

r—+oo

Para identificar m, podemos escrever

lim {f(x)—(ma:—l—h)}: lim x.{@_(er%)},

r—+o0o xr—r+00

e observar que para este ultimo limite existir e ser igual a zero quando r — +oo0, é

necessario que limfc_&oo{@ — (m+ %)} = 0. Como % — 0, isso implica que
m = lim M (8.6)
T—r 00 x

Assim, vemos que se f possui uma assintota obliqua, esta tem uma inclinagdo dada
por (8.6]), e uma abcissa na origem dada por . Por outro lado, é claro que se os dois
limites em e existirerp e forem ambos finitos, entao f possui uma assintota
obliqua dada por y = mx + h. E claro que os limites x — +o0 precisam ser calculados
separadamente, pois uma fungao pode possuir assintotas obliquas diferentes em +oo e —o0.

Voltando para o Exemplo B.1] temos

x3+1 3 1
m = lim M: lim 222 = lim T lim {%4—%}:%,

z—too z—too z—too Q3 z—+o0

e, como ja visto anteriormente,

b=l () 4 =l g =0,

Logo, y = %x + 0 ¢ assintota obliqua. Vejamos como usar o critério acima em outros
exemplos.

Exemplo 8.2. Considere f(z) = v/z?+ 2z. Primeiro, tentaremos procurar uma incli-
nacao. Pela presenca da raiz quadrada, cuidamos de distinguir os limites z — —oo e

T — —00:
fla) . Vaif2 ry1+2

m — _—

x

lim —= = 1li = lim
rz—+o00 T—r+00 €T T—+00

Em seguida calculemos

2

lim z)—(+)z} = lim {V22+ 2z — 2} = lim ——

m—>oo{f( ) = (+1)z} x—>+oo{ ! rotoo \/o2 + 20 + o
2

= lim —— =

+1

1.

Assim, f possui a assintota obliqua y = x + 1 em +o00. Refazendo contas parecidas para
r — —00, obtemos

@) | -
IEEHOO T =—1,¢ xgrjloo{f(x) - (—1)1’} = -1,
logo f possui a assintota obliqua y = —z—1 em —oo. De fato (observe que f tem dominio

D = (—o00, —2] U [0, +00)),
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Exemplo 8.3. Considere f(z) = = + /z, definida somente se z > 0. Entao

lim £ _ hm{1+ﬁ}:1.
Tr—r00 €x Tr—r00 €x

Mas, como

Jn S (@) =) = Jim Vo = oo,

vemos que f ndo possui assintota obliqua (apesar de lim, ., @ existir e ser finita). ©

Exercicio 8.4. Determine quais das fungoes abaizo possuem assintotas (se tiver, calcule-

as).

14w =5 4. In(z® +1) 7. In(cosh z)
2. 5. In(1 + €)
3. %1:2;21 6. \/1’2—1nx 8. e\/(ln:r)2+1

Exercicio 8.5. Se uma fungdo possui uma assintota obliqua y = mx + h em +oo, é
verdade que lim,_, f'(x) =m?

8.3 Estudos de funcoes

Podemos agora juntar as técnicas conhecidas para estabelecer um roteiro para o estudo
completo de uma funcgao f:

o Para comecgar, encontrar o dominio de f. O dominio precisa ser especificado para
evitar divisdes por zero e raizes (ou logaritmos) de nimeros negativos. A funcdo
podera depois ser estudada na vizinanga de alguns dos pontos que nao pertencem
ao dominio, caso sejam associados a assintotas verticais.

 Se for possivel (e ndo sempre é), estudar os zeros e o sinal de f.

o Determinar se f possui algumas simetrias, via o estudo da paridade: f é par se

f(=x) = f(x), tmpar se f(-z) = —f(x).
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Estudar o comportamento assintotico de f, isto é, f(x) quando x — oo (se o
dominio o permite). Se um dos limites lim, 1, f(x) existir (esses limites podem
precisar da regra de Bernoulli-’'Hopital), entdao a fungao possui uma assintota ho-
rizontal. Lembre que pode ter assintotas horizontais diferentes em +o00 e —oo. Se
um dos limites lim, ., f(z) for infinito, podera procurar saber se existem assintotas
obliquas, como descrito na Secao [3.2]

Procurar pontos na vizinhanca dos quais f(x) toma valores arbitrariamente gran-
des, isto é: assintotas wverticais. Calculando os limites laterais lim, ,,+ f(z) e
lim, .- f(z) nos pontos a perto dos quais f ndo é limitada. Isto acontece em
geral perto de uma divizao por zero, ou quando a variavel de um logaritmo tende a
Zero.

Estudar a primeira derivada de f (se existir). Em particular, procurar os pontos
criticos de f. Deduzir a variagio de f via o estudo do sinal de f’. Determinar os
pontos de minimo e maximo, locais ou globais.

Estudar f” e a convexidade/concavidade de f, via o sinal de f”. O sinal de f” nos
pontos criticos (se tiver) permite determinar quais sdo minimos/maximos locais. Os
pontos de inflexdo sao aqueles onde f passa de convexa para concava, ou o contrario.

Juntando essas informacoes, montar o grifico de f. Por exemplo, se f é par, o grafico
é simétrico com respeito ao eixo y. Para montar um grafico completo, pode ser
necessario calcular mais alguns limites, por exemplo para observar o comportamento
da derivada perto de alguns pontos particulares.

z+1

Exemplo 8.4. Comecemos com f(z) = =, cujo dominio é D = R\ {1}. A funcao se
anula no ponto x = —1, e o seu sinal é dado por:

1

Valores de x: —1 1
r+1 - 0 + +
1 —x + + 0 -
f(x) - 0 o+ | -

(A dupla barra em x = 1 é para indicar que f nao é definida em = = 1.) A fungao néao é
nem par, nem impar. Como

z+1 1+ 1 1
lim = lim +—* = =—1,
z—too ] — ¢ z—too = — ] —1
f possui a reta y = —1 como assintota horizontal. Por outro lado, como
. r+1 . or+1
lim =—00, lim = 400,

f possui a reta = 1 como assintota vertical. A derivada existe em todo = # 1, e vale

f,(x)_(:L‘+1)’(1—:1c)—(x—|—1)(1—x)’_1—x+(m—|—1)_ 2
N (1 —z)? -2 (-2

O sinal de f’ da logo a tabela de variacao de f:
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T 1
f(x) + +
Variag. +oo -
de f - —oo

(Indicamos o fato de z = 1 ser uma assintota vertical.) Assim, f ndo possui pontos
criticos, e é crescente nos intervalos (—oo,1) e (1,00). A segunda derivada se calcula
facilmente (para x # 0):

4

f'@) =2(1—2)7) =2(=2)(1 - 2)(-1) = A—ap

Esta muda de sinal em x = 1, e permite descrever a convexidade de f:

x 1
f// (x) _|_ _
Conv. _ .
de f

Isto é, f é convexa em (—o0, 1), concava em (1,00). Assim, o grafico é da forma

r=1
_ y 1
- 7
y=-1 | 3 7777777777777777777
o
Exemplo 8.5. Estudemos agora a fungao f(x) = % O seu dominio é D =R, e o seu

sinal: f(z) é > 0se |z] > 1, < 0 caso contrario. Como f(—z) = E:gz: = i;;i = f(x), f
¢ par. Como

x? =1 ' 1—%_

11m = 11m T =
zodoo g2 + 1 z—Foo 1 + =
z

9

a reta y = 1 é assintota horizontal. Nao tem assintotas verticais (o denominador nao se
anula em nenhum ponto). A primeira derivada é dada por f'(x) = (9:24%)2. Logo,

T 0
f(x) - 0 +
Var. — I
de f min.

O minimo local (que é global também) tem coordenada (0, f(0)) = (0,—1). A segunda
4(1—-3x2)

W, ].OgO:

derivada é dada por f"(z) =
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Os pontos de inflexao estao em (

mente,

CAPITULO 8. ESTUDOS DE FUNCOES

T —1/v/3  —1/V3
@) — 0+ 0 -
Conc. s = .
de f

TG = (G =1 e (B A

Exercicio 8.6. Faca um estudo completo das sequintes fungoes.

2
1. <L_1) (Segunda prova, primeiro semestre 2011)

x

2. x(lnx)? (Sequnda prova, primeiro semestre 2010)

Exercicio 8.7. (Segunda prova, sequndo semestre de 2011) Para f(x):=

%)) = (i;, —%) Final-
y=1
x
o
;“"22:146, estude: o

sinal, 0s zeros, as assintotas (se tiver), a variag¢do, e a posicio dos pontos de min./mdz.
(se tiver). A partir dessas informagoes, monte o grdfico de f. Em seguida, complete a
sua andlise com a determinagdo dos intervalos em que f é convexa/concava.

Exercicio 8.8. Faca um estudo completo das fungoes abaizo:

1. x—l—i

2

5. xe ™ o
6. senhx 10.
7. coshz 11.
8. tanhx 12.

Exercicio 8.9. Faca um estudo completo das sequintes funcoes.

1. In|2 — bx|
2. In(Inz)
8. e %(z? — 2z).

4. 7.

—

3. % 9.
6.lnx—2
(n=)? 10.

7. In(e*® — e® + 3)

8. (el —2)3 11.

@=gz

arcos( L’rﬁz )

Jxt(x —1)



Capitulo 9

Integral

O problema original e fundamental do cdlculo integral era de calcular comprimentos, dreas,
e volumes de objetos geométricos no plano ou no espago, em particular de objetos mais
gerais do que aqueles considerados em geometria elementar que sao retangulos, triangulos,
circulos (no plano), ou paralelepipedos, cones, esferas (no espago).

O maior avanco no calculo integral veio com os trabalhos de Newton e Leibniz no
fim do século XVI, em que a nocao de derivada tem papel fundamental. Os métodos
desenvolvidos por Newton e Leibniz tornaram a integral uma ferramenta com inimeras
aplicagoes, bem além da geometria, em todas as areas da ciéncia e da engenharia.

Nesse capitulo introduziremos a nocao de integral para uma funcao f de uma variavel
real E] x, a partir da Secao . O Teorema Fundamental do Cdlculo (Teoremas e
sera provado na Secao [9.3]

9.1 Introducao

Como calcular, em geral, a drea de uma regido limitada do plano? Para sermos um pouco
mais especificos, faremos a mesma pergunta para areas delimitadas pelo grafico de uma
funcdo. Dada uma funcgao positiva f : [a,b] — R, como calcular a drea debaizo do seu
grdfico, isto €, a drea da regidgo R, delimitada pelo grifico de f, pelo eizo x, e pelas retas
r=a, r=0>07

~ [

[ N —

Para as fungoes elementares a seguir, a resposta pode ser dada sem muito esfor¢o. Por
exemplo, se f é constante, f(x) = h > 0, R é um retangulo, logo

Integrais muiltiplas serdo estudadas em Célculo III.

151
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= area(R) = base x altura = (b — a)h

Por outro lado, se o gréifico de f for uma reta, por exemplo f(x) = mx com m > 0, e
se 0 < a < b, entao R é um trapézio, e a sua area pode ser escrita como a diferenca das
areas de dois tridngulos (lembre o Exercicio [2.19)):

mb /
ma oo | = drea(R) = $b x mb — Ja x ma = tm(b? — a?)

1

O nosso ultimo exemplo “simples” serd f(z) = +/1 — 22, com a = 0, b = 1. Neste caso
reconhecemos a regiao R como a sendo o quarto do disco de raio 1 centrado na origem,
contido no primeiro quadrante:

= drea(R) = x w1 =1

Consideremos agora f(z) =1 — z?, também com a = 0, b = 1:

1

Apesar da funcio f(z) = 1 — 22 ser elementar, ndo vemos um jeito simples de decom-
por R em um namero finito de regides simples do tipo retangulo, tridngulo, ou disco.

No entanto, o que pode ser feito é aproximar R por regioes mais simples, a comecar
com retangulos E| Comecemos aproximando R de maneira grosseira, usando uma regiao
R5 formada por dois retangulos, da seguinte maneira:

A

= érea(Rg):{% X 1}+{% X %} =1

1
2

2J4 encontramos esse tipo de construcdo, mas com tridangulos, no Exercicio m
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A area de Ry é a soma das dreas dos dois retangulos de bases iguais % mas de alturas
diferentes: o canto esquerdo superior do primeiro retdngulo esta em (0, 1), e o do segundo
foi escolhido no grdfico de 1— 2, no ponto (3,3

3,2). Logo, drea(R,) = L. E claro que dreaRy

somente dd uma estimativa: drea(R) < dreaRy.

Tentaremos agora melhorar essa aproximagao: fixemos um inteiro n € N, e aproxime-

mos R pela regiao R,, formada pela unido de n retdngulos de larguras iguais a 1/n, mas

com alturas escolhidas tais que o canto superior esquerdo esteja sempre na curva 1 — 2.
Por exemplo, se n =5, 15 e 25,

Vemos que quanto maior o nimero de retangulos n, melhor a aproximacgao da verda-
deira drea de R. Logo, tentaremos calcular area(R) via um limite:

area(R) = lim drea(R,).

Olhemos os retdngulos de mais perto. Por exemplo, para calcular area(Rj), calculemos a
soma das areas de 5 retangulos:

rea(R) = 1(1- () +3(1- @) +3(1- @) +3:(1- @) +3(1- ()
=1 - B2 .76)
Para um n qualquer,
drea(Rn) = (1= () + (1= () -+ (1= (2 + (1= (557

1 12+22+---+(Z;2)2+(n*1)2 ) (9.1)

Pode ser mostrado (ver Exercicio [9.1]) que para todo k > 1,

k(k+1)(2k+1
P4+22 4 4+ k= Uk + )6( +1 (9.2)

Usando essa expressao em (9.1)) com k = n — 1, obtemos
m=—1D((n—-1)4+1)2n—-1)+1)

area(R) = lim area(R,) =1 — lim

n—00 n—00 6n3
1 lim n(n—1)(2n —1)
n—00 6n3
_ 1
—1-1
_ 2
=3.

Observacio 9.1. E interessante observar que no limite n — co, o niimero de retangulos
que aproxima R tende ao infinito, mas que a area de cada um tende a zero. Assim
podemos dizer, informalmente, que depois do processo de limite, a area exata de R é
obtida “somando infinitos retangulos de largura zero”. °
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Exercicio 9.1. Mostre por inducdo que para todo n > 1,

1 1)(2n + 1
1+2+3+---+n=n(n;r S I s )6(n+ ).

Exercicio 9.2. Considere a aproximacgao da drea R tratada acima, usando retangulos
cujo canto superior direito sempre fica na curva y = 1 —x2%, e mostre que quando n — oo,
o limite é o mesmo: %

O método usado para calcular a drea debaixo de 1 — 22 funcionou gracas a férmula
(19.2)), que permitiu transformar a soma dos k primeiros quadrados em um polinémio de
grau 3 em k. Essa féormula foi particularmente bem adaptada & funcdo 1 — 22, mas nao
serd 1til em outras situagoes. Na verdade, sao poucos casos em que a conta pode ser feita

ne maneira explicita.

Exemplo 9.1. Considere f(z) = cos(z) entre a =0 e b = 7/2.

Neste caso, uma aproximagao da area R debaixo do grafico por retangulos de largura %
da:

3 ‘ME,

drea(R,) = Lcos(:) + Lcos(2) +--- + L cos(

). (9.3)

Para calcular o limite n — oo desta soma, o leitor interessado pode comegar verificando
por inducio [f| que para todo a > 0 e todo inteiro k,

sen(ZH q)

3 + cos(a) + cos(2a) + cos(3a) + - - - + cos(ka) = 2sen(%)

Usando esta férmula com a e n bem escolhidos, pode mostrar que lim,,_,, area(R,) = 1.
Portanto, area(R) = 1.

Exercicio 9.3. Considere f(z) = €* entre a = 0 e b = 1. Monte drea(R,,) usando
retangulos de largura L. Usando

1—r"
1—7r"’

147472+ 47" =

calcule lim,, o, drea( R,).

O que foi feito nesses tultimos exemplos foi calcular uma area por um procedimento
chamado integracao. Mais tarde, desenvolveremos um método que permite calcular inte-
grais usando um método completamente diferente. Mas antes disso precisamos definir o
que significa integrar de maneira mais geral.

3Fonte: Folhetim de Educacdo Matemética, Feira de Santana, Ano 18, Ntmero 166, junho de 2012.
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9.2 A integral de Riemann

De modo geral, a area da regido R delimitada pelo grafico de uma fungéo f : [a,b] — R
pode ser definida via um processo de limite, como visto acima no caso de f(z) =1 — 2.

Primeiro, escolhemos um inteiro n, e escolhemos pontos distintos em (a,b): xo = a <
Ty < Iy < -0 < xpq < xp, = b, Esses pontos formam uma partigdo de [a,b]. Em
seguida, escolhemos um ponto z? em cada intervalo [x;_1,z;], e definimos a soma de
Riemann []] I,, por:

*

J

a b

I, aproxima a area debaixo do gréafico pela soma das areas dos retangulos, em que o j-
ésimo retangulo tem como base Az;:=x; —x,_1, e como altura o valor da fung¢io no ponto
*. * ; ; ; R E __ b—a
zi: f(x}). (Na imagem acima os pontos z; foram escolhidos equidistantes, Az; = >-¢.)

A integral de f é obtida considerando I, para uma sequéncia de parti¢cbes em que o
tamanho dos intervalos Az; tendem a zero:

Definicao 9.1. A fungio f : [a,b] — R ¢ integrdvel se o limite lim,,_,. I,, existir,
qualquer que seja a sequéncia de parti¢oes em que max; Ax; — 0, e qualquer que seja
a escolha de T € [z;_1,2;]. Quando f € integrdvel, o limite lim,_, I, ¢ chamado de
integral (de Riemann) de f, ou integral definida de f, e denotado

b
lim I, = / f(a)d . (9.4)
Os numeros a e b sao chamados de limites de integragao.

Inventada por Newton, a notacao “/ f f(z)dz” lembra que a integral é definida a partir
de uma soma (o “[” é parecido com um “s”) de retdngulos contidos entre a e b, de dreas
f(@})Az; (o “f(z)dz”).

Observacgiao 9.2. E importante lembrar que ff f(z)dz é um nidmero, nao uma fungdo:
a variavel “z” que aparece em ff f(x)dx é usada somente para indicar que f estd sendo
integrada, com a sua variavel varrendo o intervalo [a,b]. Logo, seria equivalente escrever

essa integral [* f(t)dt, 7 f(2)dz, etc., ou simplesmente [° f dx. Por isso, a variavel x que
aparece em ((9.4)) é chamada de muda. o
Observacao 9.3. A definicdo de integrabilidade faz sentido mesmo se f nao é positiva.
Neste caso, o termo f(z)Az; da soma de Riemann ndo pode ser mais interpretado como

a area do j-¢ésimo retangulo, e ff fdx nao possui necessariamente uma interpretacao
geométrica. O Exercicio [9.§ abaixo esclarece esse ponto. 3

4Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 — 1866.
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Enunciemos algumas propriedades basicas da integral, que podem ser provadas a partir
da definicao.

Proposicao 9.1. Seja f : [a,b] — R integrdvel.
1. Se A € R é uma constante, entao \f € integrdvel, e f: Afdx = )\f(ffdx.

2. Se g : [a,b] — R também é integrdvel, entio f + g ¢ integravel e [*(f + g)dz =
2 fdz+ [P gda.

3. Sea <c<b, entio [ fdr+ [°fdr= [ fdx.

Observe que se f é uma constante, f(x) = ¢, entdao qualquer soma de Riemann pode
ser calculada via um retangulo so, e

b
/ fla)de = (b — a). (9.5)
Mais tarde precisaremos da seguinte propriedade:

Proposigao 9.2. Se f e g: [a,b] — R sao integriveis, e se f < g, entao

/abfdxg/abgd;c. (9.6)

Em particular, se f é limitada, M_ < f(z) < My para todo € [a,b], entdo
b
M_(b—a) g/ fdr < My(b—a). (9.7)

Para fungoes positivas, a interpretagao de em termos de areas é imediata: se o grafico
de f esta sempre abaixo do grafico de g, entao a area debaixo de f é menor do que a area
abaixo de g.

Exercicio 9.4. Justifique as sequintes afirmagoes:
1. Se f épar, [*, f(x)dx =2 [ f(z)dz.
2. Se f é impar, [¢, f(x)dx = 0.

Em geral, verificar se uma funcgao ¢ integravel pode ser dificil. O seguinte resultado
garante que as maioria das fung¢odes consideradas no restante do curso sdo integraveis.

Teorema 9.1. Se f : [a,b] — R € continua, entdo ela é integrdvel.

Por exemplo, f(z) =1 — z? é continua, logo integravel, e vimos na introducio que

1
/0(1—952)(195:%.

Sabendo que uma funciao continua ¢é integravel, queremos um jeito de calcular a sua
integral. Mas como ja foi dito, o procedimento de limite descrito acima (calcular a soma
de Riemann, tomar o limite n — oo, etc.) ¢é dificil de se implementar, mesmo se f é
simples.
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9.3 O Teorema Fundamental do Calculo

Suponha que se queira calcular a integral de uma fungao continua f : [a,b] — R:

a b

I_/abf(t)dt.

Podemos supor sem perda de generalidade que f > 0, o que deve ajudar a entender
geometricamente alguns dos raciocinios a seguir. Para calcular I passaremos pelo estudo
de uma funcao auxiliar, chamada de fungao area, definida da seguinte maneira:

Isto é, I(z) representa a area debaixo do grafico de f, entre as retas verticais em «a (fixa)
e em = (mével). Como f é positiva, © +— [(z) é crescente. Além disso, I(a) = 0, e a
integral original procurada é I(b) = I.

Exemplo 9.2. Se f(z) = ma, a fungdo area pode ser calculada explicitamente:

Podemos observar que

Exercicio 9.5. Calcule as fungées drea associadas as fungoes f : [0,1] — R abaizo.

1. f(2) =

0 sex<i, 2 fl@)=-2+1 3. f(zr)=2x—-1
1 861‘>%.

A relagao entre I e f é surpreendentemente simples:

Teorema 9.2 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : [a,b] — R continua. Entao
a fungdo drea I : [a,b] — R, definida por I(z):= [ f(t)dt € derivavel em todo x € (a,b),
e a sua derivada € iqual a f:

I'(z) = f(z). (9-8)
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O seguinte desenho deve ajudar a entender a prova:

De fato, entre x e x+h, a fungao area I cresce de uma quantidade que pode ser aproximada,
quando h > 0 é pequeno, pela area do retdngulo pontilhado, cuja base é h e altura f(x).

Isso sugere
lim L@ 1@ oy (9.9)

h—0+ h

Demonstragio. Seja x € (a,b). Provemos (o limite h — 0~ se trata da mesma
maneira). Pela propriedade da Proposicao ,

z+h

I(z+h) :/ £t) dt:/:f(t) dt+/:+hf(t) dt:[(x)+/j+hf(t) dt .

a

Observe também que por (9.5)), f(x) pode ser escrito como a diferenca f(z) = %f(x) =
%f;ﬁh f(x)dt. Logo, é equivalente a mostrar que

tende a zero quando h — 0. Como f é continua em x, sabemos que para todo € > 0,
—e < f(t) — f(z) < +e, desde que t seja suficientemente perto de z. Logo, para h > 0
suficientemente pequeno, a integral em ((9.10) pode ser limitada por

o }L/:M(_e) it < ;/:”L(f(t) ~ f(a))dt < ;/:M(ﬁ) dt = te.

(Usamos (9.7).) Isso mostra que (9.10) fica arbitrariamente pequeno quando h — 0%, o
que prova . O

Assim, provamos que integral e derivada sdo duas nog¢oes intimamente ligadas, ja que
a fungao area é uma funcao derivdvel cuja derivada € igual a f.

Definicao 9.2. Seja f uma funcao. Se F' é uma fungdo derivavel tal que

para todo x, entao F é chamada primitiva de f.
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Exemplo 9.3. Se f(z) =z, entao F(z) = % é primitiva de f, ja que

TN
F'(z) = (5) =1@* =i =1
Observe que como (%2 +1) =z, G(z) = %2 + 1 é também primitiva de f. o
Exemplo 9.4. Se f(z) = cosz, entdo F(r) = senx é primitiva de f. Observe que
G(zr) =senz + 14 e H(x) = senz — 7 também sdo primitivas de f. o

Os dois exemplos acima mostram que uma funcao admite infinitas primitivas, e que
aparentemente duas primitivas de uma mesma func¢ao somente diferem por uma constante:

Lema 9.1. Se ' e G sdo duas primitivas de uma mesma fungdo f, entdao existe uma
constante C' tal que F(x) — G(x) = C para todo x.

Demonstragio. Defina m(z):=F(z) — G(z). Como F'(x) = f(z) e G'(z) = f(x), temos
m/(x) = 0 para todo z. Considere dois pontos x; < z3 quaisquer. Aplicando o Cordlario
a m no intervalo [z1,xs]: existe ¢ € [z, 2] tal que % = m/(c). Como
m/(c) = 0, temos m(x9) = m(x1). Como isso pode ser feito para qualquer ponto x5 < 1,
temos que m toma o mesmo valor em qualquer ponto, o que implica que é uma fungao

constante. O
Em geral, escreveremos uma primitiva genérica de f(z) como
F(z) = primitiva + C,
para indicar que é sempre possivel adicionar uma constante C' arbitraria.

Exercicio 9.6. Ache as primitivas das fungoes abaizo.

1. =2 5 Vi+tz 9. e* 13. %

2. x 6. cosx 10. 1 —e™® 14. %, x>0
3. x? 7. senx 11. 15. 75

4. 2" (n#—-1) 8. cos(2x) 12. 3ze™ 16. -

Exercicio 9.7. Mostre que (22 — 2z + 1)e** é primitiva da funcdo 4x*e*.

Mais tarde olharemos de mais perto o problema de calcular primitivas. Voltemos agora
a0 nosso problema:

Teorema 9.3 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : [a,b] — R wma funcao
continua, e F uma primitiva de f. Entdo

/a " () dt = F(b) — F(a) = F(z)

(9.11)
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Demonstragio. Lembre que [° f(t)dt = I(b), onde I(z) é a funcio drea. Ora, sabemos
pelo Teorema que I(x) é primitiva de f. Assim, I(z) = F(z) + C, onde F(x) é
uma primitiva qualquer de f, e onde se trata de achar o valor de C. Mas I(a) = 0
implica F'(a) + C = 0, logo C = —F(a), e I(z) = F(xz) — F(a). Em particular, I(b) =
F(b) — F(a). O

Exemplo 9.5. Considere I = fol x%dx, que representa a area debaixo do gréafico da paré-
bola y = f(z) = 2% entre r = 0 e z = 1. Como F(z) = % ¢ primitiva de f, temos

1 3
/xde:x—
0 3

Podemos também calcular a integral da introducao, dessa vez usando o Teorema Funda-

mental:
1 1 1
/(1—x2)dx:/ 1dx—/ Pdr=1-1=2.
0 0 0

o 3 3 3

o0 o1

Exercicio 9.8. Mostre que [ (z — 1)dx = 0. Como interpretar esse resultado geometri-
camente?

Exercicio 9.9. A sequinte conta estd certa? Justifique.

O Teorema Fundamental mostra que se uma primitiva de f é conhecida, entao a inte-
gral de f em qualquer intervalo [c, d] pode ser obtida, calculando simplesmente F'(d)—F'(c).
Isto é, o problema de calcular integral é reduzido ao de achar uma primitiva de f. Ora,
calcular uma primitiva ¢ uma operagao mais complexa do que calcular uma derivada. De
fato, calcular uma derivada significa simplesmente aplicar mecanicamente as regras de
derivagao descritas no Capitulo [6] enquanto uma certa ingeniosidade pode ser necesséria
para achar uma primitiva, mesmo de uma funcao simples como v/1 + 22 ou In z.

Portanto, estudaremos técnicas para calcular primitivas, ao longo do capitulo. Por
enquanto, vejamos primeiro como usar integrais para calcular areas mais gerais do plano.

9.4 Areas de regiées do plano

Sejam f e g duas fungoes definidas no mesmo intervalo [a, b, tais que g(z) < f(z) para
todo = € [a,b]. Como calcular a area da regidao R contida entre os graficos das duas
funcgoes, delimitada lateralmente pelas retas verticais * = a e x = b?
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f

Y

Por uma translagao vertical, sempre podemos supor que 0 < g < f. Logo, a area de
R pode ser obtida calculando primeiro a area debaixo do grafico de f, que vale [ ;’ fdx,
da qual se subtrai a area debaixo do grafico de g, que vale f: gdx.

érea(R):/abfdx—/abgdxz/ab(f—g)dx. (9.12)

Exemplo 9.6. Considere a regido finita R delimitada pela pardbola y = 2 — 2% e pela
reta y = —a:

Pode ser verificado que os pontos de intersecao entre as duas curvas sdo r = —1 e x = 2.
Observe também que no intervalo [—1,2], a pardbola estd sempre acima da reta. Logo,
por (9.12), a drea de R ¢ dada pela integral

3 2

/_21((2—x2) - (—x)) dr = /_21<—I2+J:+2) dx = (—I?)—Fa; —|—2x>

2

-1

Exercicio 9.10. Esboce e calcule a drea da regidgo delimitada pelas curvas abaizo.
I.y:—2,x22,x:4,y:%x—1. 4. y=0,x=1 =€, y=
2. y=-2, =2, x =4, y:%(x—Q)Q.

8 y=x2y=—(r+1)2+1. 5. y=-2,y=4+z— 2%

Exemplo 9.7. Considere a area da regido finita delimitada pelas curvas * = 1 — 32 e
xr=5— 5y’
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—~
1 x=5—5y>2
z=1—y>
~1 M
_7

Neste caso, é mais natural expressar a area procurada como um integral com respeito a
y. Como funcio de y, as curvas sao parabolas: x = f(y) com f(y) =5 —5y? e x = g(y)
com f(y) =1—12 e o grifico de f(y) estd sempre acima do grafico de g(y). Logo, a 4rea
procurada é dada por [’[f(y) — g(y)]dy, que vale

/1 {(5 — 5y2) —(1 —yQ)}dy _ /11 {4—4y2}dy _ {4y— %yg}

-1 —

1
_ 16

3 -

-1

&

Exercicio 9.11. (3a prova, primeiro semestre de 2011) Calcule a drea da regido finita
delimitada pelo grdfico da funcio y = Inx e pelas retasy = —1, y =2, z = 0.

Exercicio 9.12. Fize a > 0. Considere fo(z):=a"%e*(a® —x?). Esboce x — f,(x) para
diferentes valores de v (em particular para «a pequeno e grande). Determine o valor de «
que maximize a drea delimitada pelo grdafico de f, e pelo eixo x.

Exercicio 9.13. Se a > 0, calcule I,, = [y z'/"dx. Calcule lim,_, I,,, € dé a interpreta-
¢do geométrica da solugdo. (Dica: lembre dos esbogos das fungoes x +— x'/?, no Capitulo

?7.)

9.5 Primitivas

O Teorema Fundamental mostra a importancia de saber calcular primitivas. Por isso,
sera util desenvolver técnicas de integragcdo. Mas antes de apresentarmos essas técnicas,
faremos alguns comentarios sobre as notagoes usadas para denotar primitivas.

Para uma dada funcao f, queremos achar uma primitiva F', isto é uma funcao cuja
derivada F” é igual a f. Essa operacio, inversa da derivada [’ serd chamada de integrar
f. Por isso, é util introduzir uma notagdo que mostra que F ¢é o resultado de uma
transformacao aplicada a f:

Flz) :/f(x)dx+6’,

em que C' é uma constante arbitraria. Ao invés da integral definida [” f(z) dz, a integral
indefinida [ f(x)dx é uma fung¢io de x, que por defini¢ao satisfaz

([r@ar) = ).

5As vezes, essa operacdo é naturalmente chamada de antiderivada.
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Como a operacao “integrar com respeito a x” é a operacao inversa da derivada, temos

/ Fi(z)de = f(z) + C. (9.13)

Além disso, as seguintes propriedades sao satisfeitas (A € R é uma constante):

/)\f(x)d:c:)\/f(:v)dx, /(f(:c)+g(a:))da::/f(x)dx+/g(x)dx.

As seguintes primitivas fundamentais foram calculadas no Exercicio 0.6}

1. [kde =kx+C 5. [senxdr = —cosx + C
x2 xT N x
2. [xde =% +C 6. [e*dr=e"+C
Pt _dx _ _
3. [aPde =23+ C (p# 1) 7. | 15 = arctanz + C
4. [cosxdr =senx + C 8. f\/%:arcsenm—kC
O caso p=—1em corresponde a [ % dx, que obviamente é definida somente para
x # 0. Ora, se x > 0, temos (In(z))' =1, e se <0, temos (In(—z))’ = =L = 1. Logo,

/idazzln]m\jLC (x #0).

Exercicio 9.14. Calcule as primitivas das sequintes fungoes.

1. (1—=z)(1+z)? 3. wtbel
2. X5 — cos(2z) 4. 2+ 2tan?(z)

Vamos agora apresentar os métodos classicos usados para calcular primitivas. O leitor
interessado em usar a integral de Riemann para resolver problemas concretos pode pular
para o Capitulo [10] e voltar depois para as Secoes [9.5.1] até [9.5.5| abaixo para exercitar a
sua habilidade a calcular primitivas.

9.5.1 Integracao por Substituicao

Exemplo 9.8. Suponha que se queira calcular

/xcos(:c2) dx .

Apesar da fungio  cos(z?) nio ser a derivada de uma fungao elementar, ela possui uma
estrutura particular: o “x” que multiplica o cosseno ¢ um polinémio cujo grau ¢ um a
menos do que o polindémio “z2” contido dentro do cosseno. Ora, sabemos que a derivada
diminui o grau de um polindémio. No nosso caso: (z?)" = 2z. Logo, ao multiplicar e dividir
a primitiva por 2, podemos escrever

/xcos(mQ) dx = %/(Zx) cos(x?) dr = %/(ﬁ)’cos(aﬂ) dx .
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Agora, reconhecemos em (x?)'cos(z?) uma derivada. De fato, pela regra da cadeia,

(sen(z?)) = cos(z?) - (2%)". Logo, usando (9.13),
/(1:2)' cos(z?) dr = /(sen(mz))/ dr = sen(z?) + C'.

Portanto,

/xcos(xz) dr = Lsen(2?) + C.

Do mesmo jeito,

/x2 cos(z?) dr = %/sz cos(z?) dx = /(ac3)’cos(x3) dx = Lsen(2®) + C.

1
3 3

&

A ideia apresentada nesse ultimo exemplo consiste em conseguir escrever a fungao
integrada na forma da derivada de uma funcao composta; ¢ a base do método de integracao
chamado integracao por substituicao. Lembremos a regra da cadeia:

(£lg(x))) = F(9(x))g ().

Integrando ambos lados dessa identidade com respeito a x e usando de novo ({9.13)) obtemos
flg(z)) = [ f'(g(x))d (x) dx + constante, que é equivalente & férmula de integragao
por substituicao:

| £a@)g (@) dz = fg(x)) +C. (9.14)

Existem varios jeitos de escrever a mesma férmula. Por exemplo, se H é primitiva de h,

[ hlg(@)g () dw = H(g(w)) + C. (9.15)

Sendo, a fungao g(x) pode ser considerada como uma nova vdriavel: u:=g(x). Derivando

com respeito a z, % = ¢'(z), que pode ser simbolicamente escrita como du = ¢'(z)dz.

Assim, a primitiva inicial pode ser escrita somente em termos da variavel u, substituindo
g(x) por u:

/ h(g(x))g (z) dz = / h(u) du . (9.16)
Em seguida, se trata de calcular uma primitiva de h, e no final voltar para a variavel x.

O objetivo é sempre tornar [ h(u)du o mais proximo possivel de uma primitiva elementar
como as descritas no inicio da sec¢ao.

Exemplo 9.9. Considere [ 2°5% dr. Aqui queremos usar o fato do cosx ser a derivada
da fungao sen z. Facamos entdo a substitui¢do u = sen z, que implica du = (senz)'dx =

cos x dx, o que implica
COs T 1
/seandx: /Eduz /h(u)du.

Mas h(u) = %, é a derivada (com respeito a u!) de H(u) = —1. Logo,
1
/ cos2x dr = /h(u)du =H(u)+C=—
sen? sen
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Exemplo 9.10. Para calcular [ s dz, definemos u:=1+ z. Logo, du =dx e x =u — 1.
Assim,

—1
/ a: dx:u du:/{l—l}du:/du—/ldu
1+2 U w u

=u—Inhu+C=1+z—-In(1+2)+C.

o

Exemplo 9.11. Calculemos agora [ \/ﬂdaj Para comecar, separemos a primitiva em
dois termos:

r+1
——dx = / dz +/
\/1—372 V1—2x? \/1—562
Para o primeiro termo, vemos que com u = g(x):=1 — 2%, cuja derivada é ¢'(r) = —2z,

temos du = —2x dx, e

/ —1—352 /2\/_ = —Vu+C=—-/1-22+C.

No segundo termo reconhecemos a derivada da funcao arcseno. Logo, somando,

z+1
1 —22+arcsenz + C'. 9.17
*1—3; -V (9.17)

o

Observacao 9.4. Lembra que um calculo de primitiva pode sempre ser verificado, de-

rivando o resultado obtido! Por exemplo, nao perca a oportunidade de verificar que

derivando o lado direito de , obtém-se \/ﬂ‘ °

As vezes, é preciso transformar a funcao integrada antes de fazer uma substituicao
util, como visto nos trés proximos exemplos.

Exemplo 9.12. Para calcular [ ﬁ dx podemos colocar 9 em evidéncia no denominador,

e em seguida fazer a substituicao u = %:

=1
9

1
9+x2 /1—|—

E
3

1 T
=5/ 15 uQ sarctanu + C = farctan(%) + C'.

o

Exemplo 9.13. Para calcular [ m dx comecemos completando o quadrado: z? +
20 +2={(x+1)?> -1} +2=1+ (z + 1) Logo, usando u:=z + 1,

/x2+2x+2 /1+ (x+1 dr

:/1+ 2du:arctanu+0=arctan(x+1)+0.
u
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Exemplo 9.14. Considere [sen?z dz. Lembrando a identidade trigonométrica sen? z =
1—cos(2x)

/sen2xd$: %/dx—%/cos(Qx)dx:%—%/COS(Q:C)dx.

_1

Agora com u = 2z obtemos [ cos(2z) dz = % [ cos(u) du = §

sen u + constante. Logo,

sen(2z) 4+ C'.

1
4

Exercicio 9.15. Calcule as primitivas das sequintes funcoes.

1 (z+1)7 7. cos®(t) 13. €”tan(e®)
2. m 8 1= 14

3. (17}”)3 9. cosxz\/1+senz 15. /14 22
4. ajsen(aj2> 10. tanz 16. W

5. senxcosw 11. i’f;g’ 17 ;:;slii

6. %COS(\/E) 120 s 18. sen®x cos® x

A férmula mostra que a primitiva (ou integral indefinida) de uma funcao da
forma h(g(x))g'(x) se reduz a achar uma primitiva de h. Aquela férmula pode também ser
usada para integrais definidas: se h(g(z))¢'(x) é integrada com x percorrendo o intervalo
la, b], entdo u = g(z) percorre o intervalo [g(a), g(b)], logo

/a ’ hg(@))g () dz /9 f(l)’) h(u) du. (9.18)
Exercicio 9.16. Calcule as primitivas
Z.fjﬂi%dx 5’]1“79“d:10 5.]1_@5dx
2. f\/ji”? 4. [e“e*dx 6. [tan®xdx

9.5.2 Integracao por Partes

Vimos que o método de integragao por substituicao decorreu da regra da cadeia. Vejamos
agora qual método pode ser obtido a partir da regra de derivacao de um produto.

Exemplo 9.15. Suponha que se queira calcular a primitiva
/ rcosxdx.

Aqui ndo vemos (e na verdade: ndo ha) uma substituicdo que seja util para transformar
essa primitiva. O que pode ser til é escrever x cosz = x(sen z)’, e de interpretar z(sen )’
como o segundo termo da derivada

(rsenz) = (x) senz + z(senz)’ = senx + z(senz) .
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Assim,
/ZBCOSQZd:B = /{(azsenaz)’ - senx} dr = xsenz — /sen:ﬁd:v
=xsenx + cosx + C

o

A ideia usada no ultimo exemplo pode ser generalizada da seguinte maneira. Pela
regra de Leibniz,

(f(@)g(@)) = f'(z)g(x) + f(z)g(x).
Integrando com respeito a  em ambos lados,

@) = [ F@g@) e+ [ f@)g (@) de.

Essa tltima expressao pode ser reescrita como

[ F@)gla) de = F@)g(@) - [ F@)g' (@) de (919

(ou a mesma trocando os papéis de f e g) chamada férmula de integragio por partes.
Ela possui uma forma definida também:

b

b b
| r@g@)de = f@g@), - [ @)y @) do. (920)

a

A férmula (9.19)) acima serd usada com o intuito de transformar a integral [ f/(x)g(x) dz
numa integral (mais simples, espera-se) [ f(z)¢'(z) dx.

Exemplo 9.16. Considere [ zInx dz. Aqui definamos f e g da seguinte maneira: f'(z) =
2

z, g(x) =Inz. Assim, f(z) =%, ¢'(z) = (Inz)’ = 1. Usando (0.19),

Exercicio 9.17. Calcule as primitivas das fungoes abaizo. (Obs: ds vezes, pode precisar
integrar por partes duas vezes.)

1. xsenzx 3. z?cosx 5. x’e=3®

2. x cos(hr) 4. xe” 6. 23 cos(z?)

As vezes, escrevendo “1” como 1 = (x)’, integracao por partes pode ser usada mesmo
quando nao tem duas partes:
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Exemplo 9.17. Considere [Inzdz. Escrevendo Inz =1 -Inz = (2) Inz,

/lna:dx:/(:p)’lnxdw:xlnx—/m(lnx)’dx:xlnx—/x-%dmlenx—x%—c.
o

Exercicio 9.18. Calcule

1. [arctanz dx 3. [arcsenx dx

2. [(Inz)*dz 4. [xarctanx dx

Consideremos agora um mecanismo particular que pode aparecer quando se aplica
integracao por partes:

Exemplo 9.18. Considere [sen(x)cos(3x)dz. Integrando duas vezes por partes:
/sen(x) cos(3z)dxr = (— cosx) cos 3x — /(— cos x)(—3sen 3z)dz
= — COS T COS 3T — 3/COSZL‘SGI13£L‘CZZE
= — CoS T cos 3T — 3{ sen x sen 3x — / sen (3 cos 3x) d:E}
= — cosx cos 3r — Jsenx sen 3xr + 9/sen:pcos3xdx.
Assim, a primitiva procurada I(z) = [sen(x) cos(3z) dx é solu¢ao da equagao
I(x) = —cosxcos3x — 3senxsen3x + 91 (x) .

Isolando I(x) obtemos I(x) = %{ cos x cos 3z + 3sen  sen 3:17}. Isto é,

1
/sen(w) cos(3zx) dx = g{ cos x cos 3z + 3 sen  sen 3x} +C.

Exercicio 9.19. Calcule

1. [e¥senxdx 2. [e Stcostdt 3. [sen(lnx)dx

Integracao por partes pode ser combinada com substituigao:
Exemplo 9.19. Considere [xIn(1+ z)dx. Integrando primeiro por partes,
2
1+

/xln(1+x)dx:gi1n(1+x)—§/ dz

Essa segunda pode ser calculada substituindo 1 4 x por w:

2

/ ’ d:)::/(u_l)Qdu:/{u—Q—Fi}du

1+z U

:“72—2u—|—1n|u|+0
(1+2)? =22 +In[l+z|+C.

N | =
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Logo,
/xln(1+x)dx —Z(l+2)— L0 +2)?+2—tinjg|+C".
o
Exercicio 9.20. Calcule [} eV dx, [2(Inz)? dz.
9.5.3 Integracao de funcgoes racionais
Nesta secao estudaremos métodos para calcular primitivas da forma
dx dx x? x?
[ [ [
1 —a? (1 —x)(z+1)? x2+1 x4+ 1
Essas primitivas sao todas da forma
(9.21)

Q)"

em que P(x) e Q(x) sdo polindmios em x. Lembramos que um polindmio em z é uma
soma finita de poténcias inteiras e ndo negativas de z: ag + a1 + asx? + - - - + a, 2", em
que os a; sdo constantes. Por exemplo, 23 — 2 4+ 1 é um polindmio, mas 2%/ + \/z nao é.
Lembramos que o grau de um polindmio ag + a1x + asx?® + - - - + a,x™ é o maior indice i
tal que a; # 0.

Existe uma teoria geral que descreve os métodos que permitem calcular primitivas da
forma (9.21)). Aqui ilustraremos somente as ideias principais em casos simples.

A primeira etapa tem como objetivo simplificar a expressao para ser integrada:
e Se o grau de P for maior ou igual ao grau de QQ, divide P por Q).

Exemplo 9. 20 Considere [ 2775 dz. Aqui, P(x) = 2% ¢ de grau 2, que é igual ao grau
de Q(x ) = 2%+ 1. Logo como a divisao de P(z) por Q(z) dd 1 com um resto de —1,

temos = =1— :v2+1 Logo,

2 1
/ 2+1dx—/{1— 2+1}da:::v—arctana:+0.
T T

o e~ . 2 2 _
(Observe que em vez de fazer uma divisdo, podia ter observado que -£— = =l —
) re+1 x4+1
2241 -1

x2+1 x2+1 x2+1 )
Exemplo 9.21. Con51dere | =

o

dr. Aqui, P(z) = 23 é de grau 3, que é maior do que

2+1
o grau de Q( ) = 12 4+ 1. Logo, como a divisdao de P(x) por Q(z) d4 x com um resto de
—x, temos xQH =z — IQH. Logo,

—_

2z
_2/:1:2+1d$

— il +1)+C.

x3 x
dr = r— ——rdr =
224+ 1 2 +1

w\% NIES
ol
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Em geral, quando grau(P) > grau(Q®), a divisao de P por @ da

P e o PO
= polindmio em x ,
Q(z) Q(z)
em que grau(P) < grau(@). A primitiva do primeiro polimémio ¢ imediata, e o préximo

passo é de estudar a primitiva da razao Pla Ex;

Portanto, é preciso agora desenvolver técnicas para calcular primitivas de fragoes de
polinémios, em que o grau do numerador é estritamente menor que o grau do denomina-
dor. Ja sabemos tratar casos do tipo:

dx 1 dx

—=—-——+4+C, / = arctanx + C', / de = ln(z*+1)+C.

a3 2932+ 2+ 1 + 2 +1 3 (e + 1)+
O objetivo sera de sempre decompor a fragao gg ; numa soma de fra¢des elementares
desse tipo. O método geral, descrito abaixo em exemplos simples, pode ser resumido da
seguinte maneira:

o Fatore completamente o polinomio @), o escrevendo como um produto de fatores de
grau 2, possivelmente repetidos. Em seguida,

e Procure uma decomposicio de ggz; em fragoes parciais.

gfl. Aqui, 22 — 1 tem discriminante A > 0, logo ele pode
ser fatorado: 2> —1 = (v — 1)(z + 1). Procuremos agora um jeito de escrever a funcio
integrada na forma de uma soma de fragoes elementares:

1 1 _ 4, B
2—1 (z—-1D@+1) 2—-1 z+1°

(9.22)

Observe que se tiver um jeito de achar duas constantes (isto é: nimeros que nao dependem
de x) A e B tais que a expressao acima seja verificada para todo x, entao a primitiva sera
facil de se calcular:

dx
/ﬁ—l A/x_l B/x+1_Amu—u+Bmu+u+c.

Verifiquemos entdao que as constantes A e B existem. Colocando no mesmo denomina-
dor no lado direito de (9.22)) e igualando os numeradores, vemos que A e B devem ser

escolhidos tais que
l1=A(x+1)+B(x—1). (9.23)

Rearranjando os coeficientes,
(A+B)x+A—B—-1=0. (9.24)
Para essa expressao valer para todo x, é necessario ter

A+B=0, A-B—-1=0.
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Essas expressoes representam um sistema de duas equagoes nas incognitas A e B, cuja

solugao pode ser calculada facilmente: A = 2, B = —%. Verifiquemos que os valores
calculados para A e B sdo corretos:
;_F—;:%@+n—§@—n: 1
r—1 x+1 (x—1)(x+1) — (x—1)(x+1)
Portanto,
dx 1 1] r—1
[ =il — 1= ffe+1]+C = tn x+1’+o.

&

Observacgao 9.5. As vezes, os valores de A e B podem ser achados de um outro jeito.
Por exemplo, tomando o limite z — —1 em (9.23)) obtemos

1=-2B,
isto ¢ B = —%. Tomando agora x — +1 em ({9.23]) obtemos
1=2A4,

isto ¢ A= % °
A decomposicao (9.22) é chamada de decomposicao em fragdes parciais. Esta

decomposi¢ao pode ser feita a cada vez que o denominador se encontra na forma de um
produto de fatores irredutiveis de grau 2. A decomposicao deve as vezes ser adaptada.

Exemplo 9.23. Considere [ x(ﬁ Ve Vendo o que foi feito acima, uma decomposicao
natural seria de decompor a fragao da seguinte maneira:
1 A B

——— = — + . (9.25)

r(z2+1) =z 22+1
Infelizmente, pode ser verificado (veja o Exercicio abaixo) que nao existem constantes
A e B tais que a relacao acima valha para todo x. O problema é que o denominador da
fragao original contém x2+ 1, que é irredutivel (isto é: possui um discriminante negativo),
de grau 2. Assim, procuremos uma decomposi¢ao da forma

1 A Bx+ C

- , 9.26
z(224+1) 1) x * 2 +1 (9:26)

+ (Bz + C)x, o que equivale a dizer que o

Igualando os numeradores, 1 = A( +1) +
= 0 é nulo para todo x. Isto é todos os seus

polinémio (A + B)z? + Cz + A —
coeficientes sao nulos:

A+B=0, C=0, A—1=0.
Assim vemos que A =1, B = —1, C' = 0. Verificando:

-z 1@?4+ 1)+ (—z)z _ 1

§+x2+1_ x(z?+1) Cox(x?+ 1)

T
/ 1’2—|—1 / /x2—|—1

Logo,

de=In|z| — LIn(z® + 1) + ¢
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Exercicio 921 No FExemplo verifique que nao tem decomposicao da forma
a:(:c21+1) Tz + m2+1

Observagao 9.6. O esquema de decomposigao usado em (9.26]) pode ser generalizado:

1 o Alﬂf + Cl AQI + OQ AnZE + Cn
(122 4 1) (agx? + Bo) - - (22 + B,)  cqx?+ 31 ez + B anr? + B,
Na expressao acima, todos os ozk >0e [ > 0. °

Exemplo 9.24. Considere [ — +1)2 Aqui o denominador contém o polinémio irredutivel
x + 1 elevado a poténcia 2. Assnn procuremos uma decomposicao da forma

1 A N B N C
r(z+1)2 z x+1 (z+1)2
Igualando os numeradores, 1 = A(z+1)*+ Bx(x + 1)+ Cxz, isto é (A+ B)a*+ (2A+ B+

C)x+ A—1=0. Para isso valer para todo x, é preciso que sejam satisfeitas as seguintes
relagoes:

(9.27)

A+B=0, 2A+B+C=0, A-1=0

Assim vemos que A =1, B = —1, C' = —1. Deixemos o leitor verificar a decomposigao.

Logo,
dx 1 1 1
e z_ _ d
/x(a:+1)2 /{m r+1 (x+1)2} ’

1
Xz

&

Observagao 9.7. A decomposicao (9.27) pode ser usada a cada vez que aparece uma
poténcia de um fator irredutivel. Por exemplo,

1 A B C D  E

r(z+1)* +£L‘+1+(IL’+1)2+(1’+1)3+(1‘+1)4

Exercicio 9.22. No Ezemplo verifigue que nao tem decomposicao da forma
1
z(z+1)2

A B
z + (z+1)2 -
Os métodos acima podem ser combinados:

Exemplo 9.25. Para [ 22 2 @), brocuremos uma decomposicao da forma

1 A B Cx+D
=t S+
x2(2? + 4) A
Igualando os numeradores e expressando os coeficientes do polindémio em fungao de A, B, C, D
obtemos o seguinte sistema:

A+C=0, B+D=0, 4A=0, 4B=1.
Asolugéloéobtidafacilmente:AzO,B:i,C:O,D:—i Logo,

/ dx | [ dx 1/ dx L _ Larctan(2) +
=31 =5 — 1 = —5- — garctan(3) +c.
$2($2+4> 4 22 332—|—4 4x 8 2
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Exercicio 9.23. Calcule as primitivas.

1. f2172+1 J. f@dl‘ 9. fﬂ(m-{-l 13. fx‘l 1
2. fxf—ﬂdx 6. J 2+2:c 3 10. ft4+t3 1
1. [ Ene, da
7. f 2+2$+3 11. fxx—i—l)?’
4 [ s da 8. [ oy 12. [ Ztldy 15. [

Exercicio 9.24. Calcule [ —— dx. (Dica: multiplique e divida por cosz.)

Exercicio 9.25. (3a Prova 2010, Turmas N) Calcule [ dx.

__ T
2442413

9.5.4 Integrar poténcias de fungoes trigonométricas

Nesta secao estudaremos primitivas de fungoes que envolvem funcoes trigonométricas.
Essas aparecem em geral apds ter feito uma substituicdio trigonométrica, que é o nosso
ultimo método de integracao, e que sera apresentado na proxima segao.

Primitivas das fungoes sen™ x cos™ x
Aqui estudaremos primitivas da forma
/ sen” x cos" x dx .

Consideremos primeiro integrais contendo somente poténcias de sen z, ou de cosx. Além

dos casos triviais [senxzdr = —cosx + C e [coszdr = senz + C ja encontramos, no
Exemplo [9.14]
/senzxdx = /l_%s(h)dx =2 Isen(22)+C.
Consequentemente,
/coszxdx = /{1 —sen’z}dr =z — /senzxdx =2+ 1sen(2z) + C'. (9.28)

Poténcias impares podem ser tratadas da seguinte maneira:
/C083 rdr = /(COS$)2 coszdr = /(1 —sen’x) cosz dx .

Chamando u:=sen x, obtemos

/cosgwdx:/(l—tﬂ)du:u—%u3+C’zsenz—%sengx—kC.

A mesma ideia pode ser usada para integrar [ sen” z cos” x dr quando pelo menos um dos
expoentes, m ou n, € impar. Por exemplo,

/ sen® x cos® z dr = / sen? x cos® z cos x dx

= /sean(l —sen’ ) coszdr = /u2(1 —u?)du,
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onde u = sen z. Logo,
/senzxcos3xdx = %u?’ — %u5 +C = %Sen?’x — %sen5x+0.

Para tratar poténcias pares, comecemos usando uma integracao por partes. Por exemplo,

/Cos4xda: = /cosxcos3xda: = senxcos?’x—/senx(—30032xsenx) dx
_ 3 2 2
= Sen  cos :L'+3/sen x cos” xdx
_ 3 2 2
= Sen T cos x+3/(1—cos x) cos” x dx

:senxcos3a:—i—3/coszxdac—?)/cos‘lxdx

Isolando [ cos® z dz nessa ultima expressio e usando ([9.28)),

/cos4 vdr = Lsenzcos’ v+ % + Zsen(2z) + C. (9.29)

Exercicio 9.26. Calcule as primitivas.

1. [sen®xdx 4. [cos'% xsenx dx 7. [sen®x cos® x dx
2. [cos®zdx 5. [(sen®tcost)e ™t dt
3. [(coszsenz)® dx 6. [sen®zy/coswdr

Primitivas das fungoes tan” x sec” x

Nesta secao estudaremos primitivas da forma
/tanm rsec" xdr,

onde lembramos que a funcao secante é definida como

1
sec r:= :
cos T
2 . ~
Como 1 +tan?z =1 + oy = ﬁ, a seguinte relagao vale:

1+ tan’x = sec’z.

Lembramos que (tanx) = 1 + tan? z = sec® z. Entao, para calcular por exemplo
/taunxsec2 rdx, (9.30)
podemos chamar u = tan z, du = sec? z dx, e escrever

/tanxsec2xdx:/udu: %u2+C’: %tan%:—l—C.
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Na verdade, ¢ facil ver que a mesma substituicao pode ser usada a cada vez que a poténcia
da secante € par. Por exemplo,

/tan rsect v dr = /tan rsec? x(sec’ r) dx = /tan z(1 4 tan® z)(sec’ ) dx

= /u(l +u?) du
=+t 4+ C
= L(tanz)® + L(tanz)* + C'.

Por outro lado, a relagao
sen x

(secz) = = tan r sec x

cos? x
permite um outro tipo de substituigdo. Por exemplo, (9.30) pode ser calculada também
via a mudanca de variavel w = sec x, dw = tan z sec x dx:

/tanxsechd:v = /sec:p(tanxsecx)dm = /wdw =l +C=isec’z+C.

A mesma mudancga de varidvel w = secx se aplica a cada vez que a poténcia da tangente
¢ impar (e que a poténcia da secante é pelo menos 1). Por exemplo,

/ tan® zsec x dr = / tan? z(tan z sec x) dx
= /(sec2 r — 1)(tanzsecz) dx

:/(wZ—l)dw

:%w?’—w—l—(]

:%sec?’x—secx—i-C.

Os casos em que a poténcia da tangente é impar e que nao tem secante sao tratados
separadamente. Por exemplo, lembramos que

/tanxdx:/senxd:c: —In|cosz|+ C'.

COsS T

Ou,
/tan3xdx = /tan r(tan® z) d
= /tanx(sech— 1)dx = /tanxsecQIdx—/tanxdx,

e essas duas primitivas ja foram calculadas acima. Finalmente, deixemos o leitor fazer o
Exercicio para mostrar que

/secxdx = ln’secx + tanx‘ +C.
Exercicio 9.27. Calcule as primitivas.
1. [sec?xdx 4. [tanzsecxdx 7. [sec® xtand x dx

2. [tan’xdz 5. [tan*xsect z dx

3. [tan®zdx 6. [ cos®xtan® x dx 8. [sec® xdx
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9.5.5 Substituicoes trigonométricas

Nesta secao final apresentaremos métodos para calcular primitivas de fungdes particulares
onde aparecem raizes de polinomio do segundo grau:

/\/1—x2dx / 3V1 —22d, /\/m /x3\/x2—3dx,...

O nosso objetivo é fazer uma substituicao que transforme o polinémio que estd den-
tro da raiz em um quadrado perfeito. Essas substitui¢oes serdo baseadas nas seguintes
idenditades trigonométricas:

1 —sen®f = cos? 0, (9.31)
1+ tan 0 = sec? 6. (9.32)

Ilustraremos os métodos em trés exemplos elementares, integrando /1 — 22, v/1 + 22
e va? — 1. Em seguida aplicaremos as mesmas ideias em casos mais gerais.

A primitiva [v1 — 2?dx
Observe primeiro que v/1 — 2% é bem definido se x € [—1,1]. Para calcular [+/1 — 2% dx

usaremos (9.31)) para transformar 1—2z? em um quadrado perfeito. Portanto, consideremos
a substituicao

r=senf, dxr=cosfdb.
Como z € [—1,1], essa substituicdo é bem definida, e implica que 6 pode ser escolhido
0e[-3. 5

272

—1 )
Expressemos agora a primitiva somente em termos de 6:

/\/1—:Ezdl“:/\/l—SeHQQCOSQdQZ/VCOS2QCOSQd9:/COSQQd0.

De fato, como 6 € [—7, 7], cos > 0, o que significa v cos? § = cosf. Mas a primitiva de
2
cos” 0 é

/C082 0df = 16 + Lsen(260) + C.

Agora precisamos voltar para a variavel x. Primeiro, x = sen f implica 6§ = arcsen x. Por

outro lado, sen(26) = 2sen cos = 2zv/1 — x2. Logo,

/\/1—x2dx: %arcsenx—i—%x\/l—ﬁ—k(].
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Exercicio 9.28. Verifique esse ultimo resultado, derivando com respeito a x.

O método descrito acima costuma ser eficiente a cada vez que se quer integrar uma
funcdo que contém uma raiz da forma +/a? — b%z2, com a,b > 0. Para transformar o
polinémio a? — b22? em um quadrado perfeito, podemos tentar as seguintes subsituicoes:

a

vsent, ou xi=%cosf.

xri= 3

De fato, uma substituicdo desse tipo permite cancelar a raiz:

\/&2 — b?(¢senf)? = Va? — a®sen?f = av'1 —sen? = acosf .

Depois de ter feito a substituicao, aparece em geral uma primitiva de poténcias de fungoes
trigonométricas, parecidas com aquelas encontradas na Segao

Exemplo 9.26. Neste exemplo verificaremos que a area de um disco de raio R é igual a
TR2.

y=fla) = VR =

A area do disco completo é dada pela integral
R
A:4/ VR? — 22 dx.
0

Usemos a substituicao trigonométrica x = Rsenf, dv = Rcosfdf. Se x = 0, entao 6 = 0,
e se ¥ = R entao ¢ = 7. Logo,

R T
/ \/Rz—x?dx:/2 \/RQ—(Rsenﬁ)QRCOSGdQ
0 0

=R2/§cos2«9d9
0

S SIE]

= RQ{%Q + isen(20)}

s
= R*- .
4

Logo, A = 4R*7 = nR%. o

Exemplo 9.27. Calculemos a primitiva [23v/4 — 22dx. Usemos a substituicao z =
2senf, dr = 2cosfdf. Como z € [-2,2], temos 0 € [-F, 7).

/m3\/4 —a2?dr = /(286110)3\/4 — (2senf)?2cosf df = 32/sen3900820d9.
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A tltima primitiva se calcula feito na se¢do anterior: com u = cos#,
/ sen” ) cos® 0 df) = /(1 — cos? ) cos® fsen 6 df

:—/(1—u2)u2du:—%u3 '+ C=—1cos’+Lcos’+C.

Para voltar para a varidvel x, observe que x = 2sen@ implica cosf = /1 —sen?f =

x Iz
v1—(5)?=14/1—%. Logo,
3 5
/x3\/4—x2dx:—3—?’2\/1—%2 +%\/1—%2 +C.

O

Exercicio 9.29. Calcule a drea da regidgo delimitada pela elipse cuja equagdo é dada por

2 2
l;_i_yi:l’

Em sequida, verifique que quando a elipse é um circulo, o = B = R, a sua drea é TR2.
= v/5sen 6, obtemos

/ dx :/ V5 cos @ /
V5 — a? (v5sen 6) \/5 V/5sen 0)2 f senf

Exemplo 9.28. Considere

Essa tultima primitiva pode ser tratada como no Exercicio [9.24}

df cos L —/1-Z
/ Y e id IO Y i il Y
senf 1+ cosf 14+4/1-2
Logo,
/ L [VOoVE ot
m/f R VA
o
Exercicio 9.30. Calcule as primitivas
1 [ 7 § Iz dx 5 | ooz 42
2. f\/%dx. 4. [zv/1—22dx 6. [22V9 — x2dx

A primitiva [ 1+ 22 dx

Para calcular [+/1+ 22dz usaremos ([9.32)) para transformar 1 + 2% em um quadrado
perfeito. Portanto, consideremos a substituicao

r=tanf, dr=sec’0df.
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Expressemos agora a primitiva somente em termos de 6:
/\/1 + x2dr = /\/1 + tan? fsec? 0 df = /\/sec268ec26d9 = /secgedﬁ.
Vimos no Exercicio que

/sec30d0 = %tan@secé’—i— %ln’secﬁ—l—tanﬁ‘ +C'.

Para voltar a varidvel z: sec = x, tanf = /1 +sec2 0 = /1 + 22. Logo,

/\/1+x2dxz%x\/l—l—xQ—l—%ln\x—i-\/l—i-xQ\—|—C’.

O método descrito acima se aplica a cada vez que se quer integrar uma funcdo que
contém uma raiz da forma v/a?+ b?>x%, com a,b > 0. Para transformar o polinémio
a®? 4+ b*z? em um quadrado perfeito, podemos tentar as seguintes subsituicoes:

x::% tan@.

De fato, uma substituicao desse tipo permite cancelar a raiz:

\/&2 + b%(§ tan )2 = \/a2+a2tan29 = a\/l + tan? = asecf.

Exercicio 9.31. Calcule as primitivas

1. | & da. 3. Java?+a?de 5. | o
2. [2*Va?+ 1dx bo | s 6. | e

Exercicio 9.32. Calcule o comprimento do arco da pardbola y = z2, contido entre as
retas x = —1 ex = 1.

A primitiva [z? — 1dx

Finalmente, consideremos a primitiva [ /22 — 1dz. Para transformar 2 — 1 num qua-
drado perfeito, usaremos a relacao (9.32): sec’* # —1 = tan?§. Assim, chamando x = sec#,
temos dx = tanfsec 6 dfl, portanto

/\/xz—ldx:/\/se(?@—1tan98609d0:/tanQQSecedQ.

Integrando por partes,

/(tan@sec 0) tan 6 df = sec 0 tan 6 — /se039d6

=gsecfHtanf — {5tan98600+ ;ln‘sece—ktanH‘} +C

= %sec@tan@— %ln‘secé’—i—tan@‘ +C.



180 CAPITULO 9. INTEGRAL

Como secf = x implica tan = v/sec2 — 1 = /22 — 1, obtemos

/\/x2—1da::%a:\/mQ—l—%ln‘x—l—\/x?—l‘—l—C.

O método apresentado acima sugere que para integrar uma funcdo que contém um po-
lindémio do segundo grau da forma v/a2x? — b2, pode-se tentar fazer a substituicao

=—sech.
a

Exemplo 9.29. Consideremos a primitiva [ - m, fazendo a substituicao x = 3sec,
dx = 3tan f sec6 db:

3tanfsect gh— 1

g .
/:BQ\/F / (3sec0),/(3secd)? — 9 = 9/7—5/0089d0—§sen0+0,

sec

Para voltar a variavel z, facamos uma interpretacao geométrica da nossa substituicao. A
relagdo x = 3secf, isto é cosf = =, se concretiza no seguinte tridngulo:

V2 -9 = senézi”i_g

Assim,
dx x2—9

= C.
22?2 -9 9z +

Exercicio 9.33. Cualcule as primitivas.

1. [x3V/x? — 3dx 2. f\/g%dx. S [ S=dr




Capitulo 10

Aplicacoes

10.1 Comprimento de arco

O procedimento usado na definigdo da integral de Riemann (cortar, somar, tomar um
limite) pode ser ttil em outras situacgoes. As trés préximas segoes serao dedicadas ao uso
de integrais para calcular quantidades geométricas associadas a fungoes. Comegaremos
com o comprimento de arco.

Vimos acima que a integral de Riemann permite calcular a area debaixo do grafico de
uma funcdo f : [a,b] — R. Mostraremos agora como calcular o comprimento do grafico,
via uma outra integral formada a partir da funcao.

Procederemos seguindo a mesma ideia, aproximando o comprimento por uma soma.
Escolhamos uma subdivisao do intervalo [a, b] por intervalos [z;, ;1]

[~ S

|
!
!
|
|
|
1
a Ti Tyl

Aproximaremos o comprimento do grafico da fungao, em cada intervalo [z;, ;11], pelo
comprimento do segmento que liga (z;, f(z;)) a (z;i11, f(x:41)), dado por

\/Ax? F (F(mipr) — f(3)2 = Ami\/l + (f(xwli; f(xz))27

em que Az; = x;11 — x;. Quando Ax; — 0, o quociente %ﬂ;f@) tende a f’(x;). Logo,
o comprimento do grafico, L, é aproximado pela soma

i \/ 1 -+ f/(ZEZ)QAZEZ s
i=1

181
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que é uma soma de Riemann associada a func¢ao /1 + f/(z)2. Logo, tomando um limite
em que o niumero de intervalos cresce e o tamanho de cada intervalo tende a zero, obtemos
uma expressao para L via uma integral:

L= /b J1+ fi(x) de. (10.1)

Exemplo 10.1. Calculemos o comprimento do grafico da curva y = 222, entre z =0 ¢

z =1. Como (%2*?) = \/z,

L:/le/l—i—(\/f)?dx:/olx/l—l——xdx:3(\@—1).

o

Devido a raiz que apareceu na féormula ([10.1]) (apds o uso do Teorema de Pitdgoras),
as integrais que aparecem para calcular comprimentos de graficos podem ser dificeis de
calcular, isso mesmo quando a funcao f é simples:

Exemplo 10.2. O comprimento da parabola y = 2? entre x = —1 e x = 1 é dado pela
integral

1
L:/ vV14+4x2dx.
-1

Vimos na Se¢ao m (ver o Exercicio[9.32)) como calcular a primitiva de v/1 + 422 usando

uma substituicao trigonométrica. o

Exercicio 10.1. Mostre, usando uma integral, que a circunferéncia de um disco de raio

R ¢ 2nR.

Exercicio 10.2. Calcule o comprimento da corda pendurada entre dois pontos A e B,
descrita pelo grifico da fungao f(x) = coshx, entre x = —1 e x = 1.

Exercicio 10.3. Calcule o comprimento do grdfico da fun¢io exponencial f(x) = €%,

entrex =0 e x = 1. (Dica: u=+v/1+e?*.)

10.2 Sdlidos de revolucgao

Nesta secao usaremos a integral para calcular o volume de um tipo particular de regiao
do espago, chamada de sdlidos de revolugio. (Em Calculo III, volumes de regides mais
gerais serao calculados usando integral tripla.)

Considere uma funcao positiva no intervalo [a,b], f : [a,b] — R,. Seja R a regido
delimitada pelo gréafico de f, pelo eixo x e pelas retas x = a, x = b:

&
R

a b
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Sabemos que a area de R é dada pela integral de Riemann

area(R) = /abf(x) dx.

Consideremos agora o sélido S obtido girando a regiao R em torno do eixo z, como
na figura abaixo:

Solidos que podem ser gerados dessa maneira, girando uma regidao em torno de um
eixo, s@o chamados de sdlidos de revolugao. Veremos situagoes em que a regiao nao
precisa ser delimitada pelo grafico de uma funcao, e que o eixo nao precisa ser o eixo x.

Exercicio 10.4. Quais dos sequintes corpos sao solidos de revolugao? (Quando for o
caso, dé a regido e o eiro)

1.

GvoB o

A esfera de raio r.

O cilindro com base circular de raio r, e de altura h.
O cubo de lado L.

O cone de base circular de raio r e de altura h.

O toro de raios 0 < r < R.

Nesta secao desenvolveremos métodos para calcular o volume V(S) de um sélido de
revolugdo S. Antes de comecar, consideremos um caso elementar, que serda também usado
para o caso geral.

Exemplo 10.3. Suponha que f é constante em |[a, b], isto é: f(z) = r > 0 para todo
x € [a,b]:
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Neste caso, o solido gerado S é um cilindro (deitado). A sua base é circular de raio 7, e
a sua altura é b — a. Pela formula bem conhecida do volume de um cilindro,

V(S) = 4rea da base x altura = mr*(b —a). (10.2)
o

Queremos agora calcular V' (S) para um sélido de revolugao qualquer.

O procedimento serd o mesmo que levou a propria defini¢cao da integral de Riemann:
aproximaremos S por solidos mais elementares. Usaremos dois tipos de solidos elementa-
res: cilindros e cascas.

10.2.1 Aproximacao por cilindros

Voltemos para o sélido de revolucao da secao anterior. Um jeito de decompor o sélido S
é de aproxima-lo por uma uniao de fatias verticais, centradas no eixo x:

Cada fatia é obtida girando um retangulo cujo tamanho é determinado pela fun¢ao f.
Para ser mais preciso, escolhemos pontos no intervalo [a,b], zp = a < 77 < x93 < -+ <
Tp_1 < T, = b, e a cada intervalo [z;_1, ;] associamos o retangulo cuja base tem tamanho
(x;—x;_1) e cuja altura é de f(x;). Ao girar em torno do eixo x, cada um desses retangulos
gera uma fatia cilindrica F}, como no Exemplo

a /N0 b

Ti—-1 T T

F;

Mas, como a fatia F; é um cilindro deitado de raio f(x;) e de altura Ax; = z; — z;_1,
o seu volume é dado por V(F;) = 7 f(z;)?Az;. Logo, o volume do sélido S pode ser
aproximado pela soma dos volumes das fatias, que é uma soma de Riemann:
= i=1

7j=1
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Quando o numero de retangulos n — oo e que todos os Ax; — 0, esta soma converge
(quando f(z)? pe continua, por exemplo) para a uma integral de Riemann que permite
(em principio) calcular o volume exato do sélido S:

vis)= | " f(a)da (10.3)

Exemplo 10.4. Seja R a regiao delimitada pela curva y = senx, pelo eixo x, e pelas
duas retas verticais x = 0 e x = 7. Calculemos o volume do sélido S obtido girando R
em torno do eixo x:

)
1,

//,

\\‘
NN
N

Pela férmula (10.3]), o volume deste sélido é dado pela integral

V= /Oﬂw(senx)de = 7'('{; - W}

i 2
0

O método permite calcular volumes classicos da geometria.

Exemplo 10.5. Seja » > 0 fixo e R a regidao delimitada pela semi-circunferéncia y =
Vr?2 — 22, entre x = —r e x = +r, e pelo eixo x. O sélido S obtido girando R em torno
do eixo = é uma esfera de raio r centrada na origem:

Pela férmula (10.3]), o volume da esfera é dado pela integral

V() = /Hw(\/Wde

'

+r
:7r/ (r* — 2*) dx
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Exercicio 10.5. Um vaso é obtido rodando a curva y = f(x) em torno do eizo x, onde

—x+3 sel0<zxz<2,
z—1 se2<x<3.

fz) =

Esboce o vaso obtido, em trés dimensoes, e calcule o seu volume.
O importante, nesta secao, é de nao tentar decorar formulas, e sim entender como
montar uma nova féormula em cada situacao. Vejamos como, no seguinte exemplo.

Exemplo 10.6. Considere a regiao R do primeiro quadrante, delimitada pelo grafico
da fungao f(x) = 1 — 2% Considere os sdlidos S; e S, obtidos rodando R em torno,
respectivamente, do eixo x e y:

Si

Calculemos, para comecar, o volume do solido S;. O raciocino ja descrito acima
permite usar a formula:

1 1
V(Sl>=/0 7T(1—372)2d96=7r/0 {1 - 222+ 2"} do =52

Consideremos agora o solido S;. Por ser um sélido de revolucao em torno do eixo y, a
aproximacao mais natural é de usar fatias horizontais, centradas no eixo y, como na figura
a seguir:

0 1

Neste caso, dividimos o intervalo y € [0, 1] em intervalos [y;_1,¥;]. Ao intervalo [y;_1, ]
associamos uma fatia horizontal F; de altura Ay, = y; — y;_1 de de raio /1 —y;. De
fato, j4 que Fj estd na altura y;, o seu raio ¢ dado pelo inverso da funcdo v — 1 — 22

(isto é y — /T —y) no ponto y;. Assim, V(F;) = /1 — v Ay;, e o volume de V(Sy) é
aproximado pela soma das fatias:

n

S_VIR) = w1~ )y

=1

Portanto, no limite n — oo, combinado com Ay; — 0, obtemos:

V(S) = [ w1 - y)dy=3.

Na préxima segdo mostraremos um outro jeito de calcular V'(S). o
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Exercicio 10.6. Considere a regido finita R contida no primeiro quadrante, delimitada
pelas curvas y = 2%, y = 2*. Calcule o volume do sélido de revolugdo obtido girando R
em torno do eixo y.

(Havera mais exercicios no fim da préxima segao.)

10.2.2 Aproximacao por cascas

Os exemplos considerados na secao anterior partiam de uma decomposicao do sélido
usando fatias cilindricas. Vejamos agora um outro tipo de decomposicao, usando cascas.

Exemplo 10.7. Considere de novo a regiao R do Exemplo m (a drea debaixo da paré-
bola), e o sélido Sy gerado pela rotagdo de R em torno do eixo y. La, V(S5) foi calculado
usando uma integral, que foi construida a partir de uma soma de cilindros, obtidos pela
rotacao de retangulos horizontais em torno do eixo y. Procuremos agora calcular o mesmo
volume V' (.S2), mas com uma integral obtida a partir de uma soma de cascas. Cascas sao
obtidas pela rotagao de retangulos verticais, em torno do eixo y:

(zi)

N

Ti—1 X

O volume da casca C; pode ser calculado pela diferenca dos volumes de dois cilindros:
o externo tem raio x;, o interno tem raio x; i, e ambos tém altura f(z;). Logo,

V(Ci) = ma} x f(x;) —mal | X fla;) = m(a] —xf ) fa:).

Fatorando, 2? — 22 | = (z; +x;_1)(x; — v;_;). Quando Az; = z; — x;_; for muito pequeno,

isto é quando x; e x;_; forem muito préximos, podemos aproximar x; + ;1 por 2x;. Logo,
V(C;) =~ 2mw; f (x;) Aw; .

Obs: essa formula é facil de entender observando que a casca C; pode ser obtida torcendo
um paralelepipedo cuja base é o retdngulo de base (z; — x;—1) X f(x;) e de altura dada
pela circunferéncia do circulo de raio x;, isto é 2wz;. (Atencdo: esse raciocino é correto
somente se a base do retdngulo é pequena em relagdo a sua distancia ao eixo de rotacao!)

Portanto, o volume so sélido S5 pode ser calculado via a integral associada as somas
de Riemann dos V(C;), isto é:

V(S) = /01 omaf(x)dr.

Como era de se esperar, essa integral vale

V(Sy) = /01 2rx(1 — 2?) do =

NIE
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O 1ltimo exemplo mostrou que o volume de um sélido pode ser calculado de varias
maneiras, usando cilindros ou cascas para o mesmo s6lido pode levar a integrar fungoes
muito diferentes, e uma escolha pode facilitar o calculo da primitiva.

Exemplo 10.8. Considere o tridangulo 7 determinado pelos pontos A = (1,0), B = (1, 1),
C = (2,0).

Para comegar, considere o cone S obtido girando 7 em torno do eixo z:

Podemos calcular o volume de S; de duas maneiras. Primeiro, girando retangulos
verticais:

Seremos um pouco informais: o retangulo infinitesimal baseado em x tem uma largura
dx e uma altura f(x) = 2 — x (que é a equagao da reta que passa por B e C). Ao girar
em torno do eixo z, ele gera um cilindro infinitesimal cuja base tem 4rea igual a 7 f ()2,
e altura dx. Logo, o volume do cilindro é 7 f(z)* X dz = m(2 — z)?dx, e o volume de S é
obtido integrando todos os cilindros, quando x varia de 1 até 2:

V(S)) = /12 72— 2)2da. (10.4)

Mas ¢é possivel também calcular V' (S;) girando retdngulos horizontais:



10.2. SOLIDOS DE REVOLUCAO 189

N

Yy dy<

AN
W

Um retangulo horizontal infinitesimal é definido pela sua posi¢do com respeito ao eixo
y, pela sua altura, dada por h(y) = (2—y) — 1 = 1 —y (aqui calculamos a diferenca entre
a posigao do seu ponto mais a direita e do seu ponto mais a esquerda). Ao girar em torno
do eixo x, esse retdngulo gera uma casca cujo raio é y, cuja altura é h(y) e cuja espessura
¢ dy, logo, o seu volume é 27y x h(y) x dy = 27y(1 — y)dy. Integrando sobre todas as
cascas, com y variando entre 0 e 1:

V(S)) = /O1 2ry(1 —y) dy. (10.5)

Exercicio 10.7. Verifique que os valores das integrais em (10.4) e (10.5) sdo iguais.

Consideremos agora o solido Sy obtido girando 7 em torno da reta de equagao = = 3.

Comecemos girando retangulos verticais:

I~y
S s

Ao girar o retangulo representado na figura em torno da reta x = 3, isto gera uma
casca de raio r(x) = 3 — z, de altura f(z) =2 — z e de espessura dz. Logo, o seu volume
é dado por 27r(z) X f(x) X de = 2w(3 —z)(2 — x)dx. O volume de S, é obtido integrando
com respeito a x, entre 1 e 2:

V(S) = /12 27(3 — 2)(2 — 2) dx.

Girando agora retangulos horizontais:



190 CAPITULO 10. APLICACOES

Ao girar em torno da reta vertical x = 3, o retangulo horizontal gera um anel, de altura
dy, de raio exterior R(y) = 2, de raio interior r(y) =3 — (2 —y) = 1 +y. O volume desse
anel ¢ dado por TR(y)? x dy — 7mr(y)? x dy. Logo, o volume de Sy é dado pela integral

V(Sy) = /01(7r22 —7(1+y)?)dy.

10.2.3 Exercicios

Exercicio 10.8. Considere a regiao R delimitada pelo grifico da func¢do y = senx, pelo
eizo x, e pelas duas retas v = /2, v = 7. Calcule a drea de R. Em sequida, monte uma
integral (nao precisa calculd-la) cujo valor dé o volume so sélido obtido girando R: 1) em
torno do eixo x, 2) em torno da reta x = .

Exercicio 10.9. Mostre que o volume de um cone de base circular de raio R e de altura
H € igual a 'V = %WRZH.

Exercicio 10.10. (Prova 3, 2010, Turmas N) Calcule o volume do sélido obtido girando
a regidgo R={(z,y): 1 <z <e,0<y < /xlnx} em torno da reta y = 0.

Exercicio 10.11. Considere a regido R delimitada pela pardbola y = 22, pelo eizo x e
pela reta x = 1, contida no primeiro quadrante. Para cada uma das retas abaizo, monte
uma integral (sem calculd-la) que dé o volume do sdlido obtido girando R em torno da
reta r, usando a) cilindros, b) cascas.

1. y=0, 3 ==l 5. x =1,

2. y=1, 4. =0, 6. v =—1.

Exercicio 10.12. Monte uma integral cujo valor seja igual ao volume do solido obtido
girando a regigo R (finita, delimitada pela curva y =1 — (z — 2)* € o eizo x) em torno
da reta y = 2.

Exercicio 10.13. Considere o sélido S obtido girando o grifico da fungao f(x) = cosh(x)

em torno da reta y = 0, entre x = —1 e x = +1. FEsboce S, e calcule o seu volume.

(Lembre que cosh(z):=%—.)
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Exercicio 10.14. Considere a regido R delimitada pelo grdfico da fungao f(x) = coswz,
pelas retas x = 5, x = 7, e pelo eivo x. Monte duas integrais, cujos valores ddo o volume
do solido de revolugio obtido girando R em torno 1) da reta x =, 2) da reta y = —1.

Exercicio 10.15. Um toro é obtido girando um disco de raio r em torno de um eizo
vertical, mantendo o centro do disco a distincia R (R > r) do eiro. Mostre que o volume
desse toro € igual a 2m*r?R.

10.3 Areas de superficies de revolucio

Suponha que se queira calcular a drea da superficie do sélido do inicio da Segao m (sem
os dois discos de frente e de tras), denotada A(S). De novo, aproximaremos a area A(.S)
por uma soma de areas mais simples.

Para decompor a area em areas mais elementares, escolhamos uma divisao a = xy <
xry < --- <z, =b, e para cada intervalo [x;_i, z;], consideremos o anel J; obtido girando
o segmento ligando (z;_1, f(x;_1)) a (z;, f(x;)) em torno do eixo x:

Ti—1 / \ X

Pode ser verificado que o anel J; tem uma area dada por

A(Ji) = W\/(ifz —xio1)? + (f(2:) = f(zio))?(f(zi) + fwi1)) - (10.6)

Quando Az; = x;—x;_ for suficientemente pequeno, e se f for continua, f(z;)+f(z;-1)
pode ser aproximada por 2f(z;). Logo, colocando Az; em evidéncia dentro da raiz,

A(J) = QWf(xi)\/l + <f(x") ;gi(x"‘l)f)mi | (10.7)

Quando Azx; for pequeno, o quociente ) pode ser aproximado por f’(z;). Logo,

(f(xz')—f(%'—l
Ax;
a area total pode ser aproximada pela soma de Riemann

zn:A(Ji) ~ i?wf(xz) L+ (f'(z))?Ax; .

i=1

Quando n — oo e todos os Az; — 0, a soma de Riemann acima converge para a integral

A(S) = /ab o )1+ (f/(x))? dx (10.8)
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Exemplo 10.9. Considere a superficie gerada pela rotacao da curva y = y/z em torno
do eixo x, entre v = 0 e x = 1. A sua area ¢ dada pela integral

A(S) :/01271'\/5,/14—(2\1/5)2dx:71'/01\/1+4xdx: %(53/2_1).

Exercicio 10.16. Prove ((10.6]).

Exercicio 10.17. Mostre que a drea da superficie de uma esfera de raio R € igual a
4R,

10.4 Energia potencial

(em construgao)

10.5 Resolvendo equacoes diferenciais

(em construgao)



Capitulo 11
Integrais improprias

A integral de Riemann foi definida naturalmente para uma funcao f : [a,b] — R continua,
como um limite de somas de retangulos. Nesta secdo estudaremos integrais de funcoes
em intervalos infinitos, como [0, 00) ou a reta inteira, ou em intervalos do tipo (a,b], em
que a fungdo pode possuir alguma descontinuidade (uma assintota vertical por exemplo)
em a. Tais integrais sao chamadas de improprias, e sao muito usadas, em particular no
estudo de séries (Calculo IT e CVV) e na resolucao de equagoes diferenciais (transformada
de Laplace, transformada de Fourier, etc).

11.1 Em intervalos infinitos

Consideremos para comecar o problema de integrar uma funcao num intervalo infinito,
f i a,00) — R. Vemos imediatamente que nao tem como definir somas de Riemann
num intervalo infinito: qualquer subdivisao de [a,00) contém um ntmero infinito de
retangulos. O que pode ser feito é o seguinte: escolheremos um nimero L > a grande
mas finito, calcularemos a integral de Riemann de f em [a, L], e em sequida tomaremos
o limite L — oo:

Defini¢ao 11.1. Seja f : [a,00) — R uma fungio continua. Se o limite

L—o00

/aoo f(@) da:= lim /GL f(z)dz, (11.1)

existir e for finito, diremos que a integral imprépria [.° f(x)dr converge. Caso
contrdrio, ela diverge. Integrais improprias para f : (—o00,b] — R se definem da mesma
maneira:

/_boo f(z) dz:= lim /_bL f(z)dx. (11.2)

L—o0

Exemplo 11.1. Considere f(z) =e™* em [0, 400):

/OOO e “dr = lim Le_"” dx = lim {—e‘x} é

L—oo Jo L—oo

= lim{l—e_L}zl,

L—oo

que ¢ finito. Logo, [5° e *dx converge e vale 1. Como e ® é uma fungao positiva no

intervalo [0,00) todo, o valor de [;° e *dx pode ser interpretado como o valor da area
delimitada pela parte do grafico de e™® contida no primeiro quadrante, pelo eixo = e pelo
eixo y:

193
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Ac
area= 1
Observe que apesar dessa area nao possuir limitacao espacial, ela é finita! o

Exemplo 11.2. Considere f(z) = L em [1, 00):

/Ooclx: lim Ld—x: lim {lnx}‘L: lim InL = o0.
1 1

X L= J1 @ L—oo L—oo

1
4z
area= 00
. ~ oo dr __ 7 7 . . ’ _ 1
Neste caso, a interpretacao de [ ¥ = oo é que a drea delimitada pelo grifico de f(z) = -
é infinita. o

Observagao 11.1. As duas fungoes consideradas acima, e~ e %, tendem a zero no in-

finito. No entanto, a integral impropria da primeira converge, enquanto a da segunda
diverge. Assim, vemos que nao basta uma fungdo tender a zero mo infinito para a sua
integral impropria convergir! De fato, a convergéncia de uma integral imprépria depende
de quao rapido a funcao tende a zero. Nos exemplos acima, e~ tende a zero muito mais
rapido ['| que % No caso, e tende a zero rapido o suficiente para que a area delimitada
pelo seu grafico seja finita, e % tende a zero devagar o suficiente para que a area delimitada
pelo seu gréfico seja infinita. °

Exemplo 11.3. Considere a integral imprépria

L 1 VL 1 VL
/ ——dx = 2/ du = {2 arctan u}
1 Vr(x+1) 1 w41 1

Tomando o limite L — oo,

/100 \/E(xqul)dx = QLILngo{arctan(\/z) — %} = 2{% — %} =7,

que é finito. Logo, a integral impropria acima converge, e o seu valor é

o[y

€

'Por exemplo, usando a Regra de B.H., lim,_,o0 S = limy—y00 % = 0.
xr
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A fungao integrada, numa integral imprépria, nao precisa ser positiva:

Exemplo 11.4. Considere [;° e *senz dz. Usando integragao por partes (veja o Exerci-

cio ,

o) L
/ e “senxdr = hm {—%e‘x(senx + cos x)}
0

{1 —e F(sen L + COSL)} =1

N =

L—oo

lim
0 L—

Logo, a integral converge. Apesar do valor % ser > (, a sua interpretacao em termos de
area nao é possivel neste caso, ja que x — e " senx é negativa em infinitos intervalos:

e Tsenzx

/ N

Exercicio 11.1. Estude a convergéncia das sequintes integrais improprias.

1. [ = 4. J5° cosxdx 7. [0 etsen(2t)dt
2. [°x?dx 5. 15 #5 8. [5oRe dy
oo dm oo dx x©

Exercicio 11.2. Se f : [0,00) — R, a transformada de Laplace de f(x) é a funcio
L(s) definida pela integral imprdpria

L(s)::/ e f(x)de, s>0. (11.3)
0
Calcule as transformadas de Laplace das sequintes funcgoes f(x):

1. k (constante) 2.z 3. senx 4. e

Exercicio 11.3. Estude f(z):= =57 Em sequida, calcule a drea da regiao contida no
semi-espaco x > 0, delimitada pelo grdafico de f e pela sua assintota horizontal.

Exercicio 11.4. Estude a fungio f(z):= Tier- Lm sequida, calcule a drea da regiao
contida no semi-plano x > 0 delimitada pelo grifico de f e pela sua assintota.

Intuitivamente, para uma funcao f continua possuir uma integral imprépria conver-
gente no infinito, ela precisa tender a zero. Vejamos que precisa de mais do que isso, no
seguinte exercicio:

Exercicio 11.5. Dé um exemplo de uma fungdo continua positiva f : [0,00) — Ry que
nao tende a zero no infinito, e cuja integral impropria [3° f(x)dzx converge.
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Exercicio 11.6. Considere a fungdo Gamma, definida da sequinte maneira:
Vz >0, F(z)::/oo x¥e " dr.
0

Verifique que I'(0) =1, I'(1) =1, I'(2) = 2, I'(3) = 6. Mostre que para todo inteiro n,

3
&
I

n-I'n—1).

Conclua que nos inteiros, I'(n) = nl.

. . d
11.2 As integrais /;° 7}

Consideremos as fungoes f(z) = x%,, onde p é um nimero positivo. Sabemos (lembre da
Secao [2.2.1)) que quanto maior p, mais rapido xip tende a zero (lembre sa Secao [2.2.1)):

Logo, ¢é razoavel acreditar que para valores de p suficientemente grandes, a integral
impropria [° i—;f deve convergir. O seguinte resultado determina exatamente os valores
de p para os quais a integral converge ou diverge, e mostra que o valor p = 1 é critico:

Teorema 11.1. Seja a > 0. Entdo

/oo d__]; {converge sep>1 (11.4)

diverge se p < 1.

Demonstragio. O caso critico p = 1 ja foi considerado no Exemplo (11.2)): para todo

a >0,
/ hm/ — hm lnL—lna}:oo.
L—oo

Por um lado, quando p 7é 1,
L1 o1 1
o 1 —p{LP1 B apl}

L dx x_p+1
Lembra que pelo Exercicio que se p > 1 entao p — 1 > 0, logo limy,_,., # =0,ea

integral
0 dx . L dx 1
/ — = lim —_— = < 00,

a ﬁ N —p + 1
aP LoooJa P (p—1)aP~!
logo converge. Por outro lado se p < 1, entdao 1 —p > 0, limy_,, % =00 e

0 dx . L dx
/ — = lim — =00,

xP L—oo Jqg P
isto é diverge. O]
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Exercicio 11.7. Estude as sequintes integrais improprias em fungdo do parametro o

1. [ 2. [ —t—da S

Vz zo2—3 (Inz)2%g

Exercicio 11.8. Fize ¢ > 0 e considere o solido de revolugdo obtido rodando a curva
Yy = xiq, x > 1, em torno do eizo x. Determine para quais valores de q esse solido tem

volume finito.

11.3 O critério de comparacao

Em geral, nas aplicagoes, a primeira questao é de saber se uma integral imprépria con-
verge ou nao. Em muitos casos, é mais importante saber se uma integral converge do que
conhecer o seu valor exato.

O nosso objetivo nesta segdo serd de mostrar como a convergéncia/divergéncia de
uma integral imprépria pode as vezes ser obtida por comparacao com uma outra integral

imprépria, mais facil de estudar. Comecemos com um exemplo elementar:
dx

Exemplo 11.5. Pela definigdo, estudar a integral improépria [;° significa estudar o

341
.. . L . , , ,
limite limy o f; wgl—il. Ora, calcular a primitiva de m%ﬂ ¢é possivel, mas da um certo

trabalho, como visto no Exercicio [9.23, Por outro lado, em termos do comportamento
em x para x grande, a fungao x31+1 nao é muito diferente da funcao ;13 Na verdade, para
3 ‘ : 3 1 1
todo x > 0, x° 41 é sempre maior que z°. Logo, Py =
o que se traduz, em termos de integral definida, por

/L dx /L dx
< —.
1 x3+1 N 23

Tomando o limite L — oo em ambos lados obtemos

© dx o dx
< —_ .
[ A (119

Logo, se a integral do lado direito de (L1.5) é finita, a do lado esquerdo € finita também.
Ora, a do lado direito é da forma [;° Z—x com p = 3 > 1. Logo, pelo Teorema ela

P

converge, portanto (T1.5) implica que [° -4 converge também.

341
Assim, foi provado com custo minimo que [;° 42

é menor que -3 no intervalo [1, 00),

a1 converge, sem passar pela prlmltlva
oo dx

de x31+1. O leitor interessado em calcular o valor exato de [; —541>» bodera usar a primitiva
obtida no Exercicio [9.23] o

Comparagao pode ser usada também para mostrar que uma integral diverge:

Exemplo 11.6. Considere [;° thxdx. Aqui, podemos lembrar da integral [;° %“’", que

diverge pelo Teorema As duas integrais podem ser comparadas observando que
Inx > 1 para todo x > 3 > e, logo 1“7“"” > % para todo x € [3,00). Logo, apds ter tomado

o limite L — oo,
© Inx o dx
[ s [
3 T 3 T

Logo, como a integral do lado diverge e vale +o00, a do lado direito também. o
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E importante ressaltar que o método usado acima funciona somente se as funcoes
comparadas sao ambas nao-negativas! O método de comparagao pode ser resumido da
seguinte maneira:

Proposigao 11.1. Sejam f, g : [a,00) — R continuas, tais que 0 < f(z) < g(x) para

todo x € [a,00). Entdo
/a f(z)dx S/a g(x) dx

Em particular, se [ g(x)dx converge, entio [.° f(x)dx converge também, e se
[ f(z) dz diverge, entao [.° g(x)dx diverge também.

Observacao 11.2. O método de comparacao é util em certos casos, mas ele nao diz
qual deve ser a funcao usada na comparacao. Em geral, a escolha da fungao depende da
situacao. Por exemplo, a presenca de 2° no denominador levou naturalmente a comparar
x31+1 com x—lg,, cuja integral improépria é finita. Portanto, para mostrar que uma integral
improépria [ f(z) dx converge, é preciso procurar uma fungao g tal que 0 < f(z) < g(x)
e cuja integral improépria ¢é finita; para mostrar que [;° f(z) dx diverge, é preciso procurar
uma funcao h tal que f(z) > h(z) > 0 e cuja integral improépria é infinita. o

Exercicio 11.9. Quando for possivel, estude as sequintes integrais via uma comparacao.

1. foo xQdiz 9. fo 2x2+1 8. foo §4I}d
2. fl :Ex—i—l = d
6 f _ 9 floo ac2+1;3i-senxdl,
3. J5° 1 -
) 7. 0 Yt dy
4. [0 2= do 10. ¥ e~ M2) dy

Consideremos agora um resultado contraintuitivo, decorrente do manuseio de integrais
impréprias:
Exemplo 11.7. Considere o sélido de revolugdo obtido rodando o grafico da funcao
flz) = xiq em torno do eixo x, para © > 1 (o sdlido obtido é as vezes chamado de
“vuvuzela”). O seu volume é dado por

0 g
V = / wf(x :L‘—7T/1 prl

que ¢é convergente se p > %, divergente caso contrario. Por outro lado, como f'(z) = 4,
a area da sua superficie é dada por

A:/l 27rf($)\/1—|—f’(x)2dx:27r/1 ;de

Como /1 + 2(q+1) > 1, temos A > 27 [° 7 dz " que é divergente se ¢ < 1. Logo, é inte-

ressante observar que quando % <qg<1o0 sohdo de revolugao considerado possui um

volume finito, mas uma superficie infinita. o
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11.4 Integrais improéprias em R

Integrais impréprias foram até agora definidas em intervalos semi-infinitos, da forma
[a, 00) ou (—o0, b].

Definicao 11.2. Seja f : R — R. Se existir um a € R tal que as integrais improprias
[ swar, [ pwya

existem, entdo diz-se que a integral impropria [°7 f(t)dt converge, e o seu valor é
definido como

| ryde= /“oo £(t) dt+/a°° £t dt .

—00 —

Exercicio 11.10. Mostre que a fungdo definida por

1‘2
e 2dr, t>0

g(t)::\/;_m /o:o

¢ bem definida. Isto é: a integral imprépria converge para qualquer valor de t > 0. Em
sequida, mostre que g é constante[7].

?Pode ser mostrado (ver Célculo III) que essa constante é 1.

11.5 Em intervalos finitos

Consideremos agora o problema de integrar uma fungdo num intervalo finito, por exem-
plo da forma ]a,b]. Aqui, suporemos que f :Ja,b] — R é continua, mas possui uma
descontinuidade, ou uma assintota vertical em a.

A integral de f em ]a,b] serd definida de maneira parecida: escolheremos um e > 0,
calcularemos a integral de Riemann de f em [a + €,b], e em seguida tomaremos o limite
e— 0F:

Defini¢ao 11.3. Seja f :]Ja,b] — R uma fungao continua. Se o limite

/ab f(z) dx:= lim b f(z)dx (11.6)

+ e—0t ate

existir e for finito, diremos que a integral imprépria [’ f(x)dr converge. Caso
contrdrio, ela diverge. Integrais improprias para [ : [a,b) — R se definem da mesma
maneira:

/ab_ f@)dwi=Tim [ f(z)dz. (11.7)

64)0+ a

Exemplo 11.8. A funcao ﬁ ¢ continua no intervalo ]0, 1], mas possui uma assintota

vertical em z = 0.



200 CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS

—_
€ 1

Para definir a sua integral em |0, 1], usemos uma integral imprépria:

1 dx
/ ' e—>0+/ \/_ el—lgl+ 2\/_}

Assim, apesar da funcdo tender a +o0o quando x — 07, ela delimita uma drea finita. ©

—265%{1—\/2}:2.

Exemplo 11.9. Suponha que se queira calcular a area da regiao finita delimitada pelo
eixo z e pelo grafico da fungao f(z) = z(Inz)? (essa fungdo foi estudada no Exercicio

8.6):
V\ z(Inz)?

| 1

Como f(x) ndo é definida em = = 0, essa area precisa ser calculada via a integral improépria

1 1
/+ r(Inz)?dr = lim [ z(Inz)’dz.
0

e—0t €

A primitiva de z(Inx)? para z > 0 j4 foi calculada no Exercicio [9.20} logo,

1
2

1_ 1.2 1 1
=1—1&(ne)’ + 1% lne— Le

1
/ r(Inx)*dr = {éxQ(lnx) 1’ lna+1 2}

€

Pode ser verificado, usando a Regra de B.H., que lim._o+ ¢?(In€)? = lim_,o+ €2 Ine = 0,
logo
! 2 d 1
/mx(lnx) r=7.
o

Exercicio 11.11. Estude as integrais improprias abaixo. Se convergirem, dé os seus
valores.

Ly A5 2. Jor g da 3. Jo% v




Apéndice A

Solucoes dos exercicios

Capitulo

1.1 . S = {0} (2 . = {£1} (3 . Observe primeiro que 0 néo é solu(;ao (a divis@o por zero no lado esquerdo nédo
é nem definida). Assim, multlphcando por z e rearranjando obtemos z? + x — 1 = 0. Como A = 5 > 0, obtemos
duas solugdes: S = {#} (Obs: o ntmero 1"2'f = 0.618033989... é as vezes chamado de razdo Aurea. Veja
http://pt.wikipedia.org/wiki/Proporgdo_aurea) Para ter (z + 1)(xz — 7) = 0, é necessario que pelo menos um dos
fatores, (z + 1) ou (z — 7), seja nulo. Isto é, basta ter x = —1 ou z = 7. Assim, S = {—1,7}. Obs: querendo aplicar a

. —bt/b2—4.
férmula ¢ = M

—6x —7 =0, calcular A = (—=6)2 —4-1-(=7) = 64, ¢ obter S = {7( 62:t\ﬁ} {—1,7}. Mas além de mostrar uma
falta de compreensdo (pra que expandir uma expressdo ja fatoradal?), isso implica aphcar uma férmula e fazer contas, o
que cria vérias oportunidades de errar!) . S = R (qualquer z torna a equagdo verdadeira!) @ S ={0,1} @ S=0

%} @ S = {%‘/ﬁ} 1.3 Resposta: ndo. Sejam a e b os catetos do tridngulo. Para ter uma 4rea de 7, é preciso

de qualquer jeito, um aluno com pressa pode querer expandir o produto (z 4+ 1)(z — 7) para ter

ter a—b = 7. Para ter um perimetro de 12, é preciso ter a + b+ va? + b2 = 12 (o comprimento da hipotenusa foi calculada

com o Teorema de Pitdgoras). Essa ultima expressdo é equivalente a 12 —a — b = va? + b2, isto é (tomando o quadrado
em ambos lados) 144 — 24(a + b) + 2ab = 0. Como b = %, esta equacdo se reduz a uma equacao da tUnica incognita a:

6a2 —43a + 84 = 0. Como essa equacio tem A = —167 < 0, ndo existe tridngulo retdngulo com aquelas propriedades. 1.4
A=1[-2,2], B=[0,1), C = (ooo)D_@E ]RF_{l}G_{O}H—R+ 1.5 ([@ (—1,00) @ (—o0, 3] @)
(—%,oo) 14) (0,00) (5) (—o0,—1] U [1,00) @ %} 1%} R @ U [1,00) Obs: aqui, um erro comum ¢é de comegar

dividindo ambos lados de & < z? por z, o que da 1 S z. Isso da somente uma parte do conjunto das solugdes, [1,00),
porque ao dividir por z, é preciso considerar também os casos em que z é negativo. Se x é negativo, dividir por z d4 1 > «
(invertemos o sentido da desigualdade), o que fornece o outro pedago das solugdes: (—oo,0]. (—00,2) U (3,00) (11)
(—o0, —7] U {0} (—1,41) U (2, 4+00) [0, +o0[ S = (—o0,—1] U (1, 3]. Cuidado: tem que excluir o valor z =1
para evitar a divisdo por zero e a inequacgdo ser bem definida. Primeiro observemos que os valores ¢ = 0 e x = —2
sao proibidos. Em seguida, colocando no mesmo denominador, queremos resolver ﬁ > 0. Isso é equivalente a resolver
z(xz + 2) > 0, cujo conjunto de solugdes é dado por (—oo, —2] U [0,00). Logo, S = (—o0, —2) U (0,00) (tiramos os dois
valores proibidos). (@) S = (—o0,0) U (2, 00). S = (—o0, —2] U0, %] U[3,400). 1.6 Um sé: n =1. 1.7 Resolvendo
0 < 2z — 3 obtemos S1 = [2,00), e resolvendo 2z — 3 < z + 8 obtemos Sy = (—o0,11]. Logo, S = S1 NSy = [%,11] é
solugdo das duas inequagées no mesmo tempo. Mas esse intervalo contém os primos p = 2,3,5,7,11. Logo, a resposta é:
5. 1.8 A expressdo correta é a terceira, e vale para qualquer x € R. A primeira estd certa quando = > 0, mas errada
quando z < 0 (por exemplo, y/(—3)2 = V9 = 3(# —3)). A segunda também est4 certa quando = > 0, mas /Z nio é nem
definido quando = < 0. 1.9 (1) Observe que como um valor absoluto é sempre > 0, qualquer x é solugao de |z + 27| > 0.
Logo, S = R. Como no item anterior, |z — 2| > 0 para qualquer z. Logo, ndo tem nenhum z tal que |z — 2| < 0, o
que implica S = @. Para ter |2z 4+ 3| > 0, a ﬁnlca possibilidade é de excluir |22 + 3| = 0. Como isso acontece se e
somente se 2z + 3 = 0 isto é se e somente se x = —3, temos S = R\ {— } = (—o0, —%) U (—%,—i—oo). Considere
primeiro o caso em que 3 —z > 0 (isto é x < 3). A 1nequa§ao se torna 3 < 3 —z, isto é z < 0. Logo, S1 = (—00,0). No
caso em que 3 —x < 0 (isto é z > 3)7 a inequacdo se torna 3 < —(3 — x), isto é z > 6. Assim, S = (6, +00). Finalmente,
S = SlUSQ—(OOO) 16, +00). S—Z@S— —2,v/2]. Observequepor,|z — 1] < 1 se e somente se
—1 < 22 —1 < 1. Assim, resolvendo separadamente as inequacdes —1 < 22 — 1 e 22 — 1 < 1 leva ao mesmo conjunto de
solugdes. (?77) S = (3,2) (2,4). 1.10 (1) <0sex < —5, >0se x > —5, nulase x = —5. (2) > 0 para todo = € R.
(3) > 0sex e R\ {5}, nulase z=5. > 0sex € (—oo, —V5) U (vV5,00), < 0se z € (—/5,V5), nula se & = £/5
>0sex € (—oo0,—8)U(2,6), < 0 se x € (—8,2) U (6,00), nula se z € {—8,6}. Observe que a expressdo ndo é definida em
T =2. @>Osez6( 1,1) 00), <Oseac<—1 nula se z € {—1,1}. 111.{(xy y >0}, @) {(z,y): 2 <0},
@ {(z,y) 2l < 3,1yl < { w—2}.{wy y—*5}@{(wy y—*5}@){(zy)0<x<2}.
{P = (z,y): d(P, (0, )) = (x, y) a?+y? = 1}, @i {P= ) d(P, (1, ~2)) < 2} = {(z,9) : (2 12+ (y+2)* < 4},
1.12R:( 381 100) -9). 113 (@ y==z @) y—l x = -3, .y-—%:ﬂ—i— 5 B y=2z+5 114

1
2
1

}
b=
= (6,

201



202 APENDICE A. SOLUCOES DOS EXERCICIOS

3

T2

1 ~

1.15 r’ .y =5z+10. vy = %x —9 1.16 Comecemos com um exemplo: considere a reta r1 de inclinagdo m; = %
que passa pela origem. Qual é a equacao da reta ro, perpendicular a r1, que passa pela origem?

T2\ Py y

g

\ P1 r

\
\
\

Observe que se P1 = (3,1) € r1, entdo o ponto P> = (—1,3) € ra, j4 que o segmento OP; precisa ser perpendicular a
OP>. Logo, a inclinagao de ry pode ser obtida usando o ponto P»: mgo = % —3, 0 que prova mg = 7%1' Esco-
lhendo qualquer outro ponto Py = (z,y) em 71, obterfamos um ponto P> = (—y, ), e ma seria calculada da mesma maneira.

Para uma reta de inclinagdo mi qualquer, podemos escolher P, = (1,m1) e P» = (—my, 1), assim mg = ﬁ

777% é sempre verificada. 1.17 ry e r4 sdo paralelas, e ambas sdo perpendiculares a r3. 1.18 C =(0,-1), R=3.
nao é c1rculo —1 néo e um quadrado . ) C = (3,0), R=3. (4) ndo é circulo: depois de ter completado o quadrado
obtemos (z + ) + (y + ) 1 , que ndao é um quadrado. (5) ndo é circulo: depois de ter completado o quadrado
obtemos (z + 1) +y? = O (que poderia ser interpretado como um circulo de raio R = 0 centrado em (—1,0)). @ nao é
circulo (22 — y? = 1 é uma hipérbole). 1.19 Durante uma hora e quinze minutos, o ponteiro dos segundos da 75 voltas.
Como uma volta representa uma distdncia percorrida (pela ponta) de 2 X 7w x 20 ~ 125.66 centimetros, a distancia total é
de ~ 9424.5 centimetros, o que corresponde a ~ 94.25 metros. 1.21

T _ V3 m _ 1 T _
. = seng = -5, COSg =5, tan3—\/§.
1
WERS
2 z_1 T _ V3 T L
‘ = senyg =35, COSy =57, tanG—\/g.
T :
2
_ d(tan B—tan a) . s = . . Lyon
1.22 H = “enatang 1.23 Todas essas identidades seguem da observacdo do circulo trigonométrico. Por exemplo, o
desenho
. B
'/,".
cos(m — ) cosa
mostra que cos(m — a) = —cosa e sen(m — o) = sena. Como consequéncia,
sen(m — «
tan(mr — a) = sen(r — @) = —tana.
cos(m — )

Deixemos o leitor provar as identidades parecidas com 7 + «. Por outro lado, o desenho
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sen(5 —a) . B
g :
s
S 3 w"
(SIE] =
| Q
Q 6%
cos «

mostra que cos(§ — @) = sena e sen(g — a) = cosa. Como consequéncia,

sen(Z — 1
tan(§ —a) = (7% ) =282 = cotana .
cos(3 —a) sena tana

1.25 (|1.26) segue de ) trocando 8 por —f e usando . Para provar (|1.27), basta usar (1.26) da seguinte maneira:

cos(a+ B) = scn(g —(a+ B))
=sen((Z —a)—B))

=sen(§ — a)cos B — cos(§ — a)sen 3

= cosacos3 —senasenf.

Para (1.28)),

tan(a + B) sen(a+ )  senacosf + cosasenf tan o + tan 3
an(a = = _ .
cos(a + B) cosacosf3 —senasen3 1—tanatanf

A ultima igualdade foi obtida dividindo o numerador e o denominador por cos acos 8. 1.26 As duas primeiras seguem das
identidades anteriores, com 8 = . A terceira obtem-se escrevendo:
2

sena =sen(25) = 2sen 5 cos § = 2tan § cos” § =tan g(cosa +1).

[N]]]

Serd que vocé consegue provar (|1.33)) somente a partir do circulo trigonométrico?
A dltima, (1.34), se obtem facilmente a partir de cos(a £ ). Observe que a relagdo (1.34) é a base da técnica
chamada 7ing modulation em musica eletrénica. 1.27 A inclinagdo é dada por tan60° = tan % = /3 (Exercicio .

Logo, a equacdo é y = v/3z — 1 — 2v/3. 1.28 Observe que boa parte das equagdes desse exercicio possuem infinitas
solugdes! As solugdes obtém-se essencialmente olhando para o circulo trigonométrico. S = {g + km, k € Z}.

S ={F £ k2r} U {‘% + k27} S={F *kn kel} S = {xkn} U {5 + 2kn}. Observe que z:=senx satisfaz

22 + %z —1=0,istoé z = % ou —2. Como o seno somente toma valores entre —1 e 1, senz = —2 néo possui solugdes. Por

outro lado, senx = % possui as solugdes { & +-k2} U{5T7T +k27}, como visto em . Portanto, S = {§ ik271'}U{5%7r +k27}.
@ S =15, %r] e as suas translagoes de £2km. @ S = (7, 37'") U (%r, %’) e as suas translacgoes de £2km. Rearranjando
obtemos sen(2z) = —%, o que significa 2z € {%’T + 2k7} U {“T” + 2kr}. Logo, S { + kn} U {117T + kn} @)

S ={kn ke L} U{Z +2kn k€ L} U{EE + 2kn k € Z}.

Capitulo

(@ D =R\{-8,5} @) D =R\{0} . D @ D=R@E) D= ]R\{O 131 (@) D =[1,00) (@) D = (—o0, —1]U[1, 00)

[1 o)\ {2} (ED D =R\ {+1} (I0) D = (-1,+1) (1) D = {1} (2 D [0,1) (Atencdo: é necessario que o numerador
eo denommador sejam bem definidos.) ( D R\ {Tr + km, k € Z} D =unido dos intervalos [k2m, + k27r} para
k € Z. D =R,. Observe que apesar da funcdo ser identicamente nula o seu dominio nédo é a reta toda. D = {0}
(e ndo D = o!). 2.2 (1) 22 ¢ limitada inferiormente (M_ = 0) mas nio superiormente: toma valores arbitrariamente
grandes quando x toma valores grandes. Nao-limitada. De fato, tanxz = zf)r;;, e quando x se aproxima por exemplo
de 7, senz se aproxima de 1 e cosz de 0, o que dd uma divisdo por zero. (Dé uma olhada no gréfico da fungéo tangente

:le+1 >0=M_, ecomo z2+1 > 1, ternosgg#_*_1 < % =1= M. ¢
Limitada inferiormente (M_ = 0), mas ndo superiormente: 0 dominio dessa fungéo é (—o0, 1), e quando < 1 se aproxima

de 1, /1 — x se aproxima de zero, o que implica que \/t toma valores arbltrarlamente grandes. Observe que o

mais longe no capitulo.) E limitada:

denominador x3 — 22 4+ x — 1 se anula em = = 1. Logo, o dominio da fungao éR \ {11} Fatorando (ou fazendo a divisdo),
22 — 22+ 2 — 1= (z —1)(22 4+ 1). Portanto, quando = # 1, 5 ;;j_x T = o 1)@ = 21+1 Como x21+1 ¢é limitada

(item . s m ¢é limitada. @ Nao-limitada. Apesar de senz ser limitado por —1 e +1, o
arbitrariamente grandes. 2.3 flzy)=-1,D=R f(z) =—/81—(z—5)2—4, D =[-4,14]. f(z) =v25 — 22,
—4,4) @ f(z)=-Vv25—22, D=1(0,5] 2.4

“z” pode tomar valores
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*—0
[9@ L) .
" . j(z)
f(x)
b
*—0
*—0
2.5 A primeira curva é o grifico da funcdo f(z) = —1sez <1, f(z) =2 —xz se x > 1. A segunda ndo é um grafico,

pois os pontos f% < z < 0 tém duas saidas, o que ndo é descrito por uma fun¢do (lembra que uma fungdo é um me-
canismo que a um entrada z do dominio associa um (4dnico) nimero f(z)). No entanto, seria possivel interpretar aquela
curva como a unido dos graficos de duas funcdes distintas: uma fungdo f com dominio (—o00,0], e uma outra funcdo
g com dominio (—— oo) A terceira é o gréfico da fungao f(x) =0sexz € Z, f(zx) = 1 caso contrario. 2.6 () E

par: f(—z) = (796)37(71)5 = 7<z3715) = f(z). E par: f(—z) = \/1—(—2)2 = VI—22 = f(z). E im-
par: f(—z) = (—xz)%sen(—z) = z?(—senz) = ff(z) E par: f(fx = sen(cos( :1:)) = sen(cosz) = f(z). (B) E
fmpar: f(—z) = sen(sen(—z)) = sen(— senzx) = —sen(sena:) = (&) E p (—z) = (sen(—x))? — cos( z) =
(—senz)? — cosxz = f(x). @ Néo é par nem impar, pois f(F ) f f(=7) = 0 . Como f(xz) = 0, ela é par e
fmpar. 2.7 (I) cresce na reta toda. (2) decrescce (estritamente) em (—oo,0], cresce (estritamente) em [0, 00) . ) decrescce
(estritamente) em (—oo, 0], cresce (estritamente) em [0, co). . cresce (estrltamente) na reta toda. . decrescce (estrita-
mente) em (—o0, 0), decresce (estritamente) em (0, c0). crescce (estritamente) em (—oo,0), decresce (estritamente) em
(0, 00). crescce (estritamente) em (—oo, %], decresce (estritamente) em [%, 00. (Sera mais facil resolver esse item depois
de saber esbogar o gréifico de z — 2, veja o Exemplo ) decrescce (estritamente) em (—oo, —1] e em [0, 1], cresce
(estritamente) em [—1,0] e [1,00). 2.8 Se a reta for vertical (x = a): g(z):=f(2a — x). Se a reta for horizontal (y = b):
g(z):=2b— f(z). 2.10

Observe que o periodo de f é m. Completando o quadrado, g(z) = —(z — %)2 + g:

9(x) (

Observe que a pardbola corta o eixo z nos pontos solu¢do da equagdo g(x) = 0, que sdo li\[ O gréafico da fungao h ja
foi esbogado no Exercicio [2.10] “ Mas aqui vemos que ele pode ser obtido a partir do grafico de |m| por uma translagdo de 1
para baixo, composta por uma reflexdo das partes negativas. Como i(x) é igual ao dobro de senz e j(x) a metade de senz,

AL AL AL AL
ARG/ SR S

2
Completando o quadrado do numerador: k(z) = %2)— = ﬁz’ — 1. Portanto, o grafico pode ser obtido a partir do
grafico de x%:

)

(1,-1)
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2.11 A trajetéria é uma pardbola. Resolvendo y(z) = 0 para x, obtemos os pontos onde a pardbola toca o chdao: z1 =0

. 2 A , Lo ~ - P
(ponto de partida), e 2 = % (distancia na qual a particula vai cair no chao). E claro que se o campo de gravitagdo é
mais fraco (na lua por exemplo), g é menor, logo x2 é maior: o objeto vai mais longe. Por simetria sabemos que a abcissa
2
. . 4. , . s v, ~
do ponto mais alto da trajetéria é . = 2 = %, e a sua abcissa é dada por ys = y(z«) = %?V Observe que Yy« ndo

depende de vy. O ponto (z«,y«) pode também ser calculado a partir da trajetéria y(z), completando o quadrado. 2.12

Se f(@) = 1— |e - 1], g(a) = o],

Logo, S = [0,1]. Para (), S = @. Se f(x) = |z% —1]| (veja o grafico do Exemplo[2.18)), vemos que S = (—v/2,0)U (0, v/2).

2.13 Tinta: Como a esfera tem superficie igual a 4712, temos T'(r) = 407r? (onde 7 é medido em metros). Concreto: Como

o volume é dado por V = %71’7‘3, o custo de concreto em fungdo do raio é C(r) = 407r3. Como a superficie s = 4772 temos
r = y/s/4m. Portanto, C(s) = 40m(;%)3/2. 2.14 Por definigéo, d(P,Q) = y/(a — 1)2 + (b+ 2)2. Como 2a + b = 2, temos

d(a) =/ %a2 —5a+ 10, e d(b) = V5b% + 5. 2.15 Perimetro: P(n,r) = 2nrsen(X). Area: A(n,r) = %nrQ sen(%). 2.16
Suponha que o cone fique cheio de dgua, até uma altura de h metros. Isso representa um volume de V(h) = %(ﬂ'hZ) x h
metros ctbicos. Logo, h(V) = (%)1/3. Assim, a marca para 1m?2 deve ficar na altura h(1) ~ 0.98, para 2 metros ciibicos,

h(2) ~ 1.24, etc.

z

47
L—z )2 = (L—x)?
27 - A7

2
a drea do quadrado é Z-. O circulo

2.17 Seja x o tamanho do primeiro pedaco. Como os lados do quadrado medem -

. I . L— [ . .
tem circunferéncia igual a L — x, logo o seu raio vale 2—;, e a sua area 7( . Portanto a 4rea total é dada

2 —z)2 p
por A(x) = Z- + (L4:) , e o seu dominio é D = [0, L]. 2.18 Seja a o dngulo entre AB e AC. Area: A(a) = sen § cos § =
%sen a, com D = (0, 7). Logo, (olhe para a func¢éo sen ), a drea é méxima para o = % 2.19 A 4rea pode ser calculada
via uma diferenca de dois triangulos:

r:y=xz+1

A(t):ﬁ+t—§

Ry

t t

1 —t—

2.21 Como f(9(x)) = 7z, 9(f(2)) = 27, temos (Fo9)(0) =1, (g0 £)(0) =1, (fog)(1) = , (g0 f)(1) = 5. Como
Fa(h(@)) = 55z © h(f(9@)) = o + 1, F(g(h(=1) = 1, h(f(g(3)) = 1. 2.22 (I) sen(2¢) = f(g(a)), onde
g(z) = 2z, f(z) = senz. Sciz = f(g(z)), onde g(z) = senz, f(z) = % 13) sen(%) = f(g(z)), onde f(x) = senuz,
g(z) = é ﬁ = f(g(h(x))), onde f(z) =z, g(z) = %, h(z) = tanz. 2.23

\/
=
Il

2+ 7 sex >0, 20 4+4 sex >3,
(go f(x) =< 22 se —V3<x<0, (fog)x)=<z+3 se0<z<3,
222 + 1 sexS—\/g. z2 sex <O0.
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224.Im —Rl(f: —1,3], () Se p > 0 entdo D = R e Im(f) = R. Se p < 0 entdo D :R\{O}e
m(f) = R\ {0} (# Im(f) [ooo)sep>01(f) (Ooo)sep<0 @) Im(f) = R\ @m( = (0, 00), (7
if) = [1oo) @ I = (oo 1 @ ) —[-1.e0) @ —R,.I = T @ i < 001
I ()7—375,.Im(f)7[—7 \FLIm 01] Defato O<‘§§1 Melhor seyG(Ol]entéo

. . = /1
y= ﬁ possui uma tUnica solucdo, dada por x = Ty Im(f) = (—o0, 75) U1, 00).

Para as fungdes do Exercicio 2.4} Im(f) = (0,00), Im(g) = (—00,0], Im(h) = Z, Im(i) = [0,1), Im(j) = [0,00). 2.25
Se trata de achar todos os y € R para os quais existe pelo menos um z € R tal que f(z) = y. Isso corresponde a resolver a

4/ 2542
equagdo do segundo grau em z: yz? — 2z + 25y =0. Sey =0, entdo 2 =0. Se y #0, x = 1EvVI-25y7 , que tem solucao se
e somente se |y| < % Logo, Im(f) = —%, 3} O ponto y = 0 é o tinico que possui uma tnica prelmagem qualquer outro

ponto de Im(f) possui duas preimagens. Isso pode ser verificado no gréafico:

il

(S

2.26 Observe que se ¢ € (—1,0), entdo f(z) € (0,1). Por outro lado, se y € (0,1), entdo existe um tnico = € (—1,0) tal

que f(iﬂ) =Y T =y 1_y2. L0g07 f_l : (0’1)_> (_170)7 f_l(m) =—V1—$2.

@)

f(=z)

1w

2.27 O gréfico de 35 é o de 1 - transladado de uma unidade para a esquerda. O COIlqultO imagem é (0, 00). De fato, para
todo y € (0,00), a equag&o y= mTrl possui uma solucdo dada por x = % Logo, f~1:(0,00) = (—1,00), f~1(z) = I_T“
2.28 Para verificar que f~!(—y) = —f~1(y), usemos a definigio: seja = o tnico x tal que f~!(—y) = x. Pela definigio
de funcdo inversa ((f o f~1)(y) = y), aplicando f temos —y = f(z). Portanto, y = —f(x) = f(—=z) (pela imparidade
de f). Aplicando agora f~1 obtemos f~1(y) = —=z, isto é, * = —f "1 (y). Isso mostra que f7l(—y) = —f~ 1(y). 2.29

Exemplos: (1) f(z) = bz fl@) =a+ (b—a)x f(z) = tan Sz, ou f(z) = = 1)2 -1 . 4) f(z) = tan( (z — l))
2.325 = 1+f,+oo)S = [O,l]S = {—g} 2.33 Por definigao, seny = % Logo, cosy = —H/l—senzy = é
(a raiz positiva é escolhida, j& que y € (0,5)). Portanto, tany = %. 2.34 . [—1,1], . [75, 50 -1,1), .
(—o0, —%] U [%,—i—oo). 2.35 Seja A a posicao do topo da tela, B a sua base, e Q o ponto onde a parede toca o chao.
Seja a o angulo APQ e 8 o dngulo BPQ. Temos tan o = %, tan 8 = % Logo, em a): 6(x) = arctan% — arctan % Em b),
0(x) = arctan gfarctan % 2.36 (1) z = % x=+3+1 T = % T = @ 2.37 (1)) cos(2arcos z) = 2 cos?(arcos ) —
1 =222—-1 (@) cos(2arcsinz) = 1—2sen? (arcsen x) = 1—222 ([B) sen(2arcos z) = 2sen(arcos z) cos(arcos ) = 2zv/1 — 22

_ 2 _ _ 2z4/1—x2
cos(2arctanz) = 2cos®(arctanz) — 1 = 1+x2 5) sen(2arctanz) = 1+x2 (6) tan(2arcsenz) = = 5.z~ 2.38 Chamando
o = arcsenz, 3 = arcos z, temos = sena, & = cos 3:
8 &

Capitulo

3.1 Todos os graficos podem ser obtidos por transformagoes de 2%, 3% e (%)I
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31—1
3\
()"
1
1-2"%
T
3
_(E)\z\
2 (1) S = {0,2}. (2) Tomando a raiz: 2* = 44, mas como a fungéo exponencial somente toma valores positivos, 2% = —4

nao possui solugoes Logo S ={2}. ( Escrevendo a 1nequa§ao como 2%+ < 24 vemos que S = {z : z+1 < 4} = (-0, 3].
@ S =(-2,00). ) S=(—00,0)U( 1oo @ s= log202,oo) 33Sez—loga( Y), entdo z satisfaz a* = z¥. Por (3.5),
podemos sempre escrever £ como r = aloga , 0 que permite escrever x¥ = (aloga VY = q¥ loga © - Assim temos a® = a¥1°8a @
o que implica z = ylog, x. Se z = loga z entao

log, =
z_ T _amem log, x—log, v
a” = = =a
Y aloga v

logo z = log, x —log,y. 3.4 log,16 = 2, log, 1 = 0, log, Tlfi = —4, log1 8 = —3, 721°875 = 25, 3.5 Se N(n) é o

2
nimero de baratas depois de n meses, temos N(1) = 3-2, N(2) = 3-2-2, etc. Logo, N(n) = 3-2". No fim de julho se
passaram 7 meses, logo sdo N(7) = 3 - 27 = 384 baratas. No fim do més seguinte sdo 384 x 2 = 768 baratas. Para saber
quando a casa terd mais de um milhdo de baratas, é preciso resolver N(n) > 1000000, isto ¢, 3 - 2™ > 1000000, que d&
n > log,(1000000/3) = 18, 34..., isto é, no fim do 19-ésimo més, o que significa julho de 2012... 3.6 D = (—2,00)
D = (—00,2) Para logg(1 — x2) ser definido, precisa 1 — z2 > 0, que d4 (—1,1). Por outro lado7 para evitar uma
divisdo por zero, precisa logg(1 — x2) # 0, isto é, 1 — x2 # 1, isto é, © # 0. Logo D= (-1 (0,1). D = (0,7]
* 1

=(0,8) [6) D= (—%,00) D=R; 3.7 () sS={-3}, @ 5={997}, @) 5=A0, 1}, s {1;’1%)2‘;5}, S =,

@ S = {7%3}. S = (—o0,—1), (§ . S =(-1,0)U(2,3), 3.8 As populagdes respectivas de bactérias depois de n horas

n
sd@o: Ng(n) = 123456 - 324, Np(n) = 20 - 2". Procuremos o n. tal que N4(n) = Npg(n), isto é (o logaritmo pode ser em

qualquer base):
It 123456 — 1 20
n. = 210 O80T _ 1348...
logi92 — 55108103

Isto é, depois de aproximadamente 13 horas e meia, as duas colénias tém o mesmo nimero de individuos. Depois desse

instante, as bactérias do tipo B s@o sempre maiores em numero. De fato (verifique!), Na(n) < Np(n) para todo n > ns.
3.9 Sey € R* | procuremos uma solugdo de y = 33251,2. Essa equacao se reduz a (3””)2+2-3“"c —y=0,isto 6 3% = —1+/1+y.
Como y > 0, vemos que a solugdo positiva d4 uma Unica preimagem z = logs(—1 + +/I+y) € R. Logo f é uma bijegdo e
ft: R% — R é dada por Fl(y) =logg(—1++vT+y). 38.10 (1) Se r = 5%, Cr, = Co - 1,05™. Logo, seu eu puser 1000
hoje, daqui a 5 anos terei C5 ~ 1276, e para ter 2000 daqui a 5 anos, preciso por hoje Cy ~ 1814. Para por 1 hoje e ter
um milh&o, preciso esperar n = log1’05(1000000/1) ~ 283 anos. Para ter um lucro de 600 em 5 anos, comecando de

1000, preciso achar o  tal que 1000 4+ 600 = 1000(1 4 r/100)5. Tsto & r = 100 x (102" _ 1) ~ 9,8%. 3.11 (1) Um
pacote de 500 folhas A4 para impressora tem uma espessura de aproximadamente 5 centimetros. Logo, uma folha tem uma
espessura de Eg = 5/500 = 0,01 centrimetros. Como a espessura dobra a cada dobra, a espessura dep01s de n dobras é de
Ey, = Ep2™. Assim, Fg = 0,64cm, E7 = 1.28cm a) Para ter E, = 180, sdo necessdrias n = 10g2 001 01 ~ 14 dobras. b) A
distancia média da terra & lua é de D = 384’403km. Em centimetros: D = 3,84403 x 101%cm. Assim, depois da 41-ésima
dobra, a distancia terra-lua ja é ultrapassada. Observe que depois desse tanto de dobras, o a largura do pacote de papel é
microscépica. 3.12 Se uma fonte é de 120dB, a poténcia P que ela produz se acha isolando P em 120 = 10 - loglO(TIDin)7

oquedd P = 10_2W/m2. Como duas fontes produzem o dobro da poténcia, isto é 2P, o que representa

2P
L=10- logm(P

min

) =120 + logy 2 ~ 120.3dB

21n2
3.13 Para ter Ny = 20, significa que e T = 1. Isto é: T = . Depois de duas meia-vidas, Nop = Noe AN = %

(> 0: logo, duas mela—v1das nao sao suﬁmentes para acabar com a substancial). Para quatro, Nyp = %. Depois de k
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meia-vidas, Nyp = Do, depois de um ntmero qualquer de meia-vidas, sempre sobre alguma coisa... Para o uranio 235, a

2k
99.10-10 9_110,10, isto é aproximadamente: 700 milhdes de anos. 3.14 (1)) S = {—e?} (2) S = {£1} Obs: aqui,

se escrever In(z?) = 2Inx, perde-se a solugio negativa!l Lembre que In(z¥) = yInx vale se = é positivo! Entdo aqui poderia
1

escrever In(z2) = In(|z|?) = 21n |z|. S—{efg—l}.S—QS: @S— ,2 @S:( oo—l)U( é,oo)

SZ(—OO,—%)U(27 @57{ 5,—2,—1 2}5 (0,e71U[L, +o0) 315.Nemparnem1mpar Nempar

nem impar (aqui, tem um problema de dom1n10 o dominio do In é (0, 00), entdo nem faz sentido verificar se In(—z) = In(z)).

Par: e(—#)°—(= ”3)4 = ev? et Par. . fmpar. @ Par (cuidado com o dominio: R\ {0}) Par. 3.16 Sabemos

que o gréafico de é obtido transladando o de =5 de uma unidade para direita.
8 @ 1)2 P

meia-vida vale T' =

Ao tomar o logaritmo de g(z), f(z) = In(g(x)), é bom ter o grafico da fungdo Inz debaixo dos olhos. Quando z é grande
(positivo ou negativo), g(z) é préximo de zero, logo f(x) vai tomar valores grandes e negativos. Quando z cresce, g(z)
cresce até atingir o valor 1 em = = 0, logo f(z) cresce até atingir o valor 0 em 0. Entre z =0e z =1 (z < 1), g(x) diverge,
logo f(x) diverge também. Entre z =1 (x > 1) e z = 2, g(z) decresce até atingir o valor 1 em = = 2, logo f(z) decresce
até atingir o valor 0 em z = 2. Para = > 2, g(z) continua decrescendo, e toma valores que se aproximam de 0, logo f(z) se
toma valores negativos, e decresce para tomar valores arbitrariamente grandes negativos.

J

N

Observe que é também possivel observar que f(z) = —2In|z — 1|, e obter o seu grafico a partir do gréafico da fun¢ao In |z|!

3.17 Lembramos que y € R pertence ao conjunto imagem de f se e somente se existe um = (no dominio de f) tal que f(z) = y.

Ora ef—:l =y implica e* = 1— Para ter uma solugéo, é necessério ter —y > 0. E fécil ver que 7= > 0 se e somente se
e(—) _o— (=) e~ T _oT e’”—e*z

y € (0,1). Logo, Im(f) = (0,1). 3.18 Por exemplo, senh(—z) = 5 = &4 = —S=— = —senh(z).

Capitulo

4.1 Em cada caso, fixemos uma tolerdncia e > 0 e procuremos resolver uma desigualdade elementar. (1) Observe que

% > 0 para todo x > 0. Seja € > 0. Procuremos quais sdo os x > 0 grandes, positivos para os quais 0 < iﬂ < e

Resolvendo a desigualdade achamos: = > @. (2) Seja € > 0. Procuremos resolver 0 < -3 < ¢, queda z > \3[ (3) Observe
que 37% < 0 quando z for grande, positivo. Fixemos € > 0, e procuremos resolver —e S 3? < 0, e achamos = > 3 + %
4.3

Vamos mostrar que
2x — 1 2

im —. (A1)
Para isso fixemos uma tolerdncia e > 0 (arbitrariamente pequena), e verifiquemos que
2c—1 2 ‘
——|<e
3x+5 3|7
vale sempre que x for tomado suficientemente grande. Para comegar, calculemos o valor absoluto da diferenca:
2c—1 2 —-13 13 1
R
3z+5 3 3(3z +5) 3 3x+5
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Agora resolvemos a desigualdade (para x grande, positivo)

13 1
— €
33r+5 "

)

Deixamos o leitor tratar o limite £ — —oo. Usando um
longe da origem, se aproximam de %:

e achamos a solugdo: x > 13¢ — 15. Assim, provamos (A

computador, podemos verificar que de fato, os valores de ﬁ,

@) = 55

2
Yy=3
f(=)
x
T / T
2
4.4 Vamos mostrar que o limite é % Calculemos entdo ""”5;21 - %| = ﬁ Seja € > 0. Para ter ﬁ < €, podemos
2

tomar x > N, onde N = \/% Logo, como isso pode ser feito com qualquer € > 0, isso mostra que limg_, +o0 xsT}l = % 2)

Como a funcgio é constante e igual a 1 nos positivos, temos limg_, o f(z) = 1. Observe aqui que para qualquer tolerdncia
€ > 0, podemos sempre tomar o mesmo N, por exemplo N = 0. De fato, para todo z > 0, | f(z) — 1| = 0 < ¢, qualquer que
seja a tolerancia. Esse exemplo mostra que uma func¢do pode coincidir com a sua assintota. Como a funcao ¢ a divisdo
de 1 por um nimero grande, o limite deve ser zero. De fato, seja € > 0. Precisamos mostrar que

1
3 +sen? x

para todo z suficientemente grande. Mas como néo dé para resolver essa desigualdade (isto é: isolar o ), podemos comecar
observando que |7>,—r| < z%, e procurar resolver I% < e. Vemos que se © > N:=e1/3

1 , entdo essa desigualdade serd
x°+sen“

verificada, e | < €. Isso mostra que limgz—;o00 = 0. 4.5 Seja € > 0. Queremos mostrar que |ﬁ| <e

1 1
z3 #»scn2 x z3 +scn2 x
para todo x suficientemente grande. Como limg— o f(2) = +00, sabemos que se A = %, entdo existe N tal que f(z) > A
1
f(=
21

Como limg 40 a%q = 0 para qualquer ¢ > 0, usando (4.6) da limzqim{% + :%2 + z%} =0. limg— 400 xT =1
2
limg— + 00 :t;%l = —1. Colocando z3 em evidéncia e usando ,

para todo x > N (em particular, f(xz) > 0 para esses ). Mas isso implica também < % = €, 0 que queriamos. 4.7

N

R - | o BR+i+ L) o244+ L o
lim —— = lim — 7 = lim 71:7:2.
x—Foo 3 +x x—Foo 1‘3(1 + :cj) r—Foo 1+ v 1
1
lim 2002 _ 0 @ Colocando z* em evidéncia no denominador, z2 no numerador Lya? _ x? 21t Como
z—too A ) ) 2244 1+%-
z
4 /
22 — o0 e que a fracdo tende a 1, temos limg_s+ oo Lbet o, “limg— — 0o 2417 n3o0 é definido. Por outro lado,
d ¢ 2214 VT

colocando v/« em evidéncia,

VT +1 1+ 1
im YL o, Moy

r—r+o00 X T—r+00o 1

e N w2441
Lembrando que Vz? = |z| (Exercicio ), temos 422+1 = = 22 = % 4+ x% Como % =+1sez > 0,
= —1se x <0, temos limg_—s+c0 2l — +1. Como limg—s+00 1/4 + 3%2 =4 = 2, temos limz_ 400 7“49;% = £2. @ Do

T

mesmo jeito, Va2 + 3 = |z] /1 + z% Assim,

3r+2 oz 3+%
2 4 |zl 3 4
22 +3-4 Ioﬁl,/1+ﬁ_m

= +1, e que a razdo tende a 3, temos

Como limg s+ oo I%I

2 2
3x + ~ 43, lim 3x +

lim @ —— —_— = 3.
z—+oo Vx2 +3—4 z——o00 Va2 +3—4
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O limite £ — —oo néo é definido, e limz— 4 o 7% =1. . limg 4o II;EH =0 . limg 5400 VT2 +1 =

_ . 1 . 100 100
+oo (13) Como 5z = 277, temos limy— 400 557 = 0, limg— — o oo 5z = +00. | . 114) limg— 4 oo Zj;il = —o0, limg _ i7t71 =
0. 1| Prlmelro mostre (usando os mesmos métodos do que os que foram usados nos outros itens) que limgz 400 (14 L:;;l )=

1. Em seguida, observe que se z se aproxima de 1, entdo In(z) se aproxima de In(1) = 0. Logo, limz—s+o0 In(1 + xTng) =0.

Obs: dizer que “se z se aproxima de 1, entdo In(z) se aproxima de In(1)” presupde que a fungio In é continua em 1. Continui-
dade serd estudada no fim do capitulo. Escreve (1+€*) = e*(14+e~ %), logo % ln ne® | ln(1+e Do—14 1n(1+e oy
In(14e~7%) _— In(1+e®) -1
—_ — .

Mas limg— 00 , logo limg—s00 Por outro lado, In(1 + e*) — 0 quando r — —oo, logo

x
limgz—s — oo @ = 0. (17) Como limgz— 400 1

1 . ~
= = 0 temos, limg,tece> = e = 1. (18) “limy—to0sen?z” nio

x —x
existe. (19)) limg_y+oo arctanz = :I:g. (20) Por definigdo, senhz = % Para estudar x — oo, coloquemos e* em

T _ —x _ 2z _ . L.
evidéncia: £ 25 = vl 52 . Como € — co el —e 2% — 1 temos limg— 00 senhz = +00. Como senhz é impar,
i _ . _ . _ eT_e T _ P 176_2'7: _
temos hrnx_> oo senh x = —oo. . 21) limg—y 400 coshz = 400 Para estudar, x — oco: tanhx = e T oo =
=¢ —— logo limgy_s oo tanhz = +1. Como tanh é impar, limy_, o tanhz = —1. 4.8 Pelo gréfico de x — tanh z, vemos

1+
que V(t) cresce e tende a um valor limite, dado por

[ gk
Vibm = lim V() = /22 lim tanh( it)
t—o0 k t—oco m

Vimos no Exercicio @ que limg_s~ tanhx = 1. Portanto,

mg
Viim = 7 .

Observe que V (t) < Viim para todo ¢, entdo o paraquedista nunca atinge a velocidade limite, mesmo se ele cair um tempo
infinito!l Com os valores propostos, Vijm = 1/80-9,81/0.1 ~ 89m/s ~ 318km/h. 4.9 limg oo (7 — ) = —o0,
limg s — oo (7 — ) = 400. “limz—s 400 v1 — z” néo é definida, pois o dominio de /1 —z é (—o0,1]. limg—s o vV1 —2z =
+00. 1.} Como limzﬁioo r = +o00, € que cosz é limitado por —1 < cosz < 1, temos limg—y 400 © + cosz = Foo. (4)) —occ.
. ) 0. (6) +oo. @ —00 400 @ 5- Esse item (e o préximo) mostram que argumentos informais do tipo “z2 4+ 1 ~ z2

quando z é grande” ndo sempre sdo eficazes! De fato, aqui daria V22 +1—+vVz2 — 2z ~ V22 — V22 =0... . 3 . 111) Aqui
ndo precisa multiplicar pelo conjugado: pode simplesmente colocar y/= em evidéncia: v2x —vx + 1 = \/E(\@ —+/1+ %)
Como /T — o0 e V2 — 1+%—> 2—-1>0, temosf(\/»—\/1+1)—>+oo oo (Obs: podeobservarque

e? —e®® = 2 — 22 em que z = e®. Como z — oo quando = — 00, temos z — 22 — oo, como no item .) Como
Inz — In(2z) = —In 2, o limite é —ln2 . ) limz oo {lnz — In(x + 1)} = limg o0 In(3 1) =Inl1=0. 4.10 ( Para todo

x, —1 < cos(x? + 3z) < +1, logo 0 < W < z% Como 1—2 tende a zero, limg 0o W = 0. . Como
14sene

xr+senzx __ senx __ . cosT __ 2 : r+senz __

eoss = W, e como limg_s o0 =E = 0, limgz— 00 ot = 0 (mesmo método), temos que limgz_so0 eosa = 1.

Como —e™ % < e %senx S e T elimgsoo —€7% =limg 00 e% =0, o0 limite procurado vale 0. . ) Como 0 <z—|z] <1,
. — 2 t 2

temos hmz_>Oo % =0. (5) Como —% < %(chz) < ﬂ/ yelimy oo 1 = 0, o limite procurado ¢ 0. @ Para todo

sen x

2_,_4 R EW x2+4 =z3+a22+x+1.

4
=0,0 hrmtc procurado vale 1. 4.11 A divisdo da Iz_ll

x, — Como limg oo

a:2+4

=1 — 4. No caso geral,

x z"—1
z—1t 51

-1
cada um tende a 1, temos lim,_,;+ % =n. 4.12lim, o+ f(z) = lim,_,g+ 5 =0, lim, o f(z) = lim, ,q— 5 = 0.

Logo, como cada termo tende a 1, lim =z" 14...4z+1. Como sdo n termos e que

lim,_ o+ f(z) = lim,_,5+ 5 —2 = 3. lim,_,,— f(z) = lim,_,,— 5 =1, logo f é descontinua em = = 2. lim,_,5+ f(z) =
lim, ,5+5—x =0, lim,_,;— f(z) =lim,_,;— 5—2 = 0. 4.13 Escolha um ponto a € R qualquer. Como os racionais
diddicos sdo densos em R, existem infinitos diddicos xp > a, arbitrariamente préximos de a, tais que f(xp) = 1. Mas
existem também infinitos irracionais x; > a arbitrariamente préximos de a tais que f(zy) = 0. Portanto, f(x) ndo pode
tender a um valor quando z — at. O mesmo raciocinio vale para * — a~. Logo, a funcido f nio possui limites laterais em
nenhum ponto da reta. 4.14 limz_)%Jr flz) = limzH%_ f(z) =0, limm_%Jr f(z) = limzﬁ%_ f(z)=0. lim,_,;+ f(z) =1,
lim,_,,- f(x) =0. Paran € Z, lim,_,,+ f(z) =n, lim,_,, - f(z) =n—1. (Pode verificar essas afirmacdes também no seu
esbogo do Exercicio ) 4.15 0 0 (O limite é bem definido, no seguinte sentido: como /z é definida para z > 0, o
- . —4

limite somente pode ser do tipo = — 07.) 1 % 1 @ Sabemos que |§_4| =+1lsex >4, e=—1sex <4. Logo,
lim,_, 4+ ‘i:“ =+1, lim_ ,— |2:i‘ = —1, mas limy_,4 ‘;:i‘ nao existe. -1 —% @ Como Inz muda de sinal
em 1, é preciso que x tenda a 1 pela direita para vInz ser bem definida, e escrever esse limite como lim,_,;+ vInz = 0.
lim,_,,- VInx ndo é definido. |D Nao definido pois v — 2 nao é definido perto de x = —2. 4.16 No primeiro caso,
podemos comparar 0 < f(z) < para todo z. Logo, pelo Teorema limgz—0 f(z) existe e vale 0. No segundo caso,
lim,_,o- g(z) = 1imz_>07 lrfz =1, elim,_,o+ g(z) = lim,_,o+ sen(5 + x) = sen 5 = 1. Logo, limz—,0 g(z) existe e vale
1. 4.17 —4. (2) 6. . —5. . %. 0. @ % 4.18 Observe que quando x — —2, o denominador tende a 0. Para
o limite existir, a l'mica possibilidade é do numerador também tender a zero quando  — —2. Mas como 3z2 4 ax + a + 3
tende a 15 — a quando © — —2, a precisa satisfazer 15 — a = 0, isto é: a = 15. Neste caso (e somente neste caso), o limite
existe e vale

y 3z2 + 152 +18 . 3z +9)(z+2) . 3x49
1m =

= =-1.
z—-2 z224+2-2 a=-2 (z—-1)(z+2) 2m-2z-1
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4.19 (1) Como ta% = SGZI Coqz, temos hmzﬁo “’“”” =1. (2) Como f:% = cosz, temos lim,_,o SZEi =1. (3) Como
sen 2x

sen2z — 0 e cosx — 1, temos lim,;_o = 1 = 0 (ndo é um limite do tipo “O”) Como Sen2z — 2senx temos

2 cos T T cosT
. sen2x __
limg_yo 35557 = 2. Como

l—cos:vil—cosacl-i-cos;cil—cosQ;r 1 7(senx)2 1

3 = =

T x2 1+ cosx x2 1+cosz T 1+cosz’

2 2

temos lim; o 17;& = (1)2-% = % (B) +oo [@ lim,_o+ % =lim,_,o+ z%f) =0-1=0. 4.20“lim,_,,+ f(z) =
+00” significa que f(x) ultrapassa qualquer valor dado (arbitrariamente grande), desde que & > a esteja suficientemente
perto de a. Isto é: para todo M > 0 (arbitrariamente grande), existe um & > 0 tal que se a < z < a + 6, entdo f(z) > M.
Por outro lado, lim,_,,+ f(z) = —oo significa que para todo M > 0 (arbitrariamente grande) existe um 5 > 0 tal que se
a<z<a+id,entdo f(z) < —M. 4.21 5 1 (3) Foo Observe que enquanto z2 — 4 > 0, (\/27)2 = #

—2 _ 1 . —2 _ <~ . .
(,/z274)2 =1 € lim, , - ( /%274)2 = —00 @ —00 @ Nao é definido. lim;_, o+ sent = 400,

. 1 _ . t 1 1 _ ~ . 4 + 1 .
lim, ,g- o7 = —© @ lim, g+ 7 = lim;,_, o+ ot = 1. (10) N&o existe, porqué quando t — 0T, sen + oscila entre

Logo, lim,_,o+

t

+1 e —1, enquanto % tende a 4oc0:

1 1
(11) lim, o+ 9% = 400, lim,_,,— 9= = 0. (12) +oo (13) —oo (14) 1 (veremos mais tarde como calcular esse limite...)
4.22 A funcdo v — m, tem dominio [0,c), e a reta v = ¢ é assintota vertical:

my
lim m, = +oo
v—CcT
mo
v
c
4.23 Observe que limgz_y+o0 f(z) = +1, logo y = 1 é assintota horizontal. Por outro lado, lim,_,;+ f(z) = +oo e
lim,_,,- f(z) = —oo. Portanto, x = 1 é assintota vertical. Temos entdo: 1) o grafico se aproxima da sua assintota

horizontal em —oo, e ele tende a —oo quando z — 17, 2) o gréfico se aproxima da sua assintota horizontal em +o0, e ele
tende a +0o0 quando  — 11. Somente com essas informacdes, um esboco razoivel pode ser montado:

Observe que pode também escrever ifi = % + 1, logo o gréfico pode ser obtido a partir de transformagdes elementares

do gréfico de % 4.24 (1) D =R, sem assintotas. D =R\ {—-1}. Horiz: y =0, Vertic: z = —1. (3) D =R\ {3}. sem
assintotas. D =R\ {0}. Horiz: y = 2, Vertic: z = 0. D =R\ {-3}. Horiz: y = —1, Vertic: x = —3. @ D =R\ {0}.
Horiz: y = 1, Vertic: ndo tem. (7) D = (—o0,2). Horiz: n&o tem, Vertic: « = 2. (8) D =R\ {0}. Horiz néo tem, Vertic:
z=0. (% D=R\{0}. HOI‘lZ y = 0, Vertic: nao tem. D =R\ {0}. Horiz: y =0, Vertic: z = 0. D =R. Horiz:
y = 1, Vertic: néo tem. Para garantir 1 — 2 > 0, D (—1,1) Horiz: néo tem (j4 que o dominio é ( 1,1)...), Vertic:
T = —1 (porqué limz_>_1+ ln(l —22) = —00), x = +1 (porqué limijLlf In(1 — 22%) = —c0). D = (-1, 1). Horiz: ndo
tem, Vertic: * = —1, z = +1. (14) D = R\ {£1, 3}. Horiz: y = 0, Vertic: z = +1, x = 71 D = (-1,+1) \ {0}.
Horiz: ndo tem, Vertic: = = 0 (16) D =R\ {0}. Horiz: y = +1, y = —1, Vertic: z = 0. D= ,1). Horiz: néo tem,
Vertic: ¢ = —1, z = +1. D =R\ {0}. Horiz: y =1 (a direita), y = O (a esquerda), Vertlc T = 0 4.26 Por exemplo:
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2 2 . — .
1) = Gty on J(@) = iy + 7h5 — oy 427 [ Com zi=r — 1, limg 5050 = lima 0 2922 = 1. @) 3
(Escreve sex38) — sen3e) 32 ) @) Com zi=z + 1, limg—, 1 *2EE = lim, o 222 L = 1. (@) Com h:=z - q,
S5z
limg—q zz:gn = limy,_.9 W =na" L. Chamando t:=+/z,
x—4 12 —4 =2 +2) . (t+2)

lim ————— = lim = lim = lim = 3.
24T — T -2 t=2t2—t—2 t52(t—2)t+1) ts2(+1) 3

@ Com z::%7 temos (lembre o item (22)) do Exercicio } lim,_, o+ tanh% =lim,; ;oo tanhz = 41, lim__ ;- tanh% =

lim, , o tanhz = —1. (7) Com a mesma mudanca, lim_ _,,+ mtanh% = lim, 400 %tanhz =0-(+1) =0. 4.28 Pela
férmula (3.13) de mudanca de base para o logaritmo, log, (1 + h) = ln(hl]::h). Logo, por ({4.25)),
1 1+h 1 In(1+h 1
lim 8l th) 1 In(th) 1
h—0 h Ina h—o h Ina

Por outro lado, chamando z:=a®, x — 0 implica z — 1. Mas = = log,, 2, logo

.oa®—1 ooz—1 1
lim = lim = Tom 7 -
z—=0 z=1log, 2 limy_y —
Definindo h:=z — 1 obtemos lim,_,1 l(;g_alz = limy_,¢o w = ﬁ, 0 que prova a identidade desejada. 4.29 [e%S)

9] 0 9] 0@ 1 4.30 lim,_,, f(z) =lim,_,o- (22 +2) = 2, lim,_,o+ f(z) = lim,_,o+ (2% — 2) = —2, J4 que
esses dois limites laterais sdo diferentes, lim,y_,o f(z) ndo existe. lim, ,,— f(z) = lim, ,,— (2% —2) = 2. lim,_,,+ f(z) =
lim, ,54+ 2=2. Como lim,_,,— f(z) =lim,_,o+ f(x), limy_2 f(z) existe e vale 2.

T

2 ..
4.31 O ponto Q é da forma Q = (A\,A\?), e @ — O corresponde a A — 0. Temos M = (%, )‘7) E facil ver que a equagao
2 2
daretar éy= —%m + % + % Logo, R = (0, /\7 + %) Quando @ se aproxima da origem, isto é, quando A se aproxima de
0, A2 decresce, o que significa que R desce. Quando A — 0, R — (0, %) (Pode parecer contra-intuitivo, ji que o segmento
OQ tende a ficar sempre mais horizontal, logo o segmento M R fica mais vertical, & medida que Q@ — O.) 4.32

Como um setor tem abertura o, = 27", a area de cada tridngulo se calcula facilmente:
1 r2 r2
2 x = X (rcos 2n) x (rsen %) = — sen o, = — sen 2% |
2 2 n
2 2 2
2
Logo, a area do poligono é dada por A, =n X % sen 27" No limite n — oo obtemos
. . n 2 X 1 . sent
lim A, =r? lim —sen — = nr? lim 5. sen 27 — 7?2 lim =mr?.
n—00 n—oo 2 n n— 00 Tﬂ n t—0t+ t

4.33 (1) 32 % 20 1 @ —1 (7) Com a mudanga y =z + 1, % O@ —o0 00 (12)) % (Pois é, esse
limite é um pouco mais dificil. Calcularemos ele no Capitulo@ usando a regra de Bernoulli-’'Hépital.) (13)) :Fg Como
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sen ¢ continua em %, limg s oo sen(5 + ﬁ) =sen(Z +limz 400 ﬁ) =senZ = 1. 0 —% § %
0 1 1 4.34 Seja € > 0 e N grande o suficiente, tal que |g(z) — ¢| < € e |h(z) — ¢| < € para todo z > N. Para
esses x, podemos escrever f(z) —£ < h(x)—¢ < |h(z) —£] <€, e f(z)—L > g(x) —€ > —|g(x) — €| > —e. Logo, |f(z)—4| <e.

4.35 Como V1 —cos2z = Vsen2z = |senz| e z — |z| é continua,
. V1 —cosx . 1 | sen z| . sen x 1
lim = lim = [ lim ——) - | lim =—.
z—0 x| z—0+y/1+cosz |z z—0 /1 + cosz =0 T V2

(2) Como sen(a + h) = senacosh + sen h cos a, temos

h) — h—1 h
lim M :sena(lim L) +cosa(lim sen ) =cosa.

h—0 h h—0 x h—0 h

Escrevendo

3 —ad . 23 —ad 1
sen(Zx) T oz—a sen(Za)
Tr—«
3_.3 .
Jé calculamos limg o =5~ = 302, e chamando y:=Zx seguido por y':=y — T,
i ST sen) oy sen@ ) my senly) T
z—sa T —Q y— ;(y — ) a y’'—0 y’ ay' =0y «
Logo,
8 — o 9 T 3
lim ——— = (3a”)/(——=) = —=3a” /7.
e—a sen( 2 x) «a
Comecemos definindo ¢ tal que m — 3z = 3¢, isto é: t:z% —x:
. 1—2cosx . 172COS(%7t)
lim —— = lim ——
. sen(m —3z)  t—0 sen(3t)
Mas cos(§ —t) = cos 7 cost +sen g sent = %cost + ? sent,
. 1—2cos(§ —1t) . 1—cost . sen(t)
lim = lim - im
t—0 sen(3t) t—0 sen(3t) t—0 sen(3t)
1—- t 1 t 1 1 1
ST kLN SN § TR 1) B S SV L S
t—0 38%3# t—0 t 38%3# 3 V3

Se a > b, é melhor escrever a® + b* = a®(1 + (b/a)*), logo

L In(1 + (b/a)®
lim —In(a® +b”) =lna+ lim In(1 + (b/a))

Tr—00 T T —>00 x

=Ina.

O caso a < b se trata da mesma maneira. Obtemos:

1
lim —In(a® 4+ %) =

T—0o0 T

Ina sea>b,
Inb sea<b.

@ O caso n =1 é trivial: (zg + h)! =z + h. Quando n = 2, (wg + h)? = 22 + 2woh + h2, logo (veja o Exemplo [4.22)
h 2 _ .2
lim w = lim (220 + h) = 20 .
h—0 h h—0

Para n = 3,4,..., usaremos a fé6rmula do binémio de Newton:

(@o+h)" =af + (()ag " h+ (G)afh2 + o4 ([)ah R
onde (Z) = (n%k‘)'k' Portanto,

(aco-i—h}z"—ﬂtg _ (?)wgfl-&- (;L)z872h+~~-+ (Z)»Tgfkhkfl'i'“'-ﬁ'h"*l-

Observe que cada termo dessa soma, a partir do segundo, contém uma poténcia de h. Logo, quando h — 0, s6 sobra o

primeiro termo: (711)ng1 = nzgfl. Logo,

lim (iE() + h)n B 978 — n—1
h—s0 h 0

Esse limite serd usado para derivar polindmios, no préximo capitulo.
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Capitulo

5.1 Em qualquer ponto a # 0, os limites laterais nem existem, entdao f é descontinua. Por outro lado vimos que

lim,_,o+ f(z) =lim,_,,— f(z) = 0. Logo, limz_0 f(x) = f(0): f é continua em 0. 5.2 D =R, C =Rs«. 5.3 Considere

um a # 2. f sendo uma razao de polinémios, e Como o denumerador ndo se anula em a, a Proposi¢do @ implica que f é
_ 1 2

continua em a. Na verdade, quando = # 2, f(z) = a? 13€+2 = (&= z)<025 ) = g1, Logo, limz—s2 f(z) = limg_o(x—1) = 1.

Como 1 # f(2) = 0, f é descontinua em 2. Para tornar f continua na reta toda7 é so redefini-la em = = 2, da seguinte

maneira: R
x“—3x+2
{12 sex # 2,

1 sex =2.

Agora, f(z) =« — 1 para todo z € R. 5.4 Como limg_41 f(z) =1 —a e que f(1) =5+ a, é preciso ter 1 —a =5+a, o
que implica @ = —2. 5.5 Por um lado, como tanh - é a composicao de duas fungdes continuas, ela é continua em todo

0. Um raciocinio paremdo implica que g é continua em todo a # 0. Por outro lado, v1mos no item @ do Exercicio
7| que lim,,_, o+ tanh = = #£1, o que implica que f é descontinua em a = 0. Vimos no item (7)) do mesmo exercicio que

11mz%0i ztanh alc =0, logo limz 0 g(x) existe e vale g(0). Logo, g é continua em a = 0.

tanh 1 ztanh 1
xT xT

T N

—

5.6 (Esbogar os gréficos de f, g, h ajuda a compreensdo do exercicio).

Temos f(—1) =1, f(2) = 4. Como f é continua, o Teorema se aplica: se 1 < h < 4, o gréafico de f corta a reta
horizontal de altura y = h pelo menos uma vez. Na verdade, ele corta a reta exatamente uma vez se 1 < h < 4, e duas
vezes se h = 1.

Temos g(—1) = —1, g(1) = 1. Como g é descontinua em = = 0, o teorema néo se aplica. Por exemplo, o grafico de g
nunca corta a reta horizontal y = 1.

Temos h(0) = —1, h(2) = 1. Apesar de h néo ser continua, ela satisfaz & propriedade do valor intermediério. De fato, o
grafico de h corta a reta y = hy duas vezesse —1 < hy < 1l,eumavezse hy =1. 5.7a=1,b=3,c=+2. 5.8SecjayeR
fixo, qualquer. Como limg_, o f(x) = 400, existe b > 0 grande o suficiente tal que f(b) > y. Como limg_, o f(z) = —o0,
existe a < 0 grande o suficiente tal que f(a) < y. Pelo Teorema do Valor Intermediério, existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = y.
Isto implica que y € Im(f). 5.9 Considere lim,_,,— f(z). Chamando y:= — z, z — 0~ corresponde a y — 0F. Logo,

lim f(z)= lim f(-y)=— lim f(y)=-— lim f(z).
z—0t

z—0— y—0Tt y—0Tt

Portanto, para uma funcdo impar ser continua em 0, é preciso ter lim,_,y+ f(z) = f(0) = 0 (ndo pode ser L > 0).

Capitulo [6]

6.1 Se P = (a,a?), Q@ = (), A\?), a equagio da reta r’Q é dada por y = (A + a)z — aX. Quando A — a obtemos a equagio
da reta tangente & pardbola em P: y = 2ax — a?. Por exemplo, se a = 0, a equacdo da reta tangente é y = 0 se a = 2,
éy=4x—4,a=—-1,6y=—2x —1 (o que foi calculado no Exemplo . 6.2 Como z2 — z = (x — %)2 — 7, o graﬁco
obtém-se a partir do grafico de & — x2 por duas translagdes. Usando a definicdo de derivada, podemos calcular para todo

a:
fim {@ = F@) _ @ —a)— (e —a) 1im{M—1}:2a—1.
r—a

f'(a) =

T—a xr—a T—a Tr—a T—a

Aplicando essa férmula para a = 0, 5,1, obtemos f/(0) = —1, f’ (%) =0, f/(1) = +1. Esses valores correspondem as

) 27
inclinagbes das retas tangentes ao grafico nos pontos (0, f(0)) = (0,0), ( (5)) = (5, —i) e (1, (1)) = (1,0):

(a mesma do item anterior, pois o grafico de v/1+ x é o de y/z transladado de 1 para a

6.3 (@ f(1) =3 @ I
'(0) = N=—4,Fre=-3 64@y=32+9, @v=3 @v=3z+1,@y=-=a-2

esquerdal), . f'(o

Aww

(0) =
L@ f-
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y=—x+2 Observe que a fungdo descreve a metade superior de um circulo de raio 1 centrado na origem. As retas
tangentes sdo, em (—1,0): * = —1, em (1, —1): ndo existe (o ponto nem pertence ao circulo!), em (0,1): y =1, e em (1,0):
r=1. @ Mesmo sem saber ainda como calcular a derivada da fung¢do seno: y =z, y = 1. 6.5 Primeiro é preciso ter uma
fungdo para representar o circulo na vizinhanga de Pi: f(z):=v/25 — 22. A inclinagdo da tangente em P; é dada por

fl@) - f3) _ lim V25 — 2% — V16
2-3 o3 z—3
(25 —x2) — 16 o -84 x)

lim = lim ——— =
z=3 (z — 3)(V25 — 22 +V16) z—3 V25 — 22 + /16

1 (3) = hm

W

(Essa inclinagdo poderia ter sido obtido observando que a reta procurada é perpendicular ao segmento O P, cuja inclinagio é

% .) Portanto, a equacéo da reta tangente em P; é y = 77:1:+ 25 . No ponto Px, é preciso tomar a funcéo f( ):=—+v/25 — z2.
Contas parecidas dao a equacdo da tangente ao circulo em Pg y= 3:5 - 24—5.

Py
‘. n
‘

A reta tangente ao circulo no ponto P3 é vertical, e tem equagdo © = 5. Aqui podemos observar que a derivada de f em
a = 5 ndo eziste, porqué a inclinacdo de uma reta vertical ndo é definida (o que ndo impede achar a sua equacdo...)! 6.6
Se f(z) = v/, temos que para todo a > 0, f'(a) = %f Como a reta 8¢ — y — 1 = 0 tem inclinacdo 8, precisamos achar

um a tal que f/(a) = 8, isto ¢, tal que ﬁ =8 a= 256 Logo, o ponto procurado é P = (a, f(a)) = (ﬁ, 11—6) 6.7 Para
areta y = x — 1 (cuja inclinagdo é 1) poder ser tangente ao grafico de f em algum ponto (a, f(a)), esse a deve satisfazer

’(a) = 1. Ora, é facil ver que para um a qualquer, f’(a) = 2a — 2. Logo, a deve satisfazer 2a —2 =1, isto é a= 3 Ora,
g

a reta e a fungdo devem ambas passar pelo ponto (a, f(a)), logo f(a) = a — 1, isto é: (7) -2 5 +B8=3—1. Isolando
p=3.
Y y=a2—2x+ %
y=x—1

/ ’

Esse problema pode ser resolvido sem usar derivada: para a parabola y = 2 — 2z + /3 ter y = « — 1 como reta tangente, a
tnica possibilidade é que as duas se intersectem em um ponto sé, isto é, que a equacio 2 —2x+ 3 = = — 1 possua uma tnica
solugdo. Rearranjando: 2 — 3z + 8+ 1 = 0. Para essa equacdo ter uma unica solugéo, é preciso que o seu A =5 —48 = 0.
Isso implica 8 = §. 6.8 Seja P = (a l) um ponto qualquer do gréafico. Como f/(a) = 12 , a reta tangente ao grafico em
Péy=f'(a)(z— a) + f(a) = (ac —a) + <. Para essa reta passar pelo ponto (0,3), temos 3 = —a%(O —a)+ %, o que
significa que a = § Logo, a reta tangente ao graﬁco de 1 no ponto P = (37 2) passa pelo ponto (0,3). 6.9 P = (—1,2).
6.10 Por exemplo, f(z):=|x + 1|/2 — |z| + | — 1|. Mais exphc1tarnente

f(=)
sz sex < —1
@) =3 e —1<2<0
xT) =

332 se0<a<1

xz—1

= >1.

5 se T > % r -
—1 1
_ 1—170 _ 3—3x
f néo é derivavel em z = 1, porqué lim_,;+ % =lim, , 1+ —2—— = %, enquanto lim,_,; % =lim, ;- —2——

—% #* % A nao-derivabilidade nos pontos —1 e 0 obtem-se da mesma maneira. 6.11 De fato, se f é par,

Flea) = tim LEEEM =S Sle=h) = f@)
h—0 h h—0 h
= — lim wsz/(z).

h!—0 h'

—0
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6.12 af’(a) — f(a) 6.13 (v/z)' = lim;_o 7'I+’F/E O outro limite se calcula de maneira

= lim —L = _L
h=0 vz~ 2vz

parecida:
1 1 T
(L/—lim ngLh_ﬁ—hm\[i cth =t
VT h—0 h h—0 h/z/z + h 2Va3
6.14 Como (sen)’(x) = cos x, a inclinagdo da reta tangente em Py é cos(0) = 1, em P2 é cos(5) = 0, e em P3 é cos(m) = —1.
Logo, as equagdes das respectivas retas tangentes sdo ri: y =z, ro: y=1,r3: y = —(x — 7):

sen x

6.16 Por exemplo, se f(z) = g(z) = z, temos (f(x)g(z))’ = (z-x) = (z2) = 2z, e f'(x)g'(x) = 1-1 = 1. TIsto §,
(f(x)g(z)) # f'(z)g'(x). 6.17 J4 sabemos que (z)’ = 1, e que (z2)’ = 2z, o que prova a féormula paran =1 e n = 2.
Supondo que a férmula foi provada para n, provaremos que ela vale para n + 1 também. De fato, usando a regra de Leibniz
e a hipotese de inducao,

n—1

(" =(z-2") =1-2" +z-nx =z" +nz" = (n+1)z"

. 2 3
6.18 (1) —5 @) (z® —2")" = (2%) — (z7)" = 322 —725. (B) A4+ 5 +%) = 1)+ @)+ (% ) +(5 )’—1+x+x2 @
(ﬁ)’ = —ﬁ (1—z) = ﬁ senx + x cos x @ Usando duas vezes a regra de Leibniz: ((a: + 1)senzcosz) =

2zsenzcosz + (z2 + 1)(cos? z — sen? z) (7) Leosipsenz . 93"'1 Y = () = ﬁ © (=+1)° = f(g(z)) com

rz—1
f(x) = 2% e g(x) = z+1. Logo, ((x+1)%) = (g(z))g (z) = 5(x+1) . Obs: poderia também expandir (z41)% = x%4---,
derivar termo a termo, mas é muito mais longo, e a resposta nao é fatorada. Como (3 + %)2 = f(g(x)) com f(x) =
1
e g() =3+ 1, e que f'(x) = 20, /() = (3+ 1) = 0— L, temos (3 +2)2) =23+ 1) - (5) = —225E. (T Como

V1—22 = f(g(x)), com f(z) = /&, g(z) = 1 — 22, e que f'(z) = ﬁ, g'(z) = —2z, temos (V1 —z?) = \/12-

sen x 2sen(2z—1) 1 _ ov—1yv, 1 o\—3 _

3sen? zcosz + 7cos® zsenz (L3) (1 e Rl ( . Y =((1+a?)72) = -L(1+2?)72 (22) =
x o _ T _1) 7 2 3 3,9 1 . . . .

_(1+x2)% = \/(1+x2)3- (16) (\/7)' ((z* —1)2) = 5(® —1)2 - (2z) = 3zv/z2 — 1 Obs: vale a pena simplificar

a fragdo antes de usar a regra do quociente! ([17))

cosztasenw (20) Usando duas

ey O iz @ =SS

vezes a regra da cadeia: (cosV1+z2) = (—senv1+z2)(V1+z2) = _xie/L V1t+ae? 21) cos(senz) - cosz 6.19

(2e=7) = 2(e*m)’ =2(e” % (—x)) = —2e%. x%&-l (In(e3*))" = (3z) =3 @) e® sena:—i—cosac) cosx - 51T ()
1
x = _ x__ —x x —x
e e [T 3 1+ = . lnm—&—xf 7 (10) —tanz (11) Scnlz 6.20 (senhz) = (=—=—) = ¢ +25 = coshz.
Do mesmo jeito, (coshz)’ = senh z. Para tanh, basta usar a regra do quociente. Observe as semelhancgas entre as derivadas
das fungoes trigonométricas hiperbdlicas e as fungdes trigonométricas. 6.21 (1) Sabemos que o limite limg_,1 £ 7171 da
999
a inclinagdo da reta tangente ao grafico da funcio f(z) = 2999 71 = f’(1). Mas como

f/(x) = 9992998 temos f'(1) = 999. (2) Da mesma maneira, limy—_ % = limg_sx %Cﬂos(ﬂ) da a inclinagdo da reta

no ponto a = 1, isto é: limg_1 £

tangente ao grafico do cos no ponto 7. Como (cosz)’ = —senz, o limite vale 0. 27 cos(m2) . 5 . A 6.22 Fora de

z = 0, g é derivdvel e a sua derivada se calcula facilmente: ¢’'(z) = (x2 sen %)’ = 2z sen% — cos % Do mesmo jeito f é

derivavel fora de x = 0. Em z = 0,

= lim hsen+ = 0.

4/(0) = lim g(h) —9(0) 1

h—0 h h—0

(O ultimo limite pode ser calculado como no Exemplo , escrevendo —h < hsen% < +h.) Assim, g é derivdavel também
em z = 0. No entanto, como

. f(h) = 1(0)
lim ——————= = lim sen h ,
h—0 h h—0
f'(0) ndo existe: f ndo é derivavel em z = 0.  6.23 (I) (xVZ) = (eVZInz)y = (lnm 1)zf77 2) ((senz) ) =
(Insenz + xcotan z)(senx)*. (%" ®) = (cosxInzx 4 22E)zsen e, (4) (=) = ((1na:+ Dinz + T)x % . 6.24 As
. ~ . (z+1)(z+2)(z+3) 1 3 1
derivadas sdo dadas por: W(I_H +z+2+m_m_m_m) @ %(;—H&cotanx %)

(IT_,(+a%) Sor_, B2t 6.26 () lna)—gf @ s @10 1@ s 6:28 (0 grdfico da fungao

pode ser usado para interpretar o resultado.) (1) Temos f(—2) = f( ), e como f (z) = 2z + 1, vemos que a derivada se
anula em ¢ = —% € (—2,1). . Aqui s@o tres pontos possiveis: ¢ = —m, ¢ =0 e ¢ = 4. Temos f(—1) = f(0) e
f'(z) = 423 + 1, cuja raiz é —(4)1/3 (—1,0). 6.29 Vemos que existem dois pontos C' em que a inclinagdo é igual &

inclinagdo do segmento AB:
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—f(a) _ sen(%)fsen(o)

O ponto c € [~ F, 5] é tal que f'(c) = f(bz),fa ~0

5 = % Como f/(x) = cosz, c é solucdo de cosc = 2. Com

™

2
a calculadora obtemos duas solugbes: ¢ = + arcos(%) ~ £0.69. 6.30 Como f néo é derivavel no ponto 2 € [0, 3], o teorema
ndo se aplica. Nao existe ponto C com as desejadas propriedades:

B
A
‘ 2
6.31 Sejam z; < z2. Pelo Corolério existe ¢ € (z2,x2) tal que
sen rg — sen T
———— =cos(c) .

T2 — 1

Como |cos(c)| < 1, isso d4 . Por ser derivdvel, ja sabemos que senz é continua, mas (6.17) permite ver continuidade
de uma maneira mais concreta. De fato, seja a um ponto qualquer da reta. Para mostrar que senx é continua em a,
precisamos escolher um € > 0 qualquer, e mostrar que se x for suficientemente perto de a, |z — a| < § (para um certo §)
entao

|senz —senal| <e.

Mas, usando (6.17)), vemos que a condigdo acima vale se § = €. 6.32
: Como f'(z) = 2% — 2 = z(2% — 1), f(x) é crescente em [—1,0] U [1,00), decrescente em (—oo, —1] U [0, 1]:

Ne— |

(-1,-7) (+1,-9)

@): f(z) =223 — 322 — 122 + 1 é crescente em (—o0, —1] U [2, 00), decrescente em [—1,2]:

(=1,8)

Nv/

(2,—19)

Observe que nesse caso, a identificagdo dos pontos em que o grafico corta o eixo x é mais dificil (precisa resolver uma
equagao do terceiro grau). (B): f decresce em (—oco, —1], cresce em [—1,00). Observe que f ndo ¢ derivavel em z = —1. (d):
J& encontramos o grafico dessa fungao no Exercicio Observe que f(z) = ||z| — 1] ndo é derivavel em x = —1,0, +1,
entdo é melhor estudar a variagdo sem a derivada: f é decrescente em (—oo, —1] e em [0, 1], crescente em [—1,0] e em [1, 00).
(5) Como (senz)’ = cosz, vemos que o seno é crescente em cada intervalo em que o cosseno é positivo, e decrescente em

cada intervalo em que o cosseno é negativo. Por exemplo, no intervalo [—Z, Z], cosz > 0, logo senx é crescente:

272

s
2

[©): f(z) = V22 — 1 tem dominio (—oo, —1] U [1, 00), é sempre ndo-negativa, e f(—1) = f(1) = 0. Temos f'(z) = —-Z

Logo, a variacao de f é dada por:
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T =1 +1
f'(=)
Variag.
de f
Assim, o gréfico é do tipo:
—1 ! +1
Observe que lim,_, ;- f/'(z) = —oo, lim,_, .1+ f'(z) = +oo (B): Considere f(z) = i—ié Como limg—y 400 f(z) = 1,
y = 1 ¢é assintota horizontal, e como lim,_, o f(z) = +oo, lim,_, o+ f(x) = —o0, = —2 ¢ assintota vertical. Como

fl(z) = ﬁ > 0 para todo  # 2, f é crescente em (—o0, —2) e em (—2,00). Isso permite montar o grafico:

(8): Um estudo parecido da

v

[©): Como f'(z) = —we™ "=, f é crescente em (—o0, 0], decrescente em [0, 00). Como f(z) — 0 quando * — Fo0, temos:

|

(T0): Observe que In(x2) tem dominio D = R\ {0}, e (In(2?))’ = % Logo, In(z?) é decrescente em (—o0,0), crescente em
(0, 00):

(11) Lembre que o dominio da tangente é formado pela unido dos intervalos da forma I} =] — % + km, % + krn[. Como
(tanz)’ = 1+ tan?x > 0 para todo x € Iy, tanx é crescente em cada intervalo do seu dominio (veja o esbogo na Segdo
2.2.4). 6.33 Em ¢t = 0, a particula estd na origem, onde ela fica até o instante ¢1. Durante [t1,t2], ela anda em dire¢do ao

ponto x = dj, com velocidade constante v = di_ o aceleracdo a = 0. No tempo t2 ela chega em d; e fica 14 até o tempo t3.

to—1t1
No tempo t3 ela comeca a andar em dire¢do ao ponto x = da (isto é, ela recua), com velocidade constante v = fi:fg < 0.

Quando chegar em d; no tempo t4, para, fica 14 até t5. No tempo t5, comeca a acelerar com uma aceleragido a > 0, até o
tempo tg. 6.34 Como v(t) =t — 1, temos v(0) = —1 < 0, v(1) =0, v(2) =1 > 0, v(10) = 9. Quando t — oo, v(t) — oo.
Observando a particula, significa que no tempo ¢ = 0 ela estd em z(0) = 0, recuando com uma velocidade de —1 metros por
segundo. No instante ¢t = 1, ela estd com velocidade nula em z(1) = f%. No instante ¢t = 2 ela estd de volta em z(2) = 0,
mas dessa vez com uma velocidade de +1 metro por segundo. A aceleragdo é constante: a(t) = v’'(t) = +1. 6.35 Temos
v(t) = 2/ (t) = Awcos(wt), e a(t) = v/ (t) = —Aw? sen(wt) = —w?x(t).
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Observe que v(t) é maxima quando z(t) = 0, e é minima quando z(¢) = £A. Por sua vez, a(t) é nula quando z(t) = 0

e maxima quando z(t) = +A. 6.36 A taxa de variacio no més t é dada por P’(t) = 2t + 20. Logo, hoje, P’(0) = +20

hab./més, o que significa que a populacdo hoje cresce a medida de 20 habitantes por més. Daqui a 15 meses, P’(15) = +50

hab./més. A variagdo real da populagio durante o 16-ésimo més serd, P(16) — P(15) = +51 habitantes. 6.37 Como V = L3,

V' =3L2L = %Lz. Logo, quando L = 10, V/ = 150 m3/s, e quando L = 20, V’ = 600 m3/s. 6.38 O volume do baldo no

tempo ¢ é dado por V(t) = %wR(t)?’. fogo:; R(t) = (%V(t))l/?’, e pela regra da cadeia, R/(t) = %(%V(t))_QB%V’(t).
us

No instante t. que interessa, V(t«) = 5-m?, e como V'(t) = 2m3 /s para todo t, obtemos

3 dr 1
R(t) = (2 Amy—233 =
(t) =357 3) I 2ms = g

6.39 Seja x a distancia de I até a parede, e y a distancia de S até o chdo: 22 4+ y? = 4. Quando a vassoura comeca a
escorregar, = e y ambos se tornam fungdes do tempo: = = z(t) com z’(t) = 0.8 m/s, e y = y(t). Derivando implicitamente

\/04'87“2, 1) Quando z = 1m, y' = —0.46m/s (da
—x

onde vém esse sinal “-”?) 2) Quando z — 27, 3 \( —co. Obs: Quando T estiver a 2—7.11-10722 m da parede, S ultrapassa
a velocidade da luz. 6.40 Definamos 6 e x da seguinte maneira:

’
rx

com respeito a t, 2zz’ + 2yy’ = 0. Portanto, y’ = - = —0.8% = -

Temos tanf = & ¢ como ¢’ = 0.5 rad/s, temos &’ = 10(1 + tan? 0)’ = 5(1 4 tan?6). 1) Se P = A, entdo tan6 = 0,
logo ' = 5 m/s. 2) Se x = 10m, entdo tanf = 1 e '’ = 10m/s. 3) Se x = 100m, entdo tan® = 10 e '’ = 505m/s
(mais répido que a velocidade do som, que fica em torno de 343m/s). 6.41 Seja H a altura do baldo e 6 o dngulo sob

o qual o observador vé o baldo. Temos H’ =5, e tanf = %. Como ambos H e 6 dependem do tempo, ao derivar com

respeito a t da (1 + tanZ0)6’ = 50 = 10, isto é: 0’ = WM' 1) No instante em que o baldo estiver a 30 metros
do chéo, tanf = % = %, assim 6/ = & ~ 0.0735 rad/s. 2) No instante em que o baldo estiver a 1000 metros do chéo,
tanf = % = 20, assim 6’ = Wllo ~ 0.0025 rad/s. 6.42 Como P = #, P = —2ET Y/ Logo, no instante em que

V2
V=VW,P= —%. 6.43 f@) ~z+1, f(z) e ta+2e1 f(z) ~ =z, f(z) ~ —=, f(z) ~1, f(z) ~ =z,
f@)~1, f@) ~—z+7 @) flz) =1+ 5. 6.44 Como v4+ 2 ~ 2+ 7, temos v3.99 = v/4 - 0.01 ~ 2 + # = 1.9975
(HP: v/3.99 = 1.997498...). Como In(1 + z) ~ z, temos In(1.0123) = In(1 + 0.123) ~ 0.123 (HP: In(1.123) = 0.1160...).
Como 101 = 104/1 + ﬁ eque vIF a1+ %, temos VIOl = 10- (1 + 1% = 10.05 (HP: v/10I = 10.04987...). 6.45
3 cos(3 3432242 = , . = = 4
y = % y = % Atencgdo: o tnico par (z,y) solucdo da equacdo z = /z? + y2 é (0,0)!
2
Logo, ndo hé jeito de escrever y como fungao de x, assim ndo faz sentido derivar com respeito a x. @ 4) v = 1;:;1 J;Jf; 2 (B)
_ —senx—z cos _ _cosy—cos(z+ty) _ 2 _5,,13 _ 2-2zy _ 9
y, - c:)znyaiyzsecr?zz @ y/ ~ xseny-+tcos(z+ty) 6.46 Com y/ =1- 3(yfz)§ Y= €$+?' . Com y T z244y3> y= 7x+g'
. y = —x + 2. Obs: curvas definidas implicitamente por equagdes do tipo acima podem ser representadas usando

qualquer programa simples de esbogo de fungdes, por exemplo kmplot. 6.47 (| . Queremos verificar que / x;y \F-hf
para todo z,y > 2. Elevando ambos lados ao quadrado (essa operacdo é permitida, j& que ambos lados sao posmlvos)7

sy 5 (YEEVEy2 _ sH2VEVTHY < WE-yw)?
2 2 4 — 4

, e rearranjando os termos obtemos 0 , que é sempre verdadeira. Se

+
z,y > 0, ily < 5% é equivalente a 4zy < (z + y)?, que por sua vez é equivalente a 0 < (x — y)2, que é sempre
=

8=
< |~

verdadeira. Logo, % é convexa em (0,00). Como % é impar, a concavidade em (—o0,0) segue imediatamente. 6.48

3 7 A , ~ 7.
% —x é concava em (—00, 0], convexa em [0,00). O gréfico se encontra na solugdo do Exercicio —x3 + 522 — 62
é convexa em (—o0, %], cdncava em [g, 00):



220 APENDICE A. SOLUCOES DOS EXERCICIOS

Se f(z) = 3z* — 1023 — 1222 4 10z + 9, entdo f"(z) = 12(3z2 — 5z — 2). Logo, f(z) é convexa em (—oo,—%] e em

[2,00), concava em [f%,2].

_1
3

. Como ( ) = 23, % é cobncava em (—o00,0), convexa em (0,00) (confere no grafico do Capitulo . : Como

f"(z) = (z +2)e®, f é concava em (—oo, —2], convexa em [—2,00):

—2

T ‘

©): f(z) = (iiJg)QQ ¢ bem definida em D = (—o00,3) U (3,400). Como f"(z) = l(i(f;)i), f(z) é concava em (—oo, —6],

convexa em (—6,3) e (3,+00):

(@ Com f(z) = ze~3% temos f”(x) = (9z — 6)e~3%. Logo, f é concava em (—oo, %}, convexa em [%,oo):

~

I3

fl) =|z|—xé=0sex >0 e=—2xsexz<0. Logo, féconvexa. Obs: como |z| ndo é derivivel em = = 0, a

convexidade ndo pode ser obtida com o Teorema 3l (@ Se f(z) = arctanz, entdo f'(z) = w21+1, e f''(z) = ﬁ
22
Logo, arctanzx é convexa em | — 00, 0], concava em [0,00) (confere no grafico da Segao u . f(z) = e 2 tem
f(x) = (2% — 1) T. Logo, f é convexa em ] —o00,1] e [1,00), e concava em [ 1,1] (veja o grafico do Exercicio [6.32]).
= _ 1 1 1
(11) f(z) = $2+1 é convexa em (—00, — ] e [f,oo) concava em [—
6.49 Nos dois primeiros e tltimo exemplos, as hipdteses do Teorema@ sao verificadas, dando
1
oy Jo8(L+5) _ (log(1+8))]s=0 _ Tysl=0 _ 1
s—0 €25 —1 (e2%)|s=0 2e2%|5—0 2
cost+1
lim cost+l_ —(cost)|t=r = sent|t=o = 0.
t—wr m—1
I sen x (senz)’|z=0 cos0 1
1m = = = —.
z—=022 4+ 3z (22 +32)|s=0 2-2+3 3
No terceiro, o teorema ndo se aplica: apesar das fungdes 1 — cos(a) e sen(a + %) serem derivaveis em o = 0, temos

sen(0 4+ 7/2) = 1 # 0. Logo o limite se calcula sem a regra de B.H.: limq—0 % = % =0. 6.50 0 (B.H. ndo se



sen x
x

2
aplica) % +oo (B.H. ndo se aplica) @ limg_s0 (Se:if) = (limgz—0

In ——
: T+ . In(1+x .
B.H., limg_0 Sen"’; = —limgz_0 s(enx ) — _ limg, o

néo se aplica) 0 0 (aplicando duas vezes B.H.) (16] 0 Como e ®

Vr+1
Vr—1

Vay/1+1

para nadal) (18]) Esse limite se calcula como no Capitulof4f limg o
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)2 = 12 = 1 (ndo precisa de B.H.) () Usando

1
o @I@oEE ;@[ @20 EH

x, o limite é 1 (B.H. se aplica mas néo serve

—1i = — |
= limg— o0 N 1. 1/3 (sem B.H.!)

2 0 (B.H. néo se aplica) limgz— 00 zﬁcﬂ = limg oo (1 + %) =1+0=1 (Obs: Aqui B.H. néo se aplica,

2sen L
x

N/
porqué limg_, o % = limz—00 (1 + cosx), que ndo existe.) (23) % (24) lim,_ o+ d

com um “sanduiche”. Aqui B.H. néo se aplica, porqué o limite lim,,_, o+ (22 sen %)’ nao existe. (25)

T

=l

3

L _,

z =

127) (Segunda prova,

lim,_,o+ T sen

Segundo semestre de 2011) Como limy— o arctany = 5, o limite é da forma %. As funcodes sdo derivaveis em x > 0, logo
pela regra de B.H.,
t. (1) s %(*%)
arctan(=) — = Tz Tz 1
lim z 2 = lim DGR o = lim —— =-
z—0+ T z—0+ 1 z—0t 1+

@6) 1/2. 6.51 (@) e @) lim, ,o+ 2® = exp(lim, o+ zlnz) =’ =1. ) @ 1@ e@ 1@ 1@ 1 @) ' (I0) 0
(11) —e/2 6.52 Para o primeiro,

Para o segundo,

In T =T

lim zx
xTr—r 00

) = exp(zli_?;ox((

= exp (zlimoo ((ln z)? — z)

. . In z)?
Usando BH duas vezes, verifica-se que limg_s oo %

0. O dltimo limite se calcula sem usar B.H.:

1
't _ L
1

i V2zx + 1
m —F—

V2 lim

T—00

V2.

Capitulo [7]

o . . . (In x)Q o .
=0, o que implica limy_ oo x(T—l) = —o0. Logo, limz_y00 T

) e as hip6t. de BH satisfeitas, logo

lnzefz —

7.1 As hipéteses do teorema nao sdo satisfeitas, pois o dominio ndo é um intervalo finito e fechado. Mesmo assim,

qualquer & € R é ponto de maximo e minimo global ao mesmo tempo.

(2)
limitado. Tém um minimo global em = = 1, ndo tem méximo global. Hipéteses nao satisfeitas

3¢

T =2. @ Hipéteses satisfeitas: minimos globais em 1, —1 e 0, méximos globais em —3

R

Nl
wlco-

As hipo6teses ndo sao satisfeitas: o intervalo nédo é

(dominio néo limitado).
Maéximo global em z = 0, ndo tem minimo global. Hipdteses ndo satisfeitas (o intervalo ndo é fechado). Tém minimo
global em z = 2, ndo tem méaximo global. Hipoteses satisfeitas: minimo global em & = 2, méximos globais em z =0 e
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@ Hipéteses satisfeitas: minimos globais em z = —2 e 41, maximos globais em z = —1 e +2. Hipéteses satisfeitas:
minimo global em z = +1, maximo global em x = —1. @ Hipéteses ndo satisfeitas (f ndo é continua). N&o tem mdaximo
global, tem minimos globais em z = 0 e +3. Hipéteses satisfeitas: minimo global em z = 0, méximos locais em = = 2
e 4. Hipéteses nao satisfeitas (f é continua, mas o dominio néo é limitado). Tém minimo global em x = 0, ndo possui
maximo global. H1poteses nao satisfeitas (mtervalo ndo limitado). No entanto, tem infinitos mlnlrnos globals em todos

os pontos da forma r = —% + k27, e infinitos maximos globais, em todos os pontos da forma x = § + k2m. 7.2 .
Méximo local no ponto ( 2, 25) um minimo local (e global) em (1, —2). Sem min./méx. . M1n1m0 local (e global) em
(-1, ——) (Atencdo: a derivada é nula em z = 0, mas ndo é nem mdaximo nem minimo pois a derivada ndo muda de sinal).
@ f'(z) = —ﬁ, tem um minimo local (em global) em (1, (1)), um méximo local (e global) em (-1, f(—1)). (5)
Max1mo local (e global) em (0, 1). @ Méximo local em (1,e~1). . Minimo local em (—1, 7%), maéximo local em (1, é)
@® Mlmmo local em (e, *1/5) (©) Maximo local em (e~2,4e~2), minimo local em (1,0). 7.3 a=-b=3. 7.4 ()

ro =0, re = V/20. Como lim,_, o+ V(r) = 400, V néo possui maximo global. V decresce em (0, r«], cresce em [rx, c0):

V(r)

Tx

Obs: O potencial de Lennard-Jones V(r) descreve a energia de interagdo entre dois d4tomos neutros a distdncia r. Quando
0 < r < ro essa energia é positiva (os d4tomos se repelem), e quando rg < 7 < oo essa energia é negativa (os dtomos se
atraem). Vemos que quando r — oo, a energia tende a zero e que ela tende a +oco quando r — 07F: a distancias longas, os
4tomos nao interagem, e a distdncias curtas a energia diverge (carogo duro). A posicdo mais estdvel é quando a distancia
entre os dois dtomos é r =rs. 7.5 A funcdo 4rea ¢ dada por A(z) = 4oV R? — 22, z € [0, R]. O leitor pode verificar
que o seu maximo global em [0, R] é atingido em z, = 75 Logo, o retdngulo de maior drea inscrito no circulo tem largura

2z. = V2R, e altura 24/ R2 — 22 = v/2R. Logo, é um quadrado! Usaremos a varidvel h € [0, 4] definida da seguinte
maneira

= —2x+ 12
4,4) y==x
h
1 T2
A area do retangulo é dada por A(h) = h(za —x2). Ora, z1 = h e x3 = 6 — 2. Logo, 2 —x1 = 6 — 2. Portanto, queremos
maximizar A(h) = h(6 — ) em h € [0,4]. E ficil ver que o de méximo é atmgldo em hy = 2. Logo o maior retangulo tem
3h*

=3. 7.6 A altura do tridAngulo de abertura 6 € [0, 7] é cos g, a sua base é 2sen g, logo a

altura hyx = 2, e largura 6 —
sua area é dada por

A(0) = cos(g) sen(g) = % sen 0 .(3pts)

Queremos maximizar A(f) quando 6 € [0,x]. Ora, A(0) = A(w) = 0, e como A'(0) = %cos 0, A’(6) = 0 se e somente se
cosf = 0, isto é, se e somente se § = T ptl. Ora, como A’'(§) > 0sef < T, A'(9) <0sed > T, T é um maximo de A
(2pts). Logo, o tridngulo que tem maior drea é aquele cuja abertura vale 7 (2pts). Obs: pode também expressar a drea

em fungéo do lado horizontal =, A(z) = La/1 — (5)2. Obs: Pode também introduzir a varidvel h, definida como

2
ﬁh
1

1

e fica claro que o tridngulo de maior drea é aquele que tem maior altura h, isto é, h = 1 (aqui nem precisa calcular uma
derivada...), o que acontece quando a abertura vale % 7.7 Seja x o tamanho do lado horizontal do retangulo, e y o seu
lado vertical. A 4rea vale A = xy. Como o perimetro é fixo e vale 2z + 2y = L, podemos expressar y em funcio de z,

y = é — x, e expressar tudo em termos de x: A(z) = I(é — x). Maximizar essa funcdo em = € [0, L/2] mostra que A é
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méaxima quando z = x4 = %. Como ys = % — Xx = %, o retdngulo com maior area é um quadrado! 7.8 Suponha que a

corda seja cortada em dois pedagos. Com o primeiro pedago, de tamanho z € [0, L], facamos um quadrado: cada um dos

seus lados tem lado %, e a sua area vale (%)2. Com o outro pedaco fagamos um circulo, de perimetro L — «z, logo o seu raio
4+ L—x L—x

, € a sua rea 7( )2. Portanto, queremos maximizar a funcao

27 27
2 2
T (L —2x)
Alz)=— +——, comz€[0,L].

@):=15 y [0, L]

2 2
Na fronteira, A(0) = 4L7 (a corda inteira usada para fazer um circulo), A(L) = % (a corda inteira para fazer um quadrado).

2
Procuremos os pontos criticos de A: é facil ver que A’(z) = 0 se e somente z = x, = H—Lﬂ € (0,L). Como A(zx) = my
4

temos que A(z.) < A(L) < A(0). Logo, a &rea total minima é obtida fazendo um quadrado com o primeiro pedaco
de tamanho zx ~ 0.56L, e um circulo com o outro pedaco (L — z+« ~ 0.43L). A &rea total méxima é obtida usando
a corda toda para fazer um circulo. 7.9 Q. = (2,4) 7.10 Seja C = (z,0), com 1 < z < 8 E preciso minimizar
flz) = \/(a: —1)2+4+32+ \/(x —8)2 + 42 para 2 € [1,8]. Os pontos criticos de f sdo solugdes de Tz2 + 112z — 560 = 0
(em [1,8]), isto é, x = 4. Como f”(4) > 0, z = 4 é um minimo de f (pode verificar calculando os valores f(1), f(8)). Logo,
C = (4,0) é tal que o perimetro de ABC' seja minimo. 7.11 a = +1. 7.12 Considere a varidvel z definida da seguinte
maneira:

h S~
[
\ a T Q
Assim temos que a drea do tridngulo em fungdo de z, A(z), é dada por A(z) = %(a + z) - h. Mas, como af_z = %, temos
2
h = W, que di A(z) = %w Procuremos o minimo de A(z) para z € (0,00). Como A é derivdvel em todo

>0, A(z) = g%, vemos que A possui dois pontos criticos, em —a e +a, e A’(z) > 0se x < —a, A’(z) < 0 se

—a <z <a,e A'(z) > 0se x> a Desconsideremos o —a pois queremos um ponto em (0,00). Assim, o minimo de A é
atingido em x = a, e nesse ponto A(a) = 2ab:

A(z) \\_/
2ab

‘ T

7.13 Representamos o tridngulo da seguinte maneira:

Parametrizando o tridngulo usando a varidvel x acima (pode também usar um angulo), obtemos a drea como sendo a fungio
A(z) = z(R+ VR2 — 22), com z € [0, R]. Observe que ndo é necessério considerar os tridngulos cuja base fica acima do
eixo z. (Por qué?) Deixamos o leitor verificar que o méximo da fungéo A(x) é atingido no ponto zx = @R, e que esse Ty
corresponde ao tridngulo equildtero. 7.14 O tnico ponto critico de o(z) é x4« = % (isto é, a média aritmética).
Como ¢”(z) = 2n > 0, z« é minimo global.  7.15 Seja F a formiga, S (respectivamente I) a extremidade superior
(respectivamente inferior) do teldo, 6 o 4ngulo SFI, e z a distdncia de F a parede:

w
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Se x é a distancia de F' a parede, precisamos expressar 6§ em funcido de xz. Para comegar, § = o — 8, em que « é o angulo
SFO, e o angulo IFO. Mas tana = % e tan 8 = % Logo, precisamos achar o maximo da fungao

0(z) = arctan% — arctan % , comzx>0.

Observe que lim,,_, ¢+ 0(x) = 0 (indo infinitamente perto da parede, a formiga vé o teldo sob um angulo nulo) e limg o 6(z) =
0 (indo infinitamente longe da parede, a formiga também vé o teldo sob um angulo nulo), é claro que deve existir (pelo
menos) um 0 < zx < 0o que maximize 0(x). Como 0 é derivdvel, procuremos os seus pontos criticos:

1 -8 1 -3 120 — 522

@ = rEp @) e @ T ) T mree ey

2 2
Logo o tnico ponto critico de € no intervalo (0,00) é z+ = v/24. Vemos também que 6’(z) > 0 se z < z« e §/(z) < 0 se
T > T, logo z« é o ponto onde 6 atinge o seu valor maximo. Logo, para ver o telao sob um angulo méximo, a formiga
precisa ficar a uma distancia de v/24 ~ 4.9 metros da parede. 7.16 Seja R o raio da base do cone, H a sua altura, r o raio
T

da base do cilindro e h a sua altura. Para o cilindro ser inscrito, % = R]; (para entender essa relagdo, faca um desenho

de um corte vertical). Logo, expressando o volume do cilindro em fungdo de r, V(r) = %TQ(R — 7). E facil ver que essa

fungéo possui um méaximo local em [0, R] atingido em 7, = %R. A altura do cilindro correspondente é h, = % (Obs: pode
também expressar V em fungdo de h: V(h) = mR2h(1 — %)2) 7.17 Seja r o raio da base do cone, h a sua altura. O

volume do cone é dado por V = % x 7r2 x h. Como h e r sido ligados pela relacio (h — R)2 +r2 = R?, podemos expressar
V' somente em termos de h:
V(h) = Zh(R?* — (h — R)?) = Z(2RR* — h?),

onde h € [0,2R]. Os valores na fronteira sdao V(0) = 0, V(2R) = 0. Procurando os pontos criticos dentro do intervalo:
V'(h) = 0 se e somente se 4Rh — 3h? = 0. Como h = 0 ndo estd dentro do intervalo, somente consideramos o ponto critico
hy = %RA (Como V' (h4) < 0, é méximo local.) Comparando V (hs) com os valores na fronteira, vemos que hs é méximo

global de V em [0,2R], e que tem dois minimos globais, em h = 0 e h = 2R. O maior cone, portanto, tem altura %R, e
raio 4/ R2 — (%R —R)2 = éR. 7.19 Cada quadrado retirado deve ter os seus lados iguas a %(1 — %) 7.20 Como no
Vz2+4h2

2
+ L=2  Procuremos o minimo global de T' em [0, L]. O ponto critico z« é solugao de
vl v
x 1 4 h
————— — — =0. Isto ¢, 24 = ———
viva2+h? V2 P Vwa/v)2-1

global em z = L (a melhor estratégia é de nadar diretamente até B). Se v1 < v2, e se

exemplo anterior, T'(z) =
. Se v1 > v2, T ndo tem ponto critico no intervalo, e T" atinge o seu minimo

____h
V(v2/v1)2 -1

> 0 para todo z, T é convexa, logo z« € (0, L) é bem um ponto de minimo

< L, entdo T tem um

minimo global em z, (como T (z) =
___h
V(v2/v1)2~1
7.21 Seja O o centro da piscina. Uma estratégia que minimize o tempo de viagem é de nadar em linha reta de A até um
ponto C' na beirada tal que o dngulo COB seja igual a § (ou —%). Depois, andar na beirada de C até B. 7.22 A maior
vara corresponde ao menor segmento que passa por C e encosta nas paredes em dois pontos P e @ (ver imagem abaixo).

h2
v1 (224h2)

global). Por outro lado, se > L, entdo =« nao pertence a (0, L), e o minimo global de T ¢ atingido em « = L.

P
. D
C
Q
Seja 0 o dngulo QC'D. Quando 6 é fixo, a distancia de P a Q vale
L M
0) = .

1) cosf  senf

Precisamos minimizar f no intervalo (0,%). (Observe que limgy_,o+ f(0) = 400, lim; = f(#) = +00.) Resolvendo
2

f/(6) = 0, vemos que o tinico ponto critico 6 satisfaz tan3 8, = M/L. E facil verificar que f é convexa, logo 0 é um ponto
de minimo global de f. Assim, o tamanho da maior vara possivel é igual a

F0) = - = L(14 (M/1)*/?)*.

Observe que quando L = M, a maior vara tem tamanho 2v/2L, e quando M — 0%, a maior vara tende a ter tamanho igual
a L.



225

Capitulo

8.1 (J4 vimos no Exemplo que a afirmagédo vale para p = 1, ¢ = 1.) Observe que
(Inz)P

/
(11;75;);7 _ (W)Q, Logo, basta

provar a afirmacgdo para ¢ =1 e p > 0 qualquer: limg— o0 = 0. Mostremos por indugdo que se a afirmagao vale para

(Inz)? _

p >0 (limg— oo = 0), entdo ela vale para p + 1. De fato, pela regra de B.H.,

In z)P+1 + 1)(Inz)PL In )P
i Py P Dno)Py — (p+1) lim 2"

z—00 T z—00 1 z—o0 T

=0.

Entéo, a afirmagdo estard provada para qualquer p > 0 se ela for provada para 0 < p < 1. Mas para tais p, (Inz)? < Inz
para todo = > 1, logo,
Inz)P Inz
lim Q< lim — =0,

T—>00 x T z—o00 T

elo Exemplo- 8.3 (1) 0 0 (3) —oo (4)) 0 . ) 0 @ @ 0 oo 8.4 . ) A fun(;ao é a sua proépria assintota obliqua.
N3&o possui ass. . y = —2 (vertical), y =2z — 2 em *oo. Nao possui ass. y=0em —oo, y = em +o0.

In2 z 41
T

Yy = x em +00. (]ZD y=xz—In2em +o0,y = —x—In2 em —oco. Nao possui assintotas: apesar de m = limg 00 £

existir e valer 1, limg 0o {eV1"* ¥+l — 2} = co. 8 5 Em geral, ndo. Por exemplo, f(z) =z + %sen(r2) possui ¥y = x como

sen z2

assintota obliqua em +oo, mas f/(z) = 1 — 222~ 4 2 cos(x?) ndo possui limite quando z — oo. Na verdade, uma funcgio

2
pode possuir uma assintota (obliqua ou outra) sem sequer ser derivavel. 8.6 (1)): O dominio de (1771) ¢ D=R\{0}, 0

. ! = . = . - L
sinal é sempre nao-negativo, tem um zero em = 1. f ndo é par, nem impar. Os limites relevantes sdo lim,_, o+ f(z) = +o0,
logo x = 0 ¢é assintota vertical, e

-1 —1\?2 1.\2
lim (% )2:< lim < ) ::( lim (1—7)) —12=1.
r—+oco x r—+oco x r—+oo x

Logo, y = 1 é assintota horizontal. f é derivavel em D, e f'(z) = %
43 0 1
f(z) + - 0 +
+oo | +oo
Var. de f ~ /
/ min
f possui um minimo global em (1,0). A segunda derivada é dada por f(z) = %‘ Ela se anula em z = %, e muda de
sinal neste ponto: ’
x 0 %
1" (x) + + 0 -
Conv. de f — N 0 —

Logo, f é convexa em (—o00,0) e (0, %), concava em (2, 00), e possui um ponto de inflexdo em (%f(%)) = (%, %)

29

rz=0
f(=)
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[@): O dominio de f(z) = z(Inz)? é D = (0,400), e o seu sinal é: f(z) > 0 para todo € D. A funcéio nfo é par nem
impar. Como limgz— f(2) = 400, ndo tem assintota horizontal. Para ver se tem assintota vertical em & = 0, calculemos

32
lim,_,o+ f(z) = lim,_,q+ (1;‘/12 . Como ambas fungdes (Inx)? e 1/2 sdo deriviveis em (0,1) e tendem a +oo quando

x — 0T, apliquemos a regra de B.H.:

(Inz)? . 2(lnz)l/z .
= lim ———— =-2 lim zlnz.
z—0t 1/x z—0t  —1/2? z—0+

Usando a regra de B.H. de novo, pode ser mostrado que esse segundo limite é zero (ver Exemplo[6.37). Logo, lim,_,q+ f(z) =
0: ndo tem assintota vertical em z = 0. A derivada é dada por f'(z) = Inz(Inz + 2).

45 e—2 1
f'(x) + 0 - 0 +
Variag. méx. __—
de f — T min.

O méximo local estd em (e=2, f(e=2)) = (e72,4e~2), e o minimo global em (1, f(1)) = (1,0). A segunda derivada de f é
dada por f'(z) = 2(naz+1)

T

T e~ 1
f"(z) - 0 4+
Conv. de f —~ —

Logo, f é concava em (0,e~1), possui um ponto de inflexdo em (e~ !, f(e™1)) = (e71,e71), e é convexa em (e~ !, +00).

(e=2,4e—2)

(1,0)

22

Podemos também notar que lim,_, o+ f/(z) = 4o00. 8.7 D =R\{%4}. Os zeros de f(x)::m2:146 sior=—-2,x=+42,¢eo0
seu sinal:

—4 -2 2 4
z? — 4 + 0 - 0 +
z? — 16 0 - - - 0
o A
Como
-3
li = 1 =1
Jim S = lim e =1
x

a reta y = 1 é assintota horizontal. Como

lim f(z) = Foo, lim f(z) = o0,
z——4%F z—44%t

as retas * = —4 e ¢ = +4 sdo assintotas verticais. A primeira derivada se calcula facilmente: f/(z) = ﬁ, logo a

variagdo de f é dada por:

f'(@) + + 0 - -

Variag. 4.
321?9 / — e T~ \
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A posi¢ao do maximo local é: (0, £(0))

T =—4
A segunda derivada: f''(z) = 24%, e a convexidade é dada por
x —4 4
1" (@) + - +
Conv. f — ~ —

8.8 OBS: Para as demais fun¢ées, colocamos somente um resumo das solugdes, na forma de um grafico no qual o leitor
pode verificar os resultados do seu estudo.
Ass. vert.: x = 0. Ass. obliqua: y = .

1
ac—&-x

(1,2)

(=1,-2)

Ass. vert.: x = 0. Ass. obl.: y = x.

(21/3 21/3 1 9—2/3)
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—2z
1) —
f ((E) - (CC2+1)2
oo 2(3z% —1
f ('T)_ ($2+1)3
()
121—1
z=—1" ! 7(1 —+ mQ)
‘ ‘ F(@) =
| | @ =12
| |
| ! () = —2z(3z2 4 1)
2
: ‘ z (@? = 1)3
| |
|
: \\ pt. inflex.: (0,0)
| |
| |
| |
I lz=1
(&)
ee ™ 1 f(@) = (1 - 22%)e"
Tz vae ?)
pt. inflex.: (—+/3/2,f(+/3/2)) \ f”(w) =—22(3— 2x2)e_12
\ T
\\:\/4 pt. inflex.: (1/3/2,7(+/3/2))
1 1 -5
(=== —me 2)
v2i V2 pt. inflex. (0,0)
@, @, @:
h
cosh senh x
=41
V tanh z
z3—1
I z3+1
|
| , . 62
| T =Gy
|
em1 T T —— neoy _ 122(1 - 22%)
| 1 F(@) (x3 +1)3
|
|
| -/\ Pt. de inflexdo: (271/3,-1/3)
|
|
|
|
z=—1! Pt. de inflexdo e critico: (0, —1)

(T0):



%sen(2z)7sen(z)
27
3 —
4
3
(L1):
T
V241 y=1
1
4 —
f (Z’) - ($2 + 1)3/2
—3x
1"
T) = —————
\ Pt. de inflexdo: (0,0) f) (z2 +1)5/2
y=—1 T
8.9 (1
In|2 — 5z
|
|
|
|
|
|
U/
I
I
I
I
lz=2
(%)
In(In )
I
I
|
|
|
|
|
I
I
I
I
I
=1
(8))

e (z? — 2z)

(3—v10/2,f(3—v10/2))

() = —(2% — 4z +2)e™ "
f(x) = (2® — 6z +6)e™™

(2+V2,f(2+V2)) — (34+v10/2,f(3+V10/2))

—

(2—V2,f(2—V2))

7

ass. horiz.: y =0

229
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méx. glob.: (e, /e) pt. infl.: (22, f(z2))

Ass. Horiz.: y =1

pt. infl.: (z1, f(z1))

Os pontos de inflexdo sdo solugdes da equagdo (1 — In :(:)2 — 3z 4+ 2xInz = 0. Pode ser mostrado que esses satisfazem
x1 ~ 0.58, x1 ~ 4.37.

(&)
/oy 2—Inz
- Pt infl: (55, £(6°) Fo =57
I 4—3Ingz
f'(z) = _ﬁ%
(e2,2/e) : =

/ =

ass. horiz.: y =0

ass. horiz.: y =0

T

méx. global em (e, f(e*))

pt. infl. em (el+VI3, f(el+V13)

n T 2_ nr—
£1@) = S 1) = S

@ Ass. horiz.: y =1n3. Ass. obl.: y = 2z.

\ pt. infl.

sy e7(2e” = 1)
In(e?® — e + 3) fila) = €2 _ ¢ 4 3

y=1n3

) ooy €5(12e” — e — 3)
min. global: (In %,f(ln %)) [ (=) = m

Observe que (e‘m| —2)3 é par, e ndo é derivivel em z = 0.

(elel —2)?

pt. infl.: (—In2,0) ~ \pt. infl.: (In2,0)

——— min. global: (0,-1)
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(o)
1— 2
arcos( d )
+ 2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, y=m
Obs: a funcao nao é derivavel em z = 0!
(L1

5

Obs: f'(z) = f(z)p(z), onde p(z) = é(% + ﬁ) A funcéo néo é derivdvel nem em z = 0, nem em = = 1 (apesar de ser

continua nesses pontos). f”(x) = (p(x)? + ¢ (x))f(x) = —%%, logo, f é convexa em (—o00,0) e (0,1), concava em
1

(1,00). Essa fung@o possui uma assintota obliqua: y =« — 5

Capitulo [9|

9.3 A soma associada dé, usando a férmula sugerida,

0 1/n

2/n (n—1)/n -1
area(Ry) = 248 € c c
n

+ ++ = i/ .
n n n et/n—1
1/n

. 1/n_ . E_ .
Mas limp 00 £ 7 L — lim, o+ % = 1. Logo, area(R) =e—1. 9.5 I(z) =0sex < %, I(z) = (z — %) se x> %

2 2 3 n41
I(z) = -% +2 @) I(x) =2®> —2. 9.6 () —22+C z+C = +C T +C 2%(1+J;)3/2+c (&)
senz + C —cosz + C %sen(Qr)—&-C @ ez +cC z+e T+ C %ezx—i-C —%e‘“ +C 2z + C
Inz 4+ C arctanx + C Com —1 < z < 1, arcsenz + C 9.8 Como % — x é primitiva de f(z) =« — 1,
temos f02 (- 1)dz = (5 — z)[2 = 0. Esse resultado pode ser interpretando decompondo a integral em duas partes:

f02 flx)de = fol f(z)dz + ff f(z) dz. Esbogando o grafico de f(z) entre 0 e 2,




232 APENDICE A. SOLUCOES DOS EXERCICIOS

. . 1 , s~ . . . .
Vemos que a primeira parte f o f(z)dx = —% é a contribuic¢do do intervalo em que f é negativa, e é exatamente compensada

2

pela contribuigao da parte positiva f ) f(z)dz = +%. 9.9 Nio, a conta nio esta certa. £ porqué a fungao 1 nao é continua
(nem definida) em 0, ora 0 pertence ao intervalo de integragdo. Logo, o Teorema Fundamental nio se aphca No entanto,
serd possivel dar um sentido a f 12 2 dx, usando integrais improprias. 9.10 (1)) 5, 3, . 1. . 125. 9.11

L/ x

Observe que expressando a drea com uma integral com respeito a x,

—1 2

A:/e (27(71))dx+/e (2 —Inz)dz
0 e—1

Essa integral requer a primitiva de Inz, o que ndo sabemos (ainda) fazer. 9.12 Consideremos f, para diferentes valores

A

A 4rea debaixo do grafico de fo é dada pela integral

a —a «
Ia:/ fa($)dz:62 (a2—$2)d£:(-~~):%a6_a.
—a «

—a

nt1
Um simples estudo de a — I, mostra que o seu maximo é atingido em a = 1. 9.13 Como I, = —~a n» , temos

n+1

limy o0 In = a. Quando n — oo, o grafico de = — 2/ em Ry tende ao grafico da fungdo constante f(z) = 1. Ora,
4 3 2 _ 2

foaf(m)dx =a 914 (@ -% L +Z 4G, 2715 — 2l 0 @) -2 -5+ C, @ 2tanz +C. 9.15

i (:1: +1)% + C (Obs: aqui, basta fazer a substituigéo u = z 4+ 1. Pode também fazer sem, mas implica desenvolver

um pohnomlo de grau 7!) . 2(2x+1) + C | . W +C . —7005(:5 )+ C, . Lsen?(x) + C, ou —%cos (x)+C

() 2sen(vz) + C, (@ 4sen(2z)—‘,—C,. 1lnl-i-:c +C, (E) 2(1—‘,—sena:)2 + C (10) ftanxdac*fmdac:

cos T

f (cos2)’ dr—In|cosz|+C. 3 SIn(1+z?)+5arctanz + C (L ﬁarctan(z—jﬁl)—kC Com a substitui¢io u := e*,

cos
du = e®dx, fe tan(e® dx:ftanudu:71n|cosu\+C:fln\cos(ez)|+C (T4) WilﬂjJrC l(1+ggz)%+c

cos® ¢

1 _ cos?t _ 1 sen t (@enz) (sen z)
. 20+a7) 1+m +C S5on3: T sent qent +C (aideia aqui é escrever STt = sondy COSt = cost) . -
9.16 Com w=1-x2 du= —2zdz, temos

29:3d:r x? (—22)d lfud
——(—22)dx = — u
\/l—x 1— 22 Vu

—2Vu+ 20?4+ C
:72\/17x2+%(17x2)3/2+0.

Completando o quadrado, e fazendo a substitui¢do u = 2x — 1,

/ dx _/ dx _/ 2dx
Va — a2 Vi—(z-1)2 1—(2x—1)2
u
= ——— =arcsenu + C = arcsen(2z — 1) + C'.
/ = (20— 1)
Comu:lnt,fh’Tzdx:fudu:%4—0:%(11’130)2—&-0Comu:ez,feemezdx:fe“du:e“-i—C:eez+C'.

f H\_/?/de =z —2y/z+2In(l + vz) + C. (@) ftaand:c = f(l—l—tanzx— 1)dz = tanz —z + C. 9.17
senz —xzcosx + C, éx sen(bx) + % cos(bz) + C Integrando duas vezes por partes:

/:C2cosxdx::132sen:t:7/(2:13)senxdx:x2senxf2{x(fcosx)7/(7cosx)dx.}
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Portanto fa:2 coszdr =x%senz — 2(senxz — xcosz) + C. @) (z — 1)e* + C (H) —ge_Sx(x :c— 7)+C’ (&)

/:c cos(z?) dx = /xQ(xcos(a?))dz:xz(fsen(x ) —/(2J1)(%sen(x2)) dz

= %xQ sen(z?) + % cos(z?) + C'.
9.18 (1) farctanmdm = zarctanz — f 1457 dr = zarctanz — 7111(1 +x2) + C. z( lna;)2 - 2$(1n$ - 1)+ C { .
zarcsenx + V1 —z2 + C . fwarctanmdm = 2(1 arctanz — z + arctanz) + C 9.19 . )+ C
1+s2 (sent —scost) + C 5 (sen(lnz) — cos(inz)) + C 9.20 Chamando u = v/z + 1, temos

3 2
/ emdz:/ 2ue“du:2{ue“—e“}|i =
0 1

Chamando u = Inz, temos e du = dz, e
/z(lnsc)2 dx = /u2e2“ du = %eQ“ — L4 1 4 O

Logo, f 1n:z:2clcz:*l 2(Inx)2— —x21nz+1x2+0 921Paraterm +P%,istoé1:A(x2+1)+Ba:,AeB

devem satisfazer as trés condigées A = 0, B = 0, A = 1, que obviamente é impossivel. 9.22 Para ter

1 _ A, B
z(z+1)2 — x ' (z4+1)2°
isto é 1 = A(x + 1)2 + Bz, A e B precisariam satisfazer as trés condicbes A =0,2A+ B =0, A = 1 que obviamente é

5 4
impossivel. 9.23 ( . 5 arctan (v22) +C (@) Como +1 =3 x4 JC%H’ temos f x§+1 dr = %—%+ Lin(z2+1)+C.
® =% +C

A decomposicdo em fragoes parciais é da forma m = % + ziil‘ Colocando no mesmo denominador, A e B
tem que satisfazer 1 = (A + B)x + A para todo z. Logo, A =1e B = —1. Isto é, ﬁ = % — fvT—l Logo,

[ [re [

= In|z| —ln|ar;—‘y—1|-|—C'7
O integrante é da forma ngg , em que o grau de P é menor do que o de Q. Além disso, podemos fatorar 23+ = x(x2+1).
O polimémio de ordem 2 tem discriminante negativo. Logo, é irredutivel, e podemos tentar uma decomposi¢ido da forma
1 _ A Bz+C

=— v
z(z?2 +1) x+:r:2+1 *

Colocando no mesmo denominador, A B e C tem que satisfazer 1 = (A + B)z? 4 Cx + A para todo x. Logo, A =1, C =0,

e B=—-A=—1. Isto é,
1 1
——dz= [ —dz— Lda:zln\a:|— A
3+ T 2 +1 2 +1

:ln\x|—%ln(x2+1)+c’,

Nesta tltima integral, fizemos u = z° + 1, du = 2z dx. @ Como A = 16 > 0, podemos procurar fatorar e fazer uma
separacdo em fracgoes parciais,

dx dx 1 dx 41 dx N 1 ‘ ‘C
— - _1 2 = =1n .
z2 42z —3 (z+3)(z—1) 2 z+3 ) -1 * |x+3
@ Como A = —8 < 0, o denominador nao se fatora. Completando o quadrado,
dx dx 1 dx n z+1
— -1 = —_ arct C.
/$2+2$+3 (l‘+1)2+2 2/(9H-\/§1)2+1 ﬁarcan(ﬁ)ﬂ-
1 _ 1 1 1
Como "5y = 45 — am—2) T 3z_z)2> temos

dx 1 1 1
e —lhfe—2 - ——— +C.
/x(:(:—2)2 alnfel = glnje =2 - 5o—y +
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@m:%—%%—l—z—il,comA:—l,B:l,C:l. Logo,
dx 1 ’
/m:—ln|x|—;+ln\x+l|+0.

(T0) Como t* + 3 = t3(t + 1), procuramos uma separacio da forma

Colocando no mesmo denominador e juntando os termos vemos que A, B, C, D tém que satisfazer
1=A+D)3+(A+ B> +(B+CO)t+C Vvt.

Identificando os coeficientes obtemos C =1, B=—-C = -1, A= —-B=+1,e D =—A = —1. Isso implica

Jiswee [ i[5 [

1n|t\+f 2t2 —Inft+1|+C.
(11)
/ dz :/d / / _/ dz
z(z +1)3 z+1 (z + 1)2 (z+1)3
=In|z| — 1n|x+1\+—+m+c.

fz;iid:c:fdf :ln|x|+CComu::c4—1,fﬁi—1dx: %ln\x‘i—l\—l—c’(é bem mais simples do que

comegar uma decomposigdo em frac¢des parciais...) (14) Comegando com uma integracdo por partes,

zlnz do — —1 1 +1 1 d
@12 T 2@y T2 @rng ™

e essa ultima integral se Calcula como no Exemplo “ Primeiro, observe que x® + 1 possui £ = —1 como raiz. Logo,
ele pode ser fatorado como 23 +1 = (z + 1)(z? —x + 1). Como 22 — 2+ 1 tem um discriminante negativo, procuremos uma
decomposi¢ao da forma

1 _ A, BrtcC
234+1 z+4+1 22—z+1°

E facil ver que A, B e C satisfazem as trés condicdes A+ B =0, —A+ B+ C =0, A+ C =1. Logo, A = %, B = 7%,

C = % Escrevendo
dx _1 dx 1 r—2 da
4+1 3 ) 241 3 ) z2—az+1

1 1 T —2
§1n|x+1|—§/mdx

Agora,
r—2 2% — 1 dx
" dx=1 —————de -3 2 —z+41
/3:272+1 2/22,x+1 2/x27x+1
dx
1 2 3
=1 - V=3 | 577
21’1|1’ Z+| 2/‘%272:4’»1
:%1n|x2_x+1|—%arctan(%($—%))+C'
Juntando,

dx
/a}3+1 :%1n|:c+1\7%ln|x27x+1\+$arctan(%(x7%))+C.
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9.24 Com a dica, e a substituicio u = senz,

. cosx _ du du
cos:):_ lfsenQ:r B 1—u2 u? —1
1

=-—5In +C
1+ senz
_ ém‘ Iisenz|
1—senz
Observe que essa ultima expressiao pode ser transformada da seguinte maneira:
senx + 1 1+ senx)? 1+ senz
%lni—i_‘zéln’( + 5 ) zln‘ * =In + tanx| .
senx — 1 cos? x cosx cos T

9.25 Como A = 42 —4-13 < 0, o polinémio 2 + 4z 4 13 tem discriminante negativo. Logo, completando o quadrado:
2 +dz+13=(z+2)?-4+13=(z+2)2+9,e

T x 1 T
dx = 7dx:§ N dzx
22 + 4z + 13 (z+2)2+9 (3(x+2)2+1

Comu:%($+2),x:3u—2, 3du = dz,

l/ T 3u—2
) Ga+2)2+1 +2))2+1

u? +1 du

_ w2 du
u2+1 3 w241

In(u? +1) - 2 arctan(u) +C

1

2

Ln(2® + 4z +13) — 2 ! 2))+C
= 5 In(z” + 4z + )—garctan(g(x—k ) +

9.26 —cosx—&-%cosr’x—i-C Com u = senz, fcos5xdar:f(1—u2)2du:-~~:senx—%sen3x+%sen5x+0

Escrevemos f(cos:r senx)%dr = f sen® z(1 — sen? x)? cos zdz. Com u = senz d4

/sen5 z(1 —sen? )2 cos xdx = /u5(1 —u?)%du

= /(u5 —2u” +u%)du
6 8 10
u u u
=—-2—+4+—+C
6 8 10
_senz sen®aw n senl® g Lc
6 4 10 ’
(14) —COSIT + C { . Com u = sent, f (sen2 tcost)esentdt = f u?e*du. Integrando duas vezes por partes e voltando para

a variavel ¢,

/uQe“du =uZe — /(2u)e”du

=uZe® — 2{ueu — /e”du}

=uZe® — 2{ue* — e} +C
=ev(u? —2u+2)+C
= (sen?t — 2sent +2) + C.

@ Com u = cosz, fsen?’ zy/cosx dr = — f(l—uQ)\/ﬂdu = —f(u1/2 —ub/?)du = —%u3/2+%u7/2+0 = —%(cos:c)3/2+
%(cos z)7/24C. @ fsen2 xcos? xdr = f(l —cos? ) cos? x dr = f cos? x dx — fcos4 z dz, e essas duas primitivas ja foram
calculadas anteriormente.  9.27 fsecQIdaz = tanz + C. ftangxdm = f(taan +1—1)dz = tanz —z + C.
ftan‘"’xda: = ftanx(l + tan? ) doz — ftanxdx = %tan2x —In|cosz| + C. ftanxseczd;v = secz + C.
ftan4:csec4:cda: = ftan41‘(tan2x+ 1)sec2zdr = fu4(u2 + 1) du = %u7 + %us +C = %tan7:c + %tansx + C. @
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fcossmtan5a:dx—fsen5zdx—f(1—0032x)2 enmda:——f 1—u2)2du——u+2u3—lu5+C——cos:c+2cosSa:—

%cos z+C. .fsec x tan xdx*fsec x(sec? x—l)(tanzsecx)d:c*fw‘l(w —l)dwf—uﬂ—fw +C = 7sec7:c—

%sec x + C. (8) Por partes (lembra que (sec )’ = tan6sec8):

/86629sec6’d9:tan@sech/tarPHsechH

= tanfsecf — /(86029 — 1)secfdb.

/sec39d0:%tan&secGJr%/seCGdH.

Ja calculamos a primitiva de sec # no Exercicio f secHdf = ln|sec€ + tan 9’ + C. Logo,

Logo,

/sec30d0 = %tan@sec@—i— %ln|se<:9+tan9| +C.

9.28 De fato,

(%arcsenx—f— %x\/l—ﬂ)/ = %%—i—%\/l—qﬂ—f— %x2_72$

Il
(NI
<

—

I

8

v

+
[NIE
<

—

I

8

N

I
<\

—

I

8

N

9.29 A 4rea é dada por A = 4f0a51/1 — %dm. Com z = asen ¥,

« 22 3
A =144 1——2d:1::4o¢5 cos?0df = waf.
0 « 0

Quando o = B = R, aelipse é um disco de raio R, de drea 7R-R = 7R2. 9.30 (I)) Sabemos que f

dx _
i arcsen z+C', mas
Cost@de = 0+C = arcsenz+C.

isso pode ser verificado de novo fazendo a substituicdo z = sen 6:

Com z = v/10sent d&

dx _ f 1
\/1712 \/1fsen20

vV 0 sen” t
V10 cos tdt = V1 sen” tdt
/ V10 — 22 / V10cost

Uma segunda substituicdo u = cost da
‘/sen7 tdt = /(1 — cos? t)® sentdt

= —/(1 —u?)3du

= —/(1—3u2+3u4 —u8)du

3 1
3 5 7
= + - +C

Para voltar para z, observe que u = cost = V1 —sen?t = 4/1 — (z/v/10)2. Logo,

3 5 7
x7 7 x2 x2 3 2 1 z2
— L dr=VI0{1-Z g 1-E 2 -2 s 12 c
/\/10_;,;2 ’ { 0" 0 5 0 7 10 }+
dr = -1

V1= 23 nio é VaZ — 222 tuicio u — 1 — 23 2 du _
Observe que V1 — 23 ndo € da forma Va b?z2! Mas com a substituicdo u = 1 — x°, f \/ﬁ =—3 \/% =
—§ﬁ+c = —7\/1 —z3+C. . Aqui uma simples substituicio u = 1 —x2 d4 fx\/l —z2dx = %(1—x2)3/2+c’. (Pode
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também fazer z = sen @, é um pouco mais longo.) Completando o quadrado, 3 — 2z — 22 = 4 — (z + 1)2. Chamando
r+1=2senf,

¥dz: 2SL(Q_IZCOSG(M:Q sen 6 df — do
V3 — 2z —x? V4 —4sen?
= —2cosf —0+C'.

T
——  _dz=-24/1— ()2 — arcsen(&tL) + C.
/m Vi- () %)

@ Com x = 3sen 6 obtemos f12\/9 — 22 dx = 34 fsen2 Ocos?0dl. 9.31 fazendo x = %tanH da

Voltando para z, temos

1 3
Ldr - Ml sec? 0dO
Vaz? +1 Vsec2f 2
= % tan 6 sec 0d0

= ﬁ (sec? @ — 1) sec § tan 6d6

Com w = sec#6, obtemos f(sec2 0 — 1)secftanfdf = @ —sec + C. Mas tanf = 2z implica secd = y/tan20+ 1 =
V1 +4z2. Logo,

3 (1+422)3 V17 42 o
T = - .
VAzZ + 1 48 16

Observe que pode também rearranjar um pouco a funcéo e fazer por partes:

N

3 8x
———de=1% | PP ——da
/ 42 11 4/ 2vV4z2 1
{x2x/4x2+17/(2x)\/4362+1dx}
4z2 4+ 1)3/2
=%{x2*’4’32“*i‘( - ?:;2) }+C’

d4 na mesmal Com z = tan 6, temos

/xS\/m2+1dm:/tan3€sec30d6’

= /(8602 6 — 1) sec? (tan 0 sec 0) d6

(via w =sech) = %sec‘r)@— %secSQ—Q—C

=1+ 1?2 - 1@+ 132+ C.

Aqui ndo precisa fazer substituigdo trigonométrica: u = z? + a? da f:m/xQ +a?dz = %f\/ﬂdu = %u3/2 +C =

%(302 +a2)3/2 4 C. Como z2 + 2z + 2 = (z + 1)2 + 1, a substituigio z + 1 = tané d4 f 7 2i’; — = Ssesczeg de =
x x
f secfdf = In|sech+tanf|+C = ln|z +14+Vax2 +22+ 2| +C. Apesar da fungao ﬁ ndo possuir raizes, facamos

a substitui¢do x = tan8:

dx sec? 6 do
- do = = 10de.
/ (2 +1)3 / (tan2 6 + 1)3 / sect 0 /COS

Essa ultima primitiva ja foi calculada em (9.29)): f cost 0do = % sen 6 cos® 0 + % + % sen(20) + C. Ora, se tanf = x, entdo
L_ e cosf = L

V1+x2 Vi1+z? '

senf =

Logo,

dx _ T 3 T C
@+ 1) _4(1+:c2)2 +§ arctanx+71+x2 +C.
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@ Com x = 2tan¥, IT = 4f cosf. gh = — @—I—C. Agora observe que 2tanf = z implica senf = \/L

senZ? 6 z244

/22
— 4z+4 + C. 9.32 J4 montamos a integral no Exemplo , e esta pode ser calculada com os

L dr__ —
ogo, [ o2 /a2 14
métodos dessa segao: L =2 fol V14 4x?de = % + % ln(% + %) 9.33 (1) Seja xz = V3sec. Entdo dz = v/3secftanb,
e

/ z3\/x2? — 3dx = /(\/gsec 0)%v/3 tan 0v/3 sec 0 tan 0d9
=3 /{se02 6 tan? 0} sec? 9df

(com u = tan@) = V3 /(u2 + Duldu
=3 (WS /5 +u?/3) +C

Mas como cos @ = v/3/x, temos (fazer um desenho) u = tan 6 = V22 — 3/+/3. Logo,

/x3\/x2—3dx:%\/x2—35+\/x2—33+0

Um outro jeito de calcular essa primitiva é de comecar com uma integracao por partes:

2 — 3)3/2 22 — 3)3/2
/xgmdx:%/ﬁ{zxmw: {xQ( 3/?2)) */Qx( 3/2) o}

[NIE

:%{xZ( —33/2 %/ 3/2dx}
_33/2 5/2
:%{xﬂ 3/; G /) }w

_ %IQ(xQ 73)3/2 _ %(12 _ 3)5/2 +C)

x’

X 2_,2
Va2 —a? = tanf = Y0
6
a

Logo, fdirdm—ln\” “I —a? |+ C. (3) Com z = sech, dx = secd tan 0d6:

Comx:asec@,fV%dw-fsec@d&—ln\sec@+tan9|+c’ Como cosf = &,
r<—a

23 sec? 6
/ ﬁdz = / oy sec 6 tan 0d6O

= /sec2 0 sec? 0do

= /(tan2 0+ 1) sec? 0do
(w:=tanh) = /(u2 + 1)du

3
u
=Y iutc
g et

3
:tar; 9+tan9+C.

Mas sec @ = x implica tan§ = v/z2 — 1. Logo,

T
———dzr = —(x
/\/wz—l 3
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Capitulo

10.1 Representando a metade superior do circulo de raio R centrado na origem com a funcdo f(z) = vV R? — x2, podemos
expressar o comprimento da circunferéncia como

R R 1
dx du
2 \/1+ v/ R?2 —22)2dx = 2R —— =2R — =27R.
[R U V] [Rm /—1m

10.2 Lembrando que cosh’(x) = senh z, que cosh? z — senh? z = 1, e que coshz é par,

1 1
:/ \/1+(senhw)2dx:2/ coshz dr = 2senh(1) = e — e~ !
-1 0

10.3 O comprimento é dado por L = fol V1+e2®dz. Seu =+/1+e2®, entdo do = ﬁdu, logo

V14et ’LL2 1+e4 \/1+e4 du
L= / 5 du = / 1du+ / 5 .
vi U Ve va vl

Essa ultima integral pode ser calculada como no Exemplo ug’il = %ln ull 4 o, Logo,

Vitef—1 V2+1
L:\/1+e4—\/§+lln[ . }
2 lVIFef+1 V21

10.4 . ) A esfera pode ser obtida girando o semi-disco, delimitado pelo grafico da funcdo f(z) = vVr2 — z2, z € [-r,7], em
torno do eixo . . O cilindro pode ser obtido girando o grafico da funcdo constante f(x) = r, no lntervalo [0,R]. (3) O
cubo néo é um sélido de revolugéo. O cone pode ser obtido girando o gréifico da funcio f(z) = pz (ou f(z) =7 — 7 =),
no intervalo [0,h]. 10.5 117

10.6 . 10.8 A drea é dada por

™
/ sen(z)dr = —cos(a:)|;/2 =—(-1)-0=1.
/2

Girando em torno do eixo x: Vi = fw/z n(senx)? der. Ou, com as cascas: Vi = fl 2my(m/2 — arcseny) dy. Em torno da

reta x = 7, usando as cascas: Vo = f /2 2m(w — x) senx dz. Sem usar as cascas: Vo = m(%)%-1— f m(arcseny)? .dy. 10.9

O cone pode ser (tem vérios jeitos, mas esse é o mais simples) obtido girando o grafico da fungdo f(z) = %:p, 0<z<H,
em torno do eixo x. Logo,

H H
R \2 R? R?2 H3 1
V= ﬂ(—x) de = 17— 22dr =n—— = “nR’H
o H

Obs: pode também rodar o grafico da funcao f(z) = —Ex + H,0 <z < R, em torno do eixo y. 10.10 O volume é dado
por V = f ) (vzInz)?dz. Integrando duas vezes por partes, obtem-se

2 2 1
/ac(lnac)zd:c: :C—(lna:)Z —/I—Q(lnz)fdac
2 2 T
2
= %(111:17)2 - /mlnxdz
2 2 2
oz 2 T e 1
—7(1nx) —{Elnm—/ggdm}
2 2 2
= %(11131;)2 — %lnx—i- % +C
Logo, V = 62;1. 10.11 (1) Cil.: fl 7(22)2 dx, Casc.: fol 2my(1 — /y) dy. Cil.: fO (1 — 22)?)dx Casc.:
1
fo 2m(1—y)(1— %) dy, @) Cil.: fo m((1+22)2 —12) dzx Casc.: f 2r(1+y)(1 dy Cil.: fo V7?) dy Casc.:

1 . 1
fo 2z - 22 dx Cil. fo m(1—/y)? dy Casc.: fo 2n(1—x)z? dz () Cil.: fo w(22 —(1+f) ) dy Casc. fo 27(1+z)z? dx
10.12 Com o método dos cilindros,

3 3
v:/ 7r22dx—/ 7r(2—(1—(x—2)2))2dx-
1 1
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OU, usando o método das cascas,
1
\% :/ 27(2 — y)24/1 — ydy .
0

OU, transladando o grafico da funcéo, e girando a nova regido (finita, delimitada pela nova curva y = —1 — z2 e o eixo x),

+1 +1
V= / 722dx — / (=1 —2?)%de.
-1 -1

10.13 O volume ¢é dado pela integral

—1 —1 4
7T [ e2® —2x y +1
:f{——l—Qw— }
40 2 _1
= E{62—|-4—e_2}

10.14 Em torno da reta z = m:
T 0
V= / 2n(m — x)|cosz|dx, ou V:/ n(mw — arcosy)2 dy .
/2 -1
Em torno da reta y = —1:
™ ™ 0
V= / 712 dxf/ n(cosz — (—1))2dz, ou V:/ 2m(y — (—1))(m — arcos y) dy .
/2 /2 -1

10.16 Se trata de mostrar que a area lateral de um cone truncado de raios 7 < R e de altura h é dada por

A=m(R+71)\/h2+(R—1)2.

De fato, fazendo o corte,

C
r
D
h
R
E
Chamando a distdncia CD de [, e a distancia CE de L, temos A = wRL — wrl. Uma conta elementar mostra que

l = g5/P2+(R—7)2%, e que L = R}ET h? + (R—r)2. Isso d4 a férmula desejada. 10.17 Como a esfera é obtida

T

girando o grafico de f(z) = vV R? — z2, a sua &rea é dada por

R 7 R
A:2ﬂ'/ \/RQ—IQ\/l—&-(\/RQ—xQ)de:ZWR/ de = 47 R?.
-R —R
Capitulo
L—2 gy

. L . . . .
11.1 (1) Com u =z — 2, 300 Idf2 =limy o f3 % =limy o fl T =limp o0 In(L — 2) = oo, diverge. (2)) Diverge
L
(é a &rea da regido contida entre a parébola x? e o eixo x!) floo Z—? =limy, o fl 2—97“ = élimLﬁ,oo{l — %} = %, logo

L ~ R . . P o
converge. Como fo cosz dxr = sen L, e que sen L ndo possui limite quando L — oo, a integral imprépria fo coszdx

. X dx _ 7 -1 _ 1 _1_ 1
diverge. fo 241 = 20 logo converge. @ Temos 2 — 3D — = Py

logo

L
/Qdiz:{lnx}|f’—{ln(az+1)}\f:lnL—ln(L+1)+1n2.
;T +x
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Mas como limp_oo{InL — In(L + 1)} = limp_,5 In LLH = Inl = 0, temos floo lgli

2
converge. (8) Com u = Inz, f 1“7“” dx = fudu =% + C, logo f;o 1“7”” dx diverge. @D converge (pode escrever z# = u?,
onde u = z2) 11.2 L(s) = % L(s) = %2 Integrando duas vezes por partes, é ficil verificar que L(s) satisfaz
L(s) = %(% - éL(s)). Logo, L(s) = ﬁg L(s) = Sia. 11.3 A fungdo tem dominio R, é impar e possui a assintota

horizontal y = 0, a direita e esquerda. A sua derivada vale f'(z) = (g}{fzf)? Logo, f decresce em (—oo, —1], possui um

— = In2 < oo, logo converge. (7))

minimo local em (—1, %), cresce em [—1,+1], possui um um méximo local em (41, %), e decresce em [1,4+00). A derivada
2

segunda vale f(z) = % Logo, f possui trés pontos de inflexdo: em (—+/3, —%), (0,0) e (v/3, ?), e é concava em

(—o0, —%], convexa em [—%, 0], céncava em |0, %], e convexa em [?, +00).

A

Vemos que a area procurada é dada pela integral imprépria

(e} L
T T
de = li dz = lim In(L?+1) = )
A x2+11‘ LEHOO/O :v2+1x Lgréon( +1) =+o0

11.4 f tem dominio R, e é sempre positiva. Ja que

. e® . 1 X e®
lim —= lim — =1, lim =0,
z—+o00 1 + e% z—+o00 1 +e % z——o00 1 + €%
f tem duas assintotas horizontais: a reta y = 0 a esquerda, e a reta y = 1 a direita. Como f/(z) = ﬁ é sempre

o . = P - . T(1—e
positiva, f é crescente em todo x (ndo possui minimos ou méximos locais). Como f/(z) = 6(117&6)2)’

quando z < 0, negativa quando = > 0, temos que f é convexa em (—o0, 0], cdncava em [0, 00), e possui um ponto de inflexdo
em (0, %):

e que essa é positiva

A &rea procurada é dada pela integral imprépria

oo x oo
1
/ {17 ¢ x}dm:/ xdm
0 1+e o 1+e

Comu=e*+1dddu=e*der=(u—1)dz, e

1 1
dr = du.
1+ e u(u—1)
A decomposicdo desta dltima fragdo da

1 d d
e qu=-— [ & v =—Inlu|+Inju—-1]+C
u(u — 1) u u—1

< b L
dr = lim dr = lim { —In(e®+1)+1n e’”}
0 1+ e* L—oo 0 1+ e* L—oco 0

= lim {—ln(1+e_'r)}L

L—o0 0

Logo,

=1In2

11.5 Considere por exemplo a seguinte funcao f:
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Fora dos tridangulos, f vale zero. O primeiro tridngulo tem base de largura 1, o segundo %, 0 k-ésimo %%1, etc. Logo, a
integral de f é igual & soma das dreas dos triangulos:

Assim, a integral imprépria converge. Por outro lado, ja que f(k) = 1 para todo inteiro positivo k, f(z) ndo tende a zero
quando z — co. 11.7 Como # = I%, com p = a/2, a integral converge se e somente se o > 2. Defina p := a2 —3.

Pelo Teorema [TT.1] sabemos que a integral converge se p > 1, diverge caso contréario. Logo, a integral converge se a > 2 ou
a < —2, e ela diverge se —2 < o < 2. (3) Converge se e somente se a > 1/2 (pode fazer u = Inz). 11.8 O volume do

sé6lido é dado pela integral imprépria
r1\2 < da
V=m (—) de =7 —.
1 zd 1 w2

Pelo Teorema , essa integral converge se 2¢g > 1 (isto é se ¢ > 1) diverge caso contririo. 11.9 Como z2 + x > z2

para todo z € [1,00), temos também ﬁzi < I% neste intervalo, logo f m < 100 i% < 00, converge. Como

r+ 1 > x para todo z > 1, fl f(ac+1) < L s f ~3/3 < 00, converge. . f 1+eT < fo dr < oo,
oo _ Sl dx _
converge. . fl e‘ T dr > fl Sdr = fl dr = oo, diverge. Como fo 2211 = Jo 212+1 + fl 2T2+1 e
© _ dx © dx dx 1 _ 1 _z?
fl 22211 < 1 222 <00 temos que fo 5aZ7 converge. @ Escrevendo oo = 22 xg 7, € observando que o maximo

dx 9 [ dac
z2—-1 — 8 J3
fazer é de observar que se « > 3, entdo 22 — 1 > z3/2. @ Como Vz2 +1 > Va2 = z em todo o intervalo de integragio,

A/ r2
floo 9;2+1dl‘ > floo z%dm = floo %d:{;. Como aqui é uma integral do tipo floo I%dx com p = 1, ela é divergente. Logo,
A/ 2
pelo critério de comparagao, f 100 272“
0o 1 0o 2 oo 1 oo 2249 0o 42
fl Z4+1 dr < fl %d:p = fl —z dz < oo, converge. @ Como senz > —1, fl Wdaz > fl Tdr =
2
floo z dx = oo, diverge. (10) Como Inz > 2 para todo = > €2, temos que f:zo e~ (na)* g < f:;o e 2nw gy — f;o %, que

converge. 11.10 Observe que se 0 < z < 1, entao e—z”/2t <1,esex > 1, entdo z2 > x, logo e—’ /2t < e%/2t, Logo,

[e’s) o 1 T
/ e 2t d:L‘:/ e~ 2t der/ e T / dx + / e /2t gy
0 0 1

2
Como essa ultima integral converge (ela pode ser calculada explicitamente), por comparagéo fooo e~ 5% da converge também.

3
N = . ., 9 oo
da fun¢do —F— no intervalo [3,00) é §, temos f3

< 00, logo a integral converge. Um outro jeito de

dx diverge também.

—a?/2t ¢ par, isso implica que f(t) é bem definida. Com a mudanca y = x/+/t, temos

1 <
3737 dr =
27rt/0 V2 /

que ndo depende de t. Assim, f é constante. 11.11 (1} Por definicéo, f \/ﬁ =lim,_, ¢+ f \/dL =lim,_,o+{—2v1— x}(1)76 =

Como =+ e

2. Logo, a integral converge. . fo ln(x)dx = lim__ g+ fl ln(x)dac Integrando por partes, definindo f’(z ):T
o(@)= In(z), temos (z) = 2yF, g (a) = L. ¢

/hj?dx:%/iln(x)—2/?dm:2\/iln(x)—2/%6&

=2yzIn(z) —4v/z + C.

(Obs: pode também comegar com u = 4/, e acaba calculando 4 f In(u)du.) Logo,

ln(m)dm— lim 42 In(z) — 4/x + C !
/0+ e {2V In( Va+C}

e—0t

= lim —4—2veln(e) +4V/e = —
e—0t
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Este dltimo passo ¢ justificado porqué lim._, o+ /€ = 0, e porqué uma simples aplicagdo da Regra de Bernoulli-I’'Hépital

dé lim,_, g+ veln(e) = —limy— 4 oo lr:}%) = 0. Como o limite existe e ¢é finito, a integral imprépria acima converge e o seu
valor é —4.
Observe que a funcao \/171 nao é definida em ¢t = 0, logo é necessario dividir a integral em duas integrais
e —
impréprias:
1
dt = ! dt + ! dt
o+ Vel—1 o+ Vel —1 1 Vel—1
Yo b
= lim ————dt + lim —dt.
5—>0+/€ Vet —1 L—>oo/1 Vet —1
t
o . _ _ e .
Para calcular a primitiva, seja u = Ve 1, du 72\/et7_1dt, i.é. dt = 2_Hdu e
1= 2arctan(u) + C
= 2arctany/et — 1+ C
Logo,

lim dt =2 lim arctan — 1| =2arctanve—1
e—0t / Ve e—0t \/7{

lim —dt =2 llm arctany/et — 1| =m — 2arctanve — 1
e Ve Ve

L—o0

. . . . (oo}
Como esses dois limites existem, f dt_ converge, e o seu valor é .
0 Jet—1




244 APENDICE A. SOLUCOES DOS EXERCICIOS



Indice Remissivo

arcos, [A]]

arcsen, [0]

arctan, [42]
“sanduiche”, [73]

abcissa,
aceleragao, [116
aproximacao
por racionais, 9]
por retangulos, [152]
por cascas, [I87]
por cilindros, [184]
assintota

obliqua,
horizontal, [64]

vertical,
cilindro,

coeficiente angular,

decomposicao em fragoes parciais,

derivada
de fungoes trigonométricas, [103
de poténcias,
como fungao, [107]
de exponencial e logaritmo, (103
e variagao, [I12] [TT3
implicita, [12]]
lateral,
logaritmica, [109
descontinuidade, [78], [90]
desintegracao,
diferenciabilidade,
e continuidade, [T00]
disco, (152
distancia Euclidiana, [9]

divisao por zero, [T, 20} 201]
dominio,

completar um quadrado, [3] [L3] BT,

comprimento de arco, [I8]]

cone, [33]
conjugado,
conjunto
denso,
continuidade, [39]
corda, [33]
cosseno, [I5]
funcao,
grafico,
hiperbdlico, [57]
crescimento no oo, [I43]
critério
de comparacao,
circulo, [12] [99]
equacao, [24]
forma genérica, [12]
circulo trigonométrico,

decibel, [54]

equagao
conjunto de solugoes,
de reta, [10]
do primeiro grau,
do segundo grau,
esfera, [33] [185]
estudos de funcoes,
Euler, Leonard,
exponencial
divergéncia, [A7]
na base a,
na base e, {45} [54]
propriedades,
exponenciacao, [I0§]

fatoragao de polindmio, [6]
funcao, [19)
bijetiva,
composigao de , [34]
exponencial,
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integréavel,
inversa, [37]
limitada,
logaritmo,
par, 27} 7]
periddica,
continua, [89]
convexa, [I23]
crescente, [28]
concava, [123]
decrescente,
limitada, [73]
funcao
deriviavel num ponto,
funcao area,
fungoes trigonométricas
hiperbdlicas, [57]
fisica estatistica,

Gauss, curva de Gauss,
gréfico,
transformacéo de, [31,
drea debaixo de um, [I51] [194]

hipérbole,

identidades trigonométricas,
imagem, [36]
inclinacao,
indeterminacao, [62]

do tipo “0” .,. .

do tipo oo oo’
inequagao

resolucao grafica,
inequagdes, [9]

com valores absolutos, [7]
informagao

teoria da,
integral

de Riemann, [I55]

propriedades da,
integral de Riemann, [I84]
integral imprépria

em intervalo finito, (199

em intervalo infinito, [193
integracao

de fungoes racionais, [169)

INDICE REMISSIVO

de fungoes trigonométricas,
por partes, [I606]
por substitui¢ao, [I63]
interpolacao,
intervalo
aberto, [
fechado,
semi-aberto/fechado, 4]
semi-infinito, [4]

juros
taxa de,

Kepler, Johannes,

Lei de Snell,
limite, [48] [79] [193]
hmx—>0 sena:
T — 00, |5;9| 64
de integragao, (155
propriedades,
bilateral, [79]
infinito, [66]
lateral, [74]
propriedades, [77]
limites
de fungoes continuas, 93]
linearizagao,
logaritmo,
féormula de mudanca de base,
grafico,
na base a,
natural,
neperiano, [59|
propriedades,

montar fungoes, [33
movimento

retilineo uniforme, (116
movimento oscilatério,
mudanca de varidvel,
maximo

global, [13]]

local,

maximos e minimos, {131
minimo

global,

local, [I33]



INDICE REMISSIVO

Napier, John,

niumeros
inteiros 7Z,
naturais N,
racionais diadicos,
reais R,
reais nao-negativos R, [
reais positivos R? , [

ordem, [4]
ordenada,

na origem, [I0]
otimizacao, [I36]

parabola, 23], 3T} [06]
periodo,
piramide,
plano Cartesiano,
Potencial
de Lennard-Jones, [135
poténcia
inteira, negativa, [20]
inteira, positiva, [26]
inverso de,
Poténcias de dez (filme),
preimagem, [36|

primitiva, [158] [162]

quadrante, [9)

racionais diddicos, [80]
raiz
funcao,
quadrada,
reflexdo,
regra
da cadeia,
Regra de Bernoulli-I’'Hopital, [126]
regra de Leibniz, [105]
regras de derivagao, [L04
resolu¢do numérica, [92]
reta, [10] [22]
inclinagdo de,
tangente, [97], [120]
Riemann (Georg Friedrich), {155

seno, 15
funcao, [20]

247

grafico,

hiperbdélico,
substituicao

trigonométrica,
solidos de revolucao, [182

tangente, [19]
grafico,
hiperbdlica,
taxa
de variacao,
taxa de variagao,
taxas relacionadas,
tempo de meia-vida,
Teorema
de Rolle,
do valor intermedidrio, [07]
do valor intermediério para derivada,
[L13} 25
Teorema Fundamental do Calculo, [157],
translacao
horizontal, [3]]
vertical,

trigonometria, [I3]

valor absoluto, [0]

variagao, [[T2]
variavel
muda, [I55]
velocidade
instantanea, [I15]
velocidade

média,

area
de regiao do plano, [160
angulo,
de refracao, [141
medido em graus,
medido em radianos, [14]



	Licença e créditos
	Prefácio
	Fundamentos
	Números reais
	Equações do primeiro e segundo grau
	Ordem e intervalos
	Inequações e sinal
	Valor absoluto

	O plano cartesiano
	Retas
	Círculos

	Trigonometria
	Medir ângulos no plano
	Seno, cosseno e tangente
	Identidades trigonométricas


	Funções
	Definição e exemplos
	Limitação

	Gráfico
	Potências inteiras: xp
	Paridade
	Crescimento e decrescimento
	Funções Trigonométricas
	Transformações

	Montar funções
	Composição, contradomínio e imagem
	Bijeção, função inversa
	Inversos das potências
	Funções trigonométricas inversas


	Exponencial e logaritmo
	Exponencial
	Logaritmo
	A base e=2,718...
	Funções hiperbólicas

	Limites
	Limites xf(x)
	Introdução
	A definição de limite
	Limites infinitos

	Limites laterais: xaf(x)
	Limites xaf(x)
	Indeterminações do tipo `` 2100''
	O limite x0 21senxx

	Limites laterais infinitos, assíntotas verticais
	Mudar de variável
	O limite e=x(to.1+ 211x)to.x
	O limite xaxx
	Exercícios de revisão

	Continuidade
	O Teorema do valor intermediário
	Limites e funções contínuas
	Exercícios de revisão

	Derivada
	Retas e gráficos de funções
	Reta tangente e derivada
	Pontos de não-diferenciabilidade
	Derivabilidade e continuidade

	A derivada como função
	Derivar as potências inteiras: xp
	Derivar as funções trigonométricas
	Derivar exponenciais e logaritmos

	Regras de derivação
	Derivar as potências x; exponenciação
	Derivadas logarítmicas
	Derivar uma função inversa

	O Teorema de Rolle
	Derivada e Variação
	Velocidade, aceleração, taxa de variação
	Taxas relacionadas

	Linearização
	Derivação implícita
	Convexidade, concavidade
	A Regra de Bernoulli-l'Hôpital

	Extremos e problemas de otimização
	Extremos globais
	Extremos locais
	A procura de extremos em intervalos fechados
	Problemas de otimização
	A Lei de Snell

	Estudos de funções
	Sobre o crescimento das funções no 
	Assíntotas oblíquas
	Estudos de funções

	Integral
	Introdução
	A integral de Riemann
	O Teorema Fundamental do Cálculo
	Áreas de regiões do plano
	Primitivas
	Integração por Substituição
	Integração por Partes
	Integração de funções racionais
	Integrar potências de funções trigonométricas
	Substituições trigonométricas


	Aplicações
	Comprimento de arco
	Sólidos de revolução
	Aproximação por cilindros
	Aproximação por cascas
	Exercícios

	Áreas de superfícies de revolução
	Energia potencial
	Resolvendo equações diferenciais

	Integrais impróprias
	Em intervalos infinitos
	As integrais adxxp
	O critério de comparação
	Integrais impróprias em R
	Em intervalos finitos

	Soluções dos exercícios
	Índice Remissivo

