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Capitulo 1

Fundamentos

A probabilidade moderna se baseia fortemente na Teoria da Medida e supomos
durante esse curso que o leitor esteja bem familiarizado com conceitos tais como:
Medida de Lebesgue, extensdes de medida e teoremas de convergéncia. [remos
agora justificar brevemente a escolha da Teoria da Medida para o estudo de
probabilidade.

No inicio da Teoria da Probabilidade, a maioria dos fendmenos estudados
apresentava apenas um numero finito de resultados possiveis, como por exem-
plo ao se jogar um dado de seis lados ou sortear uma carta em um baralho. Em
tais casos é desnecessdrio o uso de ferramentas sofisticadas pra modelar tais
situacdes. Por exemplo, podemos simplesmente dizer que a probabilidade de
se obter cada um dos lados do dado é iguala 1/6.

Mas digamos por exemplo que queremos um modelo para estudar o vo-
lume de chuva em uma cidade durante um ano. Obviamente, esse volume
poderia ser qualquer nimero real positivo e ndo podemos simplesmente atri-
buir valores positivos de probabilidade a cada ntimero real (lembramos que
somas ndo enumerdveis de termos positivos sdo sempre infinitas). Mas como
podemos continuar nossa modelagem se nem ao menos podemos dizer qual
é a probabilidade de chover um determinado volume esse ano, por exemplo
(rt/19)mm?

A solugdo para tal dilema, se baseia no fato de que na verdade nunca estamos
interessados no exato resultado do nosso experimento. Gostarfamos sim de
responder perguntas do tipo: qual é a probabilidade de que chova entre zero e
37mm? Estamos portanto interessados em atribuir probabilidades ndo a valores
exatos do experimento, mas a certos conjuntos de possiveis valores. Chamamos
tais conjuntos de eventos.

Voltando ao caso do dado de seis lados, poderiamos nos interessar por
exemplo pela probabilidade dos seguintes eventos: o lado sorteado foi impar
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

(P({1,3,5}) = 1/2) ou o lado serteado foi dois (P({2}) = 1/6). E percebemos
rapidamente que para eventos disjuntos a probabilidade de sua unido é a soma
de suas probabilidades (no caso acima, P({1,2,3,5}) =1/2+1/6 =2/3). Esse
caréter aditivo da probabilidade certamente nos remete aos conceitos basicos de
Teoria da Medida. Vamos agora formalizar a discussdo acima com mais calma,
sob a ¢tica dessa teoria.

1.1 Espacos mensurdveis

Denotaremos sempre por () 0 nosso espago amostral (a principio qualquer con-
junto). Um ponto nesse espago corresponde por exemplo a um possivel resul-
tado do nosso experimento aleatério.

Exemplo 1.1.1. Possiveis exemplos de espago amostral
a) O ={1,2,...,6},
b) Oy =Ry,
c) Q3 ={f:[0,1] = R; f é continua}.

Os exemplos acima poderiam ser usados em modelar por exemplo: o resul-
tado de um dado, o volume anual de chuva em uma cidade e o comportamento
ao longo do dia do pre¢o de uma agédo na bolsa de valores.

Consideraremos sempre ()’s equipados com uma o-dlgebra denotada por F.
Mais precisamente

Definigdo 1.1.1. Dizemos que F C P(Q)) é uma o-dlgebra se
a) Qe F,
b) A € F implica que A° € F e
c) se A1, Ay, - -- € F,entido U;A; € F.

Nesse caso, dizemos que (Q, F) é um espaco mensurdvel e os elementos
A € F sdo chamados de eventos.

Se G C P(Q) (que chamamos de uma classe ou familia), denotamos por
0(G) a o-dlgebra gerada por G , que é a menor o-dlgebra contendo G (ou em
outras palavras, a intersec¢do de todas o-dlgebras que contém G). Um exemplo
importante é dado pela o-dlgebra de Borel , gerada pelos abertos de uma topologia
em ().

Exemplo 1.1.2. Tipicos exemplos de o-dlgebra correspondentes aos espagos amostrais
do Exemplo 1.1.1

a) F1="P(M),
b) F, =B([0,1])e



1.2. ESPACOS DE PROBABILIDADE

c) F3 = B(C[0,1]).
Exemplo 1.1.3. Alguns eventos de F1, F, e F3 acima
a) {xéimpar}, {1} C Oy,
b) [0,1/2],{0},(QNI0,1]) C Oy e
o) {f:[0,1] = R; f(1) >0} C Q3.

Exercicio 1.1.4. Mostre que {f : [0,1] — R; f(t) > Oparatodot € [0,1]} C Q3¢
um evento (ou seja, pertence a F3).

Notagdo 1.1.2. Se Q for uma condigio qualquer sobre candidatos w € ), escreveremos
[w satisfaz Q| para denotar {w € Q); w satisfaz Q}.

Por exemplo, {f : [0,1] = R; f(1) > 0} pode ser escrita simplesmente como

[f(1) > 0].

1.2 Espacos de probabilidade

Agora estamos prontos para introduzir o conceito moderno do que é uma
probabilidade.

Defini¢do 1.2.1. Dado (Q, F) espago mensurdvel, dizemos que P : F — [0,1] é uma
probabilidade se

a) P(Q)=1e
b) Seja uma seqiiéncia (A;);c finita ou enumerdvel de eventos disjuntos (A; N A; =
@ sei # j), entdo
P(UierAi) = )_P(A). 1.1)
iel

Obviamente, isso nada mais é que uma medida que associa massa um ao
espaco todo.

Exemplo 1.2.1. Probabilidades nos espagos do Exemplo 1.1.1

a) Pi(A) = (#A)/6 em (Qq, F1). Ou mais geralmente P{(A) = Y_;c 4 pi, onde
piz0e);pi=1

b) P, pode ser a medida de Lebesgue em ([0,1], B([0,1])). Mais geralmente tam-
bém podemos ter Py(A) = [, p(x)dx, onde p [0 1] —> R é uma fungdo
mensurdvel, chamada densidade, tal que f 01] P (x)dx =

c) Ps = by, que atribui o valor um se o evento contém a fungio identicamente nula
(f = 0) e zero caso contrdrio.

Obviamente o terceiro exemplo é bastante artificial (e inttil). Mas, futura-
mente, estaremos prontos para introduzir medidas bem interessantes no espago

(031]:3)'



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Proposicdo 1.2.2. Valem as afirmativas seguintes
a) Se A C Bentio P(A) < P(B).

b) A cota da unido: para I finito ou enumerdvel

P(Uier Ai) < ) _P(A)). (1.2)

iel
c) O que chamamos de principio da inclusdo e exclusao

n

P(UL A4) = Y (-1 Y P(A;N---n4A). (13

k=1 l§i1<~~-<ik§n

Demonstragio. a) Como AN (B\ A) = @, entdo
P(B) = P(AU(B\ A)) = P(A) + P(B\ A) > P(A). (1.4)

b) P(AUB) =P(AU(B\ A)) =P(A)+P(B\ A) < P(A) + P(B).
Deixamos o caso enumeravel como exercicio abaixo.

c) Chamamos de A a unido dos A;. Basta mostrar a validade da equacao
abaixo e depois integrar com respeito a P.

Iaw)=Y (- ¥ s (). (1.5)
k=1 Ig‘{l1|;i(,n} icl

Para tanto, observe que para todo w € (),
(]lAfﬂAl) ..... (1g4 —14,)(w)=0. (1.6)

Logo, expandindo o produto acima obtemos

n
1+ Y, Y (D)1 w) =0, (1.7)
k=11C{1,..n} iel
|1|=k
que equivale a (1.5). O

Exercicio 1.2.2. Mostre que P(U; A;) < ¥; P(A;) no caso enumerdvel.

Exercicio 1.2.3. Mostre que

G D DI V'

I
1§i1<~~-<ik§n

IN
™=

P(UL; A) NN A ) seméimpare

T
X

S VD DR (G

I
1§i1<-~-<ik§n

v
hgE

P( ;'1:1Ai) N---MNAj)semépar.

x-
I
—
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1.2. ESPACOS DE PROBABILIDADE

Exercicio 1.2.4. Seja n > 1 um mimero inteiro e considere Q) = {0, 1}", o hipercubo
de dimensio n (cada w € Q) pode ser visto como uma fungio w : {1,...,n} — {0,1}).
Para cada i € {1,...,n}, definimos o evento A; = {w € Q;w(i) = 1}. Dadas
duas probabilidades P e P' em (Q, P(Q))), mostre que se P(B) = P'(B) para todos
conjuntos B dados por intersegdes de A;’s, entdo P = P’.

Proposicdo 1.2.3. Toda probabilidade P é continua, isto é:

a) Se Ay C Ay C -+ € F for uma sequéncia crescente de eventos, entio

b) Também,se Ay O Ap DO --- € F, temos lgn P(An) = P(N5=q An).
n—oo

Demonstragdo. a) Observe que

o 00 n—1
U 4n= U (4x\ (U 4)), (1.8)

n

que sdo disjuntos. Logo

P(UR An) = 3 P(40\ (U 4)

n=
= nli_r)rgoP(Uf’:lA,-) = lim P(A,).

n—oo

(1.9)

b) A prova é analoga a de (a). O

Lema 1.2.4 (Borel-Cantelli - primeira parte). Sejam A1, Ay, - - - € F satisfazendo
Yioq P(A;) < oo. Entdo

P[A; para infinitos i] := P (52— (Ui>nAi)) = 0. (1.10)

Demonstracdo. Estimamos

P( Q) (UiznAs)) = Jim P(UizpAs) < lim TP(A) =0.  (L11)

n=1 n=0i>n
O que termina a prova do lemma. O

Demonstragio. Sejam Aj, Ay, - -- € F satisfazendo Y ;°; P(A;) < oo, e defina,
paran > 1,

fo=Y 14, (1.12)
k=1

de modo que
[A; para infinitos i] = [liﬁnfn = co]. (1.13)

5



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Note agora que (f;;),>1 forma uma sequéncia monétona de fungdes com
lim, f, = Y32, 1a,. Em particular, o Teorema da convergéncia monétona
implica que

00 n <)
/kzllAk - 1i£n/fn dp = lilgnkgl P(A;) = Y P(4) < oo, (1.14)

i=1

Isto nos da que
P(liyrlnf,1 =o00) =0, (1.15)

e completa a demonstragdo. O

Imagine que jogamos todos os dias em uma loteria e que nossa probabilidade
de ganhar no dia i é p;. Entdo se )} ; p; < oo, sabemos que certamente ndao
ganharemos infinitas vezes.

1.3 Sistemas A-7t

Uma importante ferramenta para provar fatos tedricos sobre probabilidades é
o Teorema de Dynkin que apresentaremos nessa se¢do. Ele trata de classes de
eventos que ndo sao necessariamente o-dlgebras, mas sistemas A ou 7 como
definidos abaixo.

Definigdo 1.3.1. Dizemos que uma classe A C P (Q)) é um mt-sistema se for fechado
por intersecOes finitas, isto é: para todos A, B € Atemos ANB € A.

Defini¢do 1.3.2. Dizemos que A C P(Q)) é um A-sistema, se

a) Qe A,

b) Sempre que A € A temos A° € A.

c) Para A, Ay, - - - € Adisjuntos dois a dois, temos U;A; € A.
Exercicio 1.3.1. Dé um exemplo de A-sistema que ndo seja uma o-dlgebra.

Definimos para A C P(Q)), o menor A-sistema contendo A, ou seja,

AMA) = () B (1.16)
B A-sistema
ACB
E facil ver que A(A) é sempre um A-sistema.
Teorema 1.3.3 (Dynkin). Se A é um m-sistema, entdo A(A) = o(A).

Note pelo Exercicio 1.3.1 que a hipétese de que A é um 71-sistema é necesséria
em geral.
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Demonstragido. Obviamente, basta mostrar é que A(.A) é fechado por unides néo
necessariamente disjuntas. Na verdade, vamos ver que ¢é suficiente provar que

A(A) é um 7r-sistema. (1.17)

De fato, caso isso seja provado teremos que A(A) é fechado por diferencas
(pois A\ B = AN B°). Assim, podemos mostrar que A(.A) é fechado por
unides enumerdveis, pois se A1, Ay, -+ € A(A), definimos B, = Ul A; =
(NP AS)C € A(A) e escrevemos

@ A = @ (Au\ By_1), (1.18)

que é uma unido disjunta de termos em A(.A), logo estd em A(.A). Isso mostra
que A(A) é uma o-algebra e que de fato é suficiente demonstrar (1.17).

Vamos primeiramente mostrar que A(A) é fechado por interse¢des com
A. Para tanto, definimos B = {B € A(A);BNA € A(A) paratodo A € A)} e
veremos que

B = A(A). (1.19)

Obviamente, A C B, pois A é um rr-sistema. Entdo basta mostrar que 55 é um
A-sistema.

a) () obviamente pertence a B.

b) SeBe BeAc A entioB°NA=A\(BNA)=(A°U(BNA))-. Mas
como B € B, (BN A) € A(A) e usando o fato que A-sistemas sdo fechados
por complementos e unides disjuntas, B°'N A € A(A). Como isso vale
para todo A € A, temos B¢ € B por definicao.

c) Se By, By, --- € Bsdo disjuntos e A € A, entdo

(U, By)NA= U (BaUA) € A(A), (120)

n=1
pois a unido acima é disjunta. Logo U;,_; B, € B.

Isso mostra que B é um A-sistema com A C B C A(A), mostrando (1.19).
No préximo passo, definimos B = {A € A(A); BN A € A(A), VBe A(A)}
€ mostraremos que

B =A(A), (1.21)

que vai na direcdo de provar (1.17).
Primeiramente, observe que A C B pois B = A(A) (veja a defini¢do de B).
Mostraremos agora que
B é um A-sistema. (1.22)

Para tanto, verificaremos

a) Q) € B, que é claro.
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b) Tomando A € Be B € A(A), ANB =B\ (ANB) = (B°U(ANB))*
A(A), por um argumento anédlogo ao apresentado para B. Logo A® € B.

¢) Também o caso de unides disjuntas é bastante andlogo ao feito para B.

Isso mostra que BB é um A-sistema com A C B C A(.A), estabelecendo (1.22).
Finalmente mostraremos que A(.A) é um 7t-sistema. De fato, dado A € A(A),

segue da igualdade B = A(A) que ANB € A(A), para todo B € A(A). Logo

estabelecemos (1.17), terminando a prova do teorema. O

1.3.1 Igualdade de probabilidades

Proposicdo 1.3.4. Se P; e P, siio probabilidades em (Q), F), tais que P;(A) = P>(A)
para todo A € Ae A é um m-sistema, entdo Py (B) = P,(B) para todo B € o(A).

Demonstragio. Seja B = {A € F;P;(A) = P,(A)}. E facil ver que B é um
A-sistema. Logo B contém A(.A) que é igual a ¢(.A) por Dynkin. O

Corolério 1.3.5. Se Pj e P, sdo probabilidades em (g x Oy, F1 ® Fp), tais que
Pi(A1 X Ap) = Pr(A1 X Ap), para todos Ay € F1, Ay € Fo, (1.23)
entdo Py = P».

Demonstragio. Obviamente as caixas do tipo A X A formam um 7-sistema
que gera JF; ® JF, (por definigdo). O

Exemplo 1.3.2. Observe portanto que é importante que A seja um r-sistema na
Proposicio 1.3.4. Imagine por exemplo que Q = {0,1}?> e P; = }IZXGQ oye P, =
%(5(0,0) +0(1,1)). Nesse caso

Pi(A) = P(A) =1/2= Py(B) = P2(B), (1.24)

comA ={
P(Q) = o(

(0,0),(0,1)} e B = {(0,0),(1,0)}. Contudo, P # P,, mesmo tendo
{4, B}).

1.4 Elementos aleatorios

Muitas vezes ndo estamos interessados no resultado exato do nosso experimento
aleatério, mas sim em uma determinada medic¢do ou func¢do de w € Q). Por
exemplo, no caso do Exemplo 1.1.1 ¢), talvez ndo nos interesse toda a fungéo f,
mas apenas o seu valor no fim do dia f(1). Essas medicdes sado ditas elementos
aleatdrios que definimos a seguir.

Seja (E, A) um espago mensuravel. Nesse caso, se X : 3 — E é uma fungao
(F, A)-mensuravel, dizemos que X é um elemento aleatério em (), F) tomando
valores em E, ou um E-elemento aleatério.

Exemplo 1.4.1. Consideramos os casos
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a) X : Q) — R mensurdvel é dita varidvel aleatéria.
b) X : Q — R? mensurdvel é dito vetor aleatério (d-dimensional).
c) X :Q — C[0,1] mensurdvel é dita fungdo aleatéria.

Seguindo a motivagdo do Exemplo 1.1.1 ¢), poderia ser que, por exemplo,
estivéssemos interessados apenas na variavel aleatéria X : ()3 — R dada por

X(f) = f(1).

Exercicio 1.4.2. Mostre que X : Q3 — R dada por X(f) = f(1) é uma varidvel
aleatoria.

Citando Kingman em seu livro Poisson Processes: “a random elephant is a
function from Q) into a suitable space of elephants.”
Relembrando a nossa notagdo: P[X € A] = P({w € O; X(w) € A}).

Proposi¢do 1.4.1. Seja X : QO — E onde (E, A) é um espago mensurdvel com
A = 0(G). Entdo para verificar que X é um elemento aleatorio, basta provar que
XYG) € FparatodoG € G.

Demonstracdo. Teoria da Medida. O

Exemplo 1.4.3. Se Q) e E sio espagos topoldgicos dotados das correspondentes o-
dlgebras de Borel, entdo toda fungdo continua é um E-elemento aleatério.

1.4.1 Distribuicao de elementos aleatdrios

Defini¢do 1.4.2. Se X : () — E é um elemento aleatério e Q) é dotado de uma
probabilidade P, entdo denotamos por X, P, a chamada distribui¢do de X , a medida
de probabilidade

X.P(A) := P({w € O; X(w) € A}) = P[X € A. (1.25)
no espago mensurdvel (E, A).

Observacdo 1.4.3. Essa definigdo corresponde com a de medida imagem vista no curso
de integragdo que tem um papel ainda mais importante em probabilidade.

Fica como exercicio verificar que X, P é de fato uma probabilidade em E.

Exercicio 1.4.4. Seja X : [0,1] — {0,1} dada por X(w) = 14(w). Nesse caso,
mostre que X.P = Ber(p) para algum p € [0,1]. Calcule o valor de p.

Duas notagdes importantes nesse contexto sio:
a) Sejam (Q), F,P) e (Y, F',P’') dois espagos de probabilidade e X e Y dois

elementos aleatérios. Dizemos que X 4 Y, quando X.P = Y, P’. Note
que X e Y nem ao menos precisam pertencer ao mesmo espago de proba-
bilidade para dizermos que sdo igualmente distribuidos, mas precisam ser
elementos aleatérios de mesmo tipo (ou seja, possuir o mesmo contrado-
minio).
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b) Escrevemos X ~; u, que 1é-se X é distribuida como y, onde y é uma proba-
bilidade em E, caso X.P = u.

Exercicio 1.4.5. Sejam X e Y varidveis aleatorias tais que X é nula quase certamente.
Mostre que X + Y tem a mesma distribuigio de Y.

O exercicio acima é bastante simples, mas o usaremos para fazer uma im-
portante observacdo sobre como sdo enunciados tipicamente os resultados de
probabilidade.

Raramente encontramos teoremas que explicitam qual é o espago de proba-
bilidades ) em questdo. Como no exercicio acima, o contexto de um teorema
frequentemente é dado apenas em termos de elementos aleatérios em () e
de suas distribui¢des. Dessa forma, podemos utilizar o resultado em vérios
contextos diferentes, desde que possamos encontrar elementos aleatérios que
satisfacam as hip6teses. Com o tempo, passamos até mesmo a considerar menos
relevante a escolha especifica do espago amostral, focando cada vez mais na
distribui¢do de seus elementos aleatérios.
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TOPICO: O PARADOXO DE BERTRAND

Tépico: O paradoxo de Bertrand

Vamos estudar um problema que realca a importancia do jeito em que esco-
lhemos o espago amostral. Queremos calcular a probabilidade que uma corda
“uniformemente distribuida” em um circulo seja maior do que o lado do trian-
gulo equilatero inscrito nesse circulo (no caso do circulo unitario, o comprimento
desse lado vale v/3). Bertrand propds dois métodos para realizar esse célculo. !

a) Escolher as duas extremidades da corda uniformemente no circulo.

b) Escolher o centro da corda uniformemente no interior do disco.

No caso ), uma vez que uma extremidade é fixada, o comprimento da corda
fica maior do que /3 somente se o segundo ponto ficar num setor angular de
comprimento 27t/3. Logo, essa probabilidade vale (27t/3)/(2rt) = 1/3.

No caso b), pra que a corda fique maior do que /3, o centro dela deve
ficar no circulo inscrito dentro do tridngulo equilétero, cujo raio é 1/2. Entdo a
probabilidade vale a razdo dessas areas, que é 1/4.

Obtemos entdo duas respostas diferentes para essa pergunta simples, o que
ndo é nada surpreendente: a) e b) correspondem a dois experimentos diferentes
com espagos amostrais diferentes.

Exercicio 1.4.6.  a) Descreva o espago amostral e as lei de probabilidade associadas
aos experimentos a) e b)

b) Calcule a lei de probabilidade do comprimento da corda em cada caso.

c) Repita os itens anteriores para o seguinte caso: Escolhemos uniformemente um
raio do disco. Depois escolhemos o centro da corda uniformemente ao longo desse
raio.

1Somos gratos a Hubert Lacoin por sugerir e redigir esse topico.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS
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Capitulo 2

Construgdo de espagos de probabilidade

Nessa se¢ao descreveremos diversas maneiras diferentes de construir um espago
de probabilidade, dando diversos exemplos de como elas podem ser usadas na
modelagem de diferentes processos reais.

2.1 Caso enumeravel

Quando Q) é finito ou enumeréavel, tipicamente definimos sobre ) a o-algebra
das partes, ou seja F = P(Q) = c({w}wen)- Além disso podemos definir
probabilidades sobre (), ) de maneira simples tomando (pw)wcq tais que

a) po > Oparatodow € Qe
b) YweaPw =1.

De fato, nesse caso definimos P(A) = Y ,c4 pw que claramente define uma
probabilidade.

Exercicio 2.1.1. Mostre que se Q) € finito ou enumerdvel, toda probabilidade sobre
(Q, P(Q)) é dada como na descrigiio acima.

Exemplo 2.1.2.

a) Dado p € 0,1, definimos a medida Ber(p) (em homenagem a Bernoulli) em
{0,1} com p1 = p,po =1 —p.

b) Dados n > 1ep € [0,1], definimos a medida Bin(n, p) (binomial) em Q) =
{0,1,...,n} com

pi = (n) p'(1—p)"~, parai € Q. (2.1)

1
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CAPITULO 2. CONSTRUCAO DE ESPACOS DE PROBABILIDADE

¢) Dado p € (0,1], em Q3 = {0,1,... } definimos a medida Geo(p) (geométrica)
em Q) induzida pelos pesos

pi=(1—p)p, parai > 1. (2.2)

Exercicio 2.1.3. Seju () = {0,1}" e po, = zin para todo w € Q) (ou seja a probabilidade
uniforme). Considere X : QO — {0,1,...,n} dada por X(w1, ..., wy) = Y4 w;.
Obtenha a distribuigdo Px. Dé um exemplo de medida em w para a qual a distribuigio
de X seja Bin(n, p).
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TOPICO: METODO PROBABILISTICO

Tépico: Método Probabilistico

Uma importante ferramenta em vérias dreas da matematica, tais como Teoria
dos Numeros, Combinatéria e Teoria da Computagdo é o que chamamos de
Método Probabilistico.

Em vdrias situagdes, nds precisamos de mostrar a existéncia de objetos satis-
fazendo determinadas propriedades, mas ndo temos informacéo suficiente ou
capacidade para construi-los explicitamente. Nesse caso, podemos recorrer ao
Método Probabilistico, que simplesmente nos sugere tomar um objeto aleatério
de uma maneira esperta e mostrar que com probabilidade positiva as propri-
edades desejadas serdo satisfeitas. Esse método, apesar de muito ingénuo, é
muito eficiente e em diversos casos prové os melhores exemplos conhecidos de
certos objetos (para embaraco da comunidade cientifica).

Nessa se¢do daremos um exemplo em Teoria dos Nimeros provido primei-
ramente por Erdos'.

Teorema 2.1.1 (Erdos). Para todo conjunto finito A C IN, existe um sub-conjunto
B C A satisfazendo

a) #B > % e tal que
b) ndo existem x,yez € Bcomx +y = z.
A propriedade b) acima é o que chamamos de um conjunto ser livre de somas.

Certamente ndo temos muita informacéo sobre A, entdo vamos usar o mé-
todo probabilistico para a prova desse teorema.

Demonstragio. Fixamos p um niimero primo maior que trés vezes o maior ele-
mento de A e considere o espago Z, dos inteiros médulo p. Seja X um elemento
aleatério de Z;, com distribui¢éo uniforma, isto € Uyg , 13-

Exercicio 2.1.4. Mostre que para todo a € A, a multiplicacio por a é uma bijegio em
Zp, ou seja

Zp ca = Zp. (2.3)
onde o produto Z,, - a é entendido elemento a elemento. Conclua que
. I AY IS 1 _ 1
Px-ac(s¥)] 23 p. (2.4)
Definimos o conjunto aleatério
B={acA|X-ac[f )} (2.5)

Esse conjunto € livre de soma: se X = 0 o conjunto é vazio e, nos outros casos,
sea,b € Bentdo
2p 4
X(a+b) e [%£,F) (2.6)

1Somos gratos a Robert Morris por sugerir esse teorema como exemplo do Método Probabilistico.
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CAPITULO 2. CONSTRUCAO DE ESPACOS DE PROBABILIDADE

que é o complemento de [£, %) em Z,,.

Basta portanto mostrar que com probabilidade positiva #8 > #4, que segue
do seguinte argumento. Note inicialmente que

J#BAP = [ T80 s 4P

acA
—2 . P2 #7f#7 # 1
_ueAP[X ”6[3’3)} T

mas, para qualquer varidvel aleatoria, P[Y > [YdP] > 0. Nesse caso, isso
implica

P[#B > %) = P#B > #471] > P[45 > /#de] > 0. 2.7)

O

16



2.2. CASO ABSOLUTAMENTE CONTINUO

2.2 Caso absolutamente continuo

Uma outra maneira simples de definir um espago de probabilidade é partindo
de um espago de medida. Seja (Q), F, ) um espago de medidaep : Q —
R4 uma fun¢do mensurével com [ p(x)u(dx) = 1. Entdo podemos definir a
probabilidade induzida

P(4) = [ p(x)u(dx). 28)

Nesse caso, chamamos p de a densidade de P com respeito a . Uma outra
possivel notagdo para a equagdo acima é dP = p(x) du (lembrando a derivada
de Radon-Nikodym).

Observe que o caso discreto pode ser definido em termos de uma densidade,
onde p(w) = pw e p é a medida da contagem em Q).

Exemplo 2.2.1. Virios exemplos podem ser obtidos via (2.8) se tomamos 3 C Re pya
medida de Lebesgue restrita a Q). Nesses casos, escrevemos P = p(x) dx em Q). Alguns
exemplos importantes sio:

a) Paraa < b € R, definimos a medida Ula, b] usando p(x) = ﬁﬂ[a,b] (x).

b) Para A > 0, definimos a medida Exp(A) (chamada exponencial de pardmetro A)
por meio da densidade p(x) = Aexp{—Ax} em [0, ).

Podemos também usar a distribuicdo de um elemento aleatério para cons-
truir outras probabilidades, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.2. Considere por exemplo X : [0,27t] — C dada por X(t) = exp{—it}.
A distribuigdo imagem Xy Ujg ») € 0 que chamamos de distribuigio uniforme em st
também denotada por Ug:.

Exercicio 2.2.3. Mostre que Ug ndo é absolutamente continua com respeito a medida
de Lebesgue em C ~ R2.

Exercicio 2.2.4. Mostre que Ug1 ¢ invariante por rotagoes rigidas de C, isto é, se
T : C — C é uma isometria linear, T,Ug1 = Ug1.

Exercicio 2.2.5. Construa uma probabilidade em S? invariante por rotagoes.

2.3 Funcgoes acumuladas de distribuicao

Um caso muito importante de espago amostral é () = R, principalmente por nos
ajudar a entender distribuicdes de varidveis aleatérias. Para tanto, precisaremos
de uma boa ferramenta para descrever probabilidades em IR.

Definigdo 2.3.1. Dada P em R, definimos Fp : R — [0, 1] por Fp(x) = P((—o0,x]).
Essa fungio é chamada a fungdo de distribuicao acumulada de P.
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CAPITULO 2. CONSTRUCAO DE ESPACOS DE PROBABILIDADE

Notagdo 2.3.2. Se X : O — R é uma varidvel aleatéria num espago (Q), F,P),
denotamos por Fx a fungdo de distribuicio acumulada correspondente a distribuicio
X.P.

Lembramos que uma probabilidade em R é uma fung¢do P : B(R) — [0,1]
e o dominio dessa fungdo é bastante complicado. Por exemplo se quisermos
representar uma distribui¢do de uma variavel aleatéria no computador através
dessa fungao P, terfamos problemas. Contudo, a fungédo Fp (ou Fx) é muito mais
simples de ser compreendida ou representada, por seu dominio ser R.

Exemplo 2.3.1. Nao é dificil verificar que

Fo_ 0 sex < xp, 29)
% 711 sex > x '

e que
0 sex<O,
Fu[m] =<x sexe[0,1]e (2.10)
1 sex>1.

Exercicio 2.3.2. Calcule Fgyp(»).
Proposicdo 2.3.3. Fp (e obviamente Fx) satisfazem:
a) lim F(x) =0, imF(x) =1,
X—r—00 X—00
b) F é mondtona nio-decrescente e
c) F é continua a direita e possui limite a esquerda (cadlag, do francés).

Demonstragdo.  a) Se x, — —oo monotonamente, entdo A, = (—oo, x,| sdo
encaixados e de intersecdo vazia. Logo, pela Proposicdo 1.2.3, temos
P(Ay) — 0. O outro caso é anélogo.

b) Se x < x’ entdo (—o0, x] C (—o0,x’], donde F(x) < F(x').

¢) Continuidade a direita (cad) - Se x,; | x monotonamente, entdo A, =
(=00, xp] | (—00,x] (eles sdo encaixados). Logo F(x,) — F(x).

Limite a esquerda (lag) - Segue do fato de F ser monétona e limitada. O

Teorema 2.3.4. Se F satisfaz as trés propriedades listadas na Proposigdo 2.3.3, entio
existe uma vinica P em (R, B(R)) tal que F = Fp.

Poderiamos usar o Teorema da Extensao de Caratheodory para provar tal
resultado, de maneira similar ao que foi feito no caso da Medida de Lebesgue.
Mas escolhemos abaixo um método mais simples, que parte da existéncia de

Upo,1)-
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2.4. ESPACOS PRODUTO FINITO

Figura 2.1: Ilustragdo da defini¢do de S(u).

Demonstragio. A unicidade de tal P segue da Proposi¢do 1.3.4 (consequécia do
Teorema de Dynkin), pois se P e P’ sdo tais que Fp = Fp/, entdo temos que
P((—o0,x]) = P'((—o0,x]). Mas a classe de intervalos semi-infinitos da forma
(—oo0, x| forma um 7-sistema que gera a o-dlgebra dos borelianos, logo P = P’.

Para construir uma P tal que Fp = F, definiremos S : (0,1) — R, a inversa
generalizada de F, por

S(u) =sup{x € R : F(x) < u}. (2.11)

Seja P = S.Uj ), isto é P(A) = Uy ] (S1(A)) e mostraremos que Fp = F.
Para tanto, basta ver que

{uel01]:Su)<x}={uel0,1] : u<F(x)}, paratodox € R. (2.12)

Pois isso implicaria que Fp(x) = Ujo ) [S(u) < x] = U y)[u < F(x)] = F(x).
Vamos agora checar (2.12) observando que:

a) Seu < F(x) entdo todo x’ tal que F(x") < u é menor que x. Logo S(u) < x.

b) Por outro lado, se x > S(u) entdo todo x’ > x satisfaz F(x’) > u. Pois por
continuidade a direita F(x) > u.

Isso prova (2.12), terminando a prova da proposigédo. O

Exercicio 2.3.3. Mostre o resultado acima usando o Teorema de Extensio de Caratheo-
dory.

2.4 Espacos produto finito

Dados espacos )y, . . ., (), com suas respectivas o-dlgebras /7, . .., Fy,, podemos
definir o espago mensuréavel produto (Q), F) da seguinte forma

n
QO=J] e ]?:U({Alx---xAn:Vie{l,...,n}, Aie]:i}). (2.13)
i=1
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CAPITULO 2. CONSTRUCAO DE ESPACOS DE PROBABILIDADE

Essa o-algebra é chamada de o-dlgebra produto e denotaremos ela por @ ; F;,
ou F1 ® F» quando n = 2.

Proposigao 2.4.1. Se (Qq, F1,Py),...,(Qu, Fu, Pu) sio espacos de probabilidade,
entdo existe uma tinica probabilidade P no espago mensurdvel (Q), F) tal que

n
P(Ay x -+ x Ay) = [ [ Pi(A;), para todos A; € Fi, i < n. (2.14)
i=1
Essa probabilidade é chamada probabilidade produto. Usaremos a notagio @ _; P; o
P1®P2®"'®Pn~

Demonstracio. Teoria da Medida. O

Note que a unicidade do produto pode ser concluida por exemplo usando o
Corolario 1.3.5.

Exercicio 2.4.1. Mostre que o produto de n cépias de ({0,1},P({0,1}),Ber(1/2)) é
a distribuicio uniforme em {0, 1}".

2.5 Independéncia

Nossa intuigdo nos diz que quando jogamos duas moedas, o resultado de cada
uma delas ndo deve depender um do outro. Dessa forma, a probabilidade de
obtermos um determinado resultado (como por exemplo duas caras) deve ser
um quarto, ou seja, meio vezes meio.

Em geral, definimos dois eventos como independentes da seguinte forma.

Definicado 2.5.1. Dizemos que dois eventos A, B € F sio independentes se
P(ANB) = P(A)P(B). (2.15)

Exemplo 2.5.1. Se Q) = {1,...,6} é dotada da o-dlgebra das partes e P(A) = #A/6,
entdo os eventos A = [w é impar] e B = [w > 5] satisfazem

P(ANB) =P({5}) =1/6 =(1/2)(1/3) = P(A)P(B). (2.16)
Logo tais eventos sdo independentes.

Exercicio 2.5.2. Seja ) = {0,1}" com P(A) = #A/2" e X;(w1, ..., wn) = w; para
i=1,...,n. Mostre que

P[X; = a,X; = b] = P[X; = a]P[X; = 1], (2.17)
onde [A, B] denota a interse¢do A N B.
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2.5. INDEPENDENCIA

2.5.1 Colecdes de eventos

Defini¢do 2.5.2. Sejam A1, Ay, ..., Ay eventos. Dizemos que eles formam uma colegio
independente se para todo I C {1, ...,k} ndo vazio

P(Nier Ai) = [ TP(A). (2.18)

iel

Vale observar que independéncia dois a dois ndo implica independéncia.
Mais precisamente

Exemplo 2.5.3. Seja Q) = {1,2,3,4} com P(A) = #A/4 e sejam os seguintes eventos:
A1 ={1,2}, A, = {2,3} e A3 = {1,3}. Nesse caso,

a) P(A;)) =1/2parai=1,2,3,
b) P(A;NA;j) = 1/4paratodoi # jmas
c) P(A1NAy;NA;z) =0#1/8=P(A1)P(A2)P(A3).

Definigdo 2.5.3. Dizemos que uma colegio infinita de eventos (Ay),>1 € independente
se toda sub-colegdo finita de tais eventos forem independentes.

Lema 2.5.4. Se (A;),>1 forma uma sequencia de eventos independentes, entdo

P( N ) =TTP(A). (2.19)
i=1 i=1
Demonstracdo. De fato,
0 . n . n [e0)
P(QlAi) = nlg%op(igl A;) = ng;ogp(Ai) :EP(Ai). 0

Exercicio 2.5.4. Mostre que se A € F, entdo {B € F : B é independente de A} é
um A-sistema.

Exercicio 2.5.5. Mostre que se B é independente de A para todo B € B, com B um
-sistema, entdo B é independente de A para todo B € o(B).

2.5.2 Independéncia de o-dlgebras

Definigdo 2.5.5. Dado um espago de probabilidade (Q), P, F) Dizemos que as o-dlgebra
Fi1,...,Fu C F sio independentes se

n
VA1 € Fu, ..., Au € Fu, P(NI1A;) = [ P(A). (2.20)
i=1

Nessa definigdo podemos tomar uma colegdo infinita.
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CAPITULO 2. CONSTRUCAO DE ESPACOS DE PROBABILIDADE

Exercicio 2.5.6. Em um espago produto (g x Qp, F1 ® Fp, Py ® Py), podemos definir

Fi={AxQy : Ac F},
Fi=A > 1 2.21)
sz{leB : BG.FQ}.
Mostre que essas o-dlgebras sio independentes.
Podemos extender esse conceito a elementos aleatdrios, ou seja:

Defini¢do 2.5.6. Dizemos que X1, ..., Xy sdo elementos aleatorios independentes se
as respectivas o-dlgebras o (X1), ..., 0(X) o forem.

Quando Xj, ..., Xj sdo elementos aleatérios independentes e com a mesma
distribuicdo, escrevemos que X; sdo i.i.d. (independentes e identicamente distri-
buidos).

Exercicio 2.5.7. Com a notagio do exercicio anterior, mostre que as funcoes X; :
0y x Oy — Q) dadas por

X1(x,y) =xeXa(x,y) =y, (2.22)
sdo elementos aleatdrios e sdo independentes.

Exercicio 2.5.8. Mostre que as coordenadas candnicas do exercicio anterior no caso
X; : R? — R ndo sio independentes sequndo a medida Usgi. Mas o sio segundo Upp12

(que é a medida de Lebesgue em R? restrita a [0,1]?).

Exercicio 2.5.9. Seja Q = {0,1}" com P(A) = #A/2" e X;(wy, ..., wy) = w; para
i=1,...,n. Mostre que os X; sio independentes.

Exercicio 2.5.10. Sejam (X;);>1 elementos aleatérios independentes tomando valores
em espagos (E;)i>1, respectivamente. Mostre que para fungdes mensurdveis (f;)i>1
temos que (fi(X;))i>1 sdo independentes.

Exercicio 2.5.11. Mostre que se X, Y sdo elementos aleatdrios e se X é constante quase
certamente entido X e Y sdo independentes.

Exercicio 2.5.12. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes com distribuicio
Exp(1), calcule a distribuicdo de

a) min{X,Y}e
b) X+Y.

Exercicio 2.5.13. Seja um espago produto de medidas (O x Qp, F1 @ Fo, 41 @ pa) e
defina a probabilidade P através de

dP = p(x,y) d(u1 @ p2). (2.23)

Mostre nesse caso que as coordenadas candnicas Xq e Xp sdo independentes se e somente
se existem py e py em Oy e ) respectivamente, tais que p(x,y) = p1(x)p2(y) quase
certamente com respeito a py @ py.
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2.5. INDEPENDENCIA

Exercicio 2.5.14. Sejam X, Y wvaridveis aleatdrias tais que

0 ifx <0,

(1—e¥) (% + 1 tan™! y), ifx > 0. (2.24)

P[XSx,ng]:{

a) Mostre que a distribuigdo conjunta y x vy, € absolutamente continua com relagdo
a medida de Lebesgue em R2.

b) Mostre que X e'Y sdo independentes.

Exercicio 2.5.15. Mostre que se X,Y siio varidveis aleatérias independentes com distri-
buigdes X ~y fx(x)dxeY ~y fy(y)dy, entdo X + Y tem distribuicdo absolutamente
continua com respeito a Lebesgue e

ferr(®) = [ frlz = x)fx(x) d. 2.25)

Lema 2.5.7 (Borel-Cantelli - segunda parte). Se Ay, A, - - - € F sdo independentes
e pi = P(A;) satisfazem Y_; p; = oo, entdo

P[A; infinitas vezes] = 1. (2.26)

Demonstragdo. Queremos mostrar que

P((m U Ai)c) —0, (2.27)
ni=n
mas . . N
P((NU 4))=P(Un a5) <y p( N 4. (2.28)
ni=n ni=n n 1=n
Logo basta mostrar que a probabilidade a direita é zero para todo n. Mas
P(NAS) =TTPas) =TT -p)
- o - (2.29)

<[Texp{-pi} =exp{ -} pi} =0.

Terminando a prova do lema. O
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CAPITULO 2. CONSTRUCAO DE ESPACOS DE PROBABILIDADE

Tépico: Lei dos pequenos niimeros

Nessa sec¢do estudaremos como se comportam limites de algumas varidveis
aleatdrias bastante importantes, mas primeiramente, uma breve intuicao.

Apesar de que descreveremos a nossa motivagdo a partir desse exemplo do
estudo de um material radioativo, podemos encontrar aplicagdes com justificati-
vas bastante semelhantes para outros problemas, como: chegada de carros em
um sinal de transito, ndmero de mutac¢des em um gene, ntimero de mortes por
ano em uma faixa etdria...

Digamos que estamos observando um material radioativo que esporadica-
mente emite fétons que podemos detectar através de um aparelho. A razdo
dessas emissdes pode ser aproximada pelo seguinte modelo. Na amostra temos
um namero #n grande de dtomos instaveis (n ~ 10%) e em um determinado
tempo de observacdo, cada um deles tem probabilidade muito baixa de de-
cair emitindo um féton (digamos p ~ 102%). Nesse caso, supondo que todos
decidam emitir de maneira independente, temos para p € [0,1],

Q,={0,1}", Fu=P(Q) e P,=" Ber(p). (2.30)

Dessa forma, o nimero total de emissdes observadas para w = (wy,...,wy) €
Oé

Xy(w) = Xn:w,-. (2.31)
i=1

E gostariamos de entender como se comporta essa distribuigdo, que nada mais
é que Bin(n, p).

Uma primeira tentativa seria modelar esse processo dizendo que o ntimero
de dtomos 1 é tdo grande, que somente estamos interessados no comportamento
assintotico quando # vai para infinito. Mas para manter o ntimero de emissoes
sob controle, também gostariamos que p = p;;, que converge a zero. Poderiamos

por exemplo escolher
A
pn= " (2.32)

Mas a discussdo que se segue é muito mais geral que essa escolha especifica.

Como estaremos interessados em um regime assintético da distribuicdo de
X} (lembre que apesar do espaco amostral de X;, variar com 7, sua distribuigao
é sempre uma probabilidade em IN), precisamos de definir uma nogdo de
distancia entre duas distribui¢cdes em IN.

Defini¢do 2.5.8. Dadas duas distribuigdes yy e py em (Q), A), definimos
1 = p2llvr = sup [p1(A) = p2(A)], (2.33)
AcA

chamada de distdncia em variagdo total entre yq e yy.

No nosso caso, () é enumerdvel. Vamos ver que nesse caso é possivel
reescrever a defini¢do acima de modo a ver mais facilmente que se trata de uma
distancia no espago de probabilidades em ).
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TOPICO: LEI DOS PEQUENOS NUMEROS

Lema 2.5.9. Se Q) for finito ou enumerdvel, entdo podemos escrever
1
= p2llve = 5 3 [ (x) = pa(x)]. (2.34)
xeQ)

Demonstragio. Para mostrar que o lado esquerdo é maior ou igual ao direito,
escolhemos A = {x € O : up(x) < p1(x)}. Assim

Yo m(x) = pa(x) = |p1(A) — pa(A)|

xeA

(2.35)
= [ (A°) =2 (A) = ) pa(x) — (),
xeAC
donde
1
1 = p2llve = |1 (A) = p2(A)] = 5 Yl —po(x)l. (236)
Na outra diregdo, observe que para todo B C (),
Ll () = (el = () = pa(0) + L pealo) = (3)
i xX€EB xeB¢
= w1 (B) — pu2(B) + (1 - pa(B)) — (1~ juy(B)) 37
= 2(p1(B) — pa(B)).
O que termina a prova do lema. O

Fica agora claro que ||1 — pz ||yt determina uma distancia.

Exercicio 2.5.16. Mostre um lema andlogo ao anterior para (Q), A) qualquer, desde
que yq e pp sejam absolutamente continuas com relagdo a uma medida fixa nesse espago
mensurdvel. Nesse caso utilizaremos as derivadas de Radon—Nikodym.

Como estaremos interessados em varidveis independentes, precisamos de
um resultado que relacione a distancia em variagdo total com produtos de
medida. Isso é parte do seguinte

Lema 2.5.10. Sejam 1, yp distribuigdes em Q) e vy, vy distribuicdes em Q) ambos
enumerdveis. Entdo

11 @ v1 — p2 @vaflvr < |lp1 — pllvr + [lv1 — v2llvr- (2.38)

Demonstragio. Basta expandir

2lpm @ —me@wnlvr= Y, [mx)vi(y) — pa(x)v(y)l
xeQye)

< QZ ., [ ()vi(y) — pr ()2 ()] + [ ()2 (y) — p2(x)v2(y)] (2.39)
xeQyey

<21 = p2llvr +2[jv1 — v2lvr,
onde acima usamos que }i e v; sdo probabilidades. Isso termina a prova do

lema. O
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Finalmente, gostariamos de entender como a distancia de variagdo total se
comporta com respeito a soma de varidveis independentes. Isso estard ligado a
convolugdo de distribuigoes:

Definicdo 2.5.11. Dadas, y e v distribuicdes em Z., definimos a distribuicio

(xv)(x) := ) p(x = y)v(y). (2.40)
YyEZ

Essa definigdo se relaciona com a soma de varidveis independentes gracas
ao seguinte

s . d d - Lo e .
Exercicio 2.5.17. Se X ~ peY ~ v sdo varidveis aleatdrias inteiras e independentes,

entdo X +Y p * v. Dica: particione o espago amostral nos eventos [X = j|, para
j € Z, como na prova do Lema 2.5.15 abaixo.

Corolario 2.5.12. Se y e v sdo distribuigoes em Z., entdo y x v = v * J.

Como prometido, obtemos a seguinte relagdo entre a convolugéo e a distancia
de variagédo total.

Lema 2.5.13. Sejam p, v duas medidas em Q enumerdvel e X : (Q, P(Q)) — (E, A)
um elemento aleatorio

[ Xsp = Xev|lvr < [lp = vy (2.41)
Em particular se yy, po, v1, vo sio distribuicdes em Z, entio
[ *v1 — 2 *xvallvr < [ @ v1 — p2 @ valvr (2.42)

Demonstragio. O segundo ponto segue do primeiro aplicado ao caso Q) = Z2,
E=ZeX: (x,y) — (x+y). Para o primeiro, observamos

2 Xep = Xevlvr = Y (X (@) = x) = v(X(w) = ¥)|

xeX(Q)
= X Y nw)-v(w)
xeX(Q)) ‘ weQ : X(w)=x ‘ (2.43)
< ) [uw) —v(w)
we
=2l =vivr,
provando o lema. O

Para enunciar o resultado principal dessa se¢do, vamos apresentar uma
distribuicdo em IN bastane importante, que em particular se comporta muito
bem com respeito a somas de varidveis independentes, como veremos.
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Definicdo 2.5.14. Uma varidvel aleatéria X é dita ter distribuicdo de Poisson com
pardmetro A, se

AKe~
= T

Denotamos isso por X 4 Poisson(A).

para k > 0 inteiro. (2.44)

A distribuicdo de Poisson se comporta bem com respeito a somas indepen-
dentes, como mostra o seguinte

Lema 2.5.15. Sejam X 4 Poisson(A1) e Y L Poisson(Ay) independentes, entio
X+v4< Poisson (A1 + Ap).

Demonstracido. Basta calcular

k kA o=MAKTT =22
PIX+Y=K=Y PX=jY=k—j=) H 25—
j=0 j=0 ](k - ])
(2.45)
(/\1+/\2) 1 Z k! )\] )Lk ] _ E(A1+A2)(A1 + )\2)
kb= gtk = ) k!
mostrando o resultado. O

Nossa proxima tarefa é estimar a distancia entre uma varidvel aleatéria com
distribui¢do Ber(p) e uma Poisson(p), como segue.

Lema 2.5.16. Para p € [0,1], seja 1 = Ber(p) e pio = Poisson(p), entio,
i = p2llvr < p2. (2.46)
Demonstragio. Sabemos que

1
11— p2llvr = 3 Yl (x) = pa(x)|

= 3 (10 = O+ o) = o]+ T )

2 -
=5p(l—e) < P,
terminando a prova. O

O teorema principal de convergéncia dessa secdo concerne a soma de varid-
veis Bernoulli.

Teorema 2.5.17 (Lei dos Pequenos Numeros). Dado, n > 1e p € [0,1], suponha
que Qy, Fy e Py sejam dados como em (2.30). Entdo,

| Bin(n, p) — Poisson(pn)||yt < np*. (2.48)
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Demonstragio. Basta observar que

1 X 0 P, — Poisson(pn) [yt """ [|Ber(p)*" — Poisson(p)*" [l
Lema 2.5.13
< ||Ber(p)®" — Poisson(p)“" ||yt (2.49)
Lema 2.5.10 Lema 2.5.16

< n|Ber(p) — Poisson(p)lvr < np?,

provando o teorema. O

Coroldrio 2.5.18. No mesmo contexto do teorema acima, se p = A/n, entdo temos

| Bin(n, p) — Poisson(pn)||yt < A%/n, (2.50)
que converge a zero com n.

Veremos mais tarde que existem outros tipos de convergéncia.
Exercicio 2.5.18. Fixado A > 0, seja N uma varidvel aleatéria com distribuicio
Poisson(A), isto é
Ake=A
PIN =k] = TpamkzO,l,... (2.51)

Considere no mesmo espago de probabilidade uma sequéncia de varidveis aleatorias
X1, Xo, ... quesejam i.i.d. , com distribuicdo Ber(1/2) e independentes de N.

a) Calcule a distribuicio de Z = YN | X;.

b) Mostre que Z e N — Z siio independentes.
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2.6 Espacos produto infinito

Nessa segdo estudaremos ) que sdo dados por produtos enumeraveis de outros
espacos de probabilidade. Mas antes iremos recordar o Teorema da Extensdo de
Caratheodory.

2.6.1 Recordar é viver...

Vamos lembrar o enunciado do Teorema da Extensdo de Caratheodory . Antes,
vamos relembrar uma defini¢do defini¢do importante. Uma familia G C P(Q2)
é dita uma 4lgebra de conjuntos se valem:

a) N eq.
b) Se A € G, entdo A° € G.
c) Paratodon >1,se Ay,...,Ap € G, entao U A; € G.

Teorema 2.6.1 (Teorema da Extensdo de Caratheodory). Seja G C P(Q)) uma
dlgebra de conjuntos em Q) e suponha que y : G — R satisfaca a sequinte propriedade:

Se (A;)ic1 e uma familia finita ou enumerdvel de elementos disjuntos de
G tal que Ujc1Aj € G, (2.52)
temos p(Uie1Aj) = Lier p(Ai)-

Entdo existe uma medida ji : 0(G) — Ry tal que fi(A) = u(A) paratodo A € G.

Mostraremos agora uma consequéncia simples do teorema acima, que é
muito utilizada em probabilidade.

Lema 2.6.2 (Extensdo por continuidade no vazio). Seja G C P(Q) uma dlgebra
de conjuntos em () e suponha que P : G — R satisfaga as seguintes propriedades:

a) P(Q)) =1,
b) P é finitamente aditiva e

c) sempre que By O By D - -- € G forem tais que N;B; = & (denotamos isso por
B; | @), temos que lim; p(B;) = 0.

Entflo existe uma vinica medida P : 0(G) — R tal que P(A) = P(A) para A € G.

Observe que P(Q)) = 1 somente é necessario para provar a unicidade de
P, entdo poderiamos tentar mostrar uma versdo mais geral desse lema. Mas
no contexto de medidas infinitas, ndo é de se esperar que B; | @ implique
lim; u(B;) = 0, como foi assumido acima (veja também a Proposigdo 1.2.3).
Portanto resolvemos escrever o enunciado com probabilidades.

Exercicio 2.6.1. Dé um exemplo de medida que ndo satisfaz a terceira hipdtese do
Lema 2.6.2.
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Demonstragio. Primeiro observe que a unicidade segue da Proposi¢do 1.3.4,
ja que G é um rm-sistema. Iremos agora mostrar que a propriedade (2.52) é
valida para P, logo tome Ay, Ay, - - - € G disjuntos e tais que A = U;enA; € G.
Definimos o “resto da unido” por

By = A\ U A (2.53)
i=1

Claramente
a) B,l e
b) B, € G, pois G é uma élgebra.

Logo podemos escrever A como a unido disjunta A = JI'; A; U B, e ja que
P é finitamente aditiva,

™=

P(A) = Y P(A;) + P(B,), (2.54)

1

mas como limy, s P(B,) = 0, temos

P(UZ2,A;) = Y P(A), (2.55)
i=1
mostrando a propriedade (2.52) e concluindo o teorema. O

2.6.2 Teorema da Extensao de Kolmogorov

O objetivo desta se¢do é provar um resultado que nos permitira construir pro-
babilidades em espagos produtos infinitos. Antes precisaremos de introduzir
algumas notag¢des. Dada uma colecdo de espagos (E;);cn, definimos o espago
produto

Q=]]E = {(w)ien : w; € E; paratodoi > 1} (2.56)
i=1
e os mapas X; : (3 — E;, definidos parai =1,2,... por
Xi(wl,w2,...) = wj, (257)

que chamamos de coordenadas candnicas associadas ao produto Q).
Se cada E; é dotado de uma o-élgebra A;, entdo definimos

F=0((Xi)iz1), (2.58)
que é claramente uma o-algebra em (). Chamamos F de o-dlbegra candnica.

Exercicio 2.6.2. Mostre que em (RN, F) temos que os conjuntos

a) A= {liminf, ;e Xy & {00, —00}},
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2.6. ESPACOS PRODUTO INFINITO

c) C={limye %Xn existe}

sdo todos mensurdveis (eventos) com respeito a F. Além disso Y = 1 4 liminf, . Xy
é uma varidvel aleatoria em (Q), F).

Exercicio 2.6.3. Verifique as sequinte afirmagoes

a) F=0(A1 X - X Ag X Egyg X Eppo x oo 0 k> 1,A; € Aji <k),os
chamados eventos retangulares.

b) F=0(AXEg1 XEax. ..t k>1,A € A®-- ® A), conhecidos
como eventos cilindricos.

Definicdo 2.6.3. Seja () = [];c; E; um espaco produto (infinito ou finito) dotado de
uma probabilidade P. Se X; é uma coordenada candnica, entdo chamamos a probabilidade
(X;)«P de distribui¢do marginal de P na coordenada i.

Teorema 2.6.4 (Extensdao de Kolmogorov). Seja para cada n > 1 uma medida de
probabilidade P, em IR" tal que seja satisfeita a sequinte condigdo de compatibilidade

Pyi1(A X R) = Py(A), para todo A € B(R"). (2.59)

Entdo existe uma tinica probabilidade P no espago produto infinito (Q), F) tal que
P(AXR X ...)= Py(A) para todo n e todo boreliano A de R".

Demonstragio. Considere a classe de conjuntos

k
S = { U [611,]',b1,j) X o0 X [ﬂl,jrbl,j) - R : a;; € RU {—OO}, bi,j eRU {00}}

Que é obviamente uma dlgebra em R’ e seja também
S={AxRx...: ondel >1eAE€ §}. (2.60)

Claramente, S também ¢é uma élgebra.
SeB=AXxRxXx---€S8comA € S como acima, definimos

P(B) = P,(A). (2.61)

Note que por (2.59) essa defini¢do independe da escolha de I que usamos na
definicdo de B.

Gostariamos agora de utilizar o Lemma 2.6.2. Para tanto, tome uma sequén-
cia encaixada By 2 B, O --- € S e, supondo que P(B,) > ¢ > 0 para todo
n > 1, temos de mostrar que sua interse¢do ndo pode ser vazia.

Como B, € §, podemos escrever

By =A;xRx...,onde A, € 5, en>1. (2.62)
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Podemos obviamente supor que
l,, sdo estritamente crescentes. (2.63)

A fim de obter um ponto na interse¢do de B;;, gostariamos de aproxima-lo
usando conjuntos compactos encaixados. Para tanto definimos os conjuntos

Ch=C,xRx...,comC;, €S, (2.64)
de forma que C;; seja compacto, C;; C A, e

)
P(B;\ Cy) < ST (2.65)

o que pode ser feito gragas a continuidade de P;,, que é uma probabilidade.

Temos ainda um problema, pois os conjuntos C;,, ndo sdo encaixados, e isso
nos impede de utilizar resultados sobre interse¢des de compactos. Introduzimos
pois D, = NI ; C;, que obviamente pertence a algebra S, e estimamos

(2.66)

N\Qn

P(By\ D) = P(Ul; (Ba \ C)) < éan\c

donde P(D,,) = P(B,) — P(B, \ D,) > 6/2. De forma que os D, sdo encaixados
e ndo vazios.

Nosso préximo obstéculo vem do fato de que os conjuntos D, estdo definidos
em RN, e gostariamos de ter conjuntos em espagos de dimensio finita. Isso
pode ser feito observando que podemos escrever D, = D;; x R xR x ..., onde
D;; S Sln e

n—1
Di= C! n( nc ><1Rln*1f), (2.67)
~—~ i=1
compacto
fechado

de forma que os D;; C R sao compactos e nao vazios.

Para cada n > 1 considere um w” € Dj;. Usando um argumento de diagonal
de Cantor, podemos obter um w € () e uma sub-sequéncia de w"/ que convirja
para w € Q) coordenada a coordenada (observe que w"/ € R"). Para concluir a
prova mostramos que w € (,,>1 By. Para isso e suficiente mostrar (lembramos
que por definicdo C, C B;) que para todon € IN

w = (wy,wo,...) €Cy.
O que e equivalente a (w1, wy, ..., wy) € C;, que vale por compacidade. O

Observe que usamos muito poucos atributos de R na prova. Poderiamos na
verdade substituir R por um espago métrico que satisfaga certas propriedades,
como por exemplo a existéncia de uma dlgebra cujos conjuntos possam ser
aproximados por compactos. Contudo, decidimos ndo apresentar essa versao
mais geral aqui porque muito em breve obteremos uma versao bem mais geral
do Teorema de Kolmogorov usando apenas o resultado para IR.
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Exercicio 2.6.4. Mostre que a hipdtese (2.59) pode ser substituida por
Poi1(l; X .oy XL xR) = Py([; X -+ X Iy), (2.68)
para todon > 1eI; = (—oo,b;|, onde b; € R, i < n.
Um importante exemplo do uso deste teorema é o seguinte.

Exemplo 2.6.5. Se P; sio probabilidades em (R, B(R)), podemos definir P,, =
i1 Pi (relembrando, Py, é a vinica distribuicdo em R" tal que Py (A1 % -+ - x Ayp) =
" 1 P;(A;)). Nao é dificil verificar que essa lei satisfaz as equagdes de consisténcia
(2.59). Desta forma, podemos construir uma tinica P em RN para os quais as coordena-
das candnicas X; sdo independentes e possuem distribuigdes marginais P;. Denotamos
nesse caso P = @;>1 P;.

Mais adiante no texto daremos outros exemplos bastante interessantes do
uso do Teorema 2.6.4.

Exercicio 2.6.6. Mostre quese p > 0eP = ®;-1 Ber(p) em RN, entdo

limsup X;, = 1 quase certamente. (2.69)
n—o0

Exercicio 2.6.7. Mostre que se P = @;>1 U] 1) em RN, entdo

limsup X;, = 1 quase certamente. (2.70)
n—oo

Exercicio 2.6.8. Mostre que se P = ®;~1 Exp(i) em RN, entio

lim sup X, < co quase certamente. (2.71)
n—o00
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Tépico: Percolacao

Imagine que gostariamos de modelar o movimento de um liquido em um meio
poroso, como uma rocha ou uma esponja. A primeira tarefa nesse estudo seria
modelar esse meio poroso de maneira matematicamente rigorosa, que é o que
faremos a seguir.

Fixamos uma dimensdo d > 1 e consideramos o seguinte grafo (Zd ,E), onde
a rede quadrada Z é o conjunto de vértices e o conjunto de elos é dado por

E={{xy}czZ: |x—yl=1},

onde | - | representa a distancia euclideana em R¥.

No nosso modelo, esse grafo pode ser entendido como um cristal periédico
onde cada vértice representa uma cavidade do material poroso e os elos sdao
potenciais conexdes entre poros vizinhos.

Até agora nosso grafo é apenas uma rede periédica, mas as coisas comecam
a ficar interessantes a partir de agora. Imaginamos que nosso material poroso
estd sujeito a varia¢des durante sua formagdo. Isso se reflete no fato que alguns
elos de E podem estar abertos ou ndo aleatoriamente.

Para o nosso modelo, o espaco amostral vai ser Q) := {0,1}F considerado
com a o-algebra produto. Fixamos um p € [0,1] e definimos uma colecao de
varidveis aleatdrias we, para e € E, que sejam i.i.d. e com distribui¢do Ber(p).
Chamamos P, a probabilidade correspondente. Essas varidveis aleatorias in-
duzem um grafo aleatério G(w) = (24, € (w)), subgrafo do grafo original, que
corresponde a incluir apenas os elos e com w, = 1. Mais precisamente

E(w)={e€E: w =1}. (2.72)

Podemos ver na Figura 2.2 algumas simulag¢des desse grafo aleatorio.

TR Bt o O
=

Figura 2.2: Trés simulages do grafo aleatério (Z9,€), para valores de p = 0,4
(esquerda), p = 0,5 (centro) e p = 0, 6 (direita). Tente imaginar como seria caminhar
nesse grafo como se ele fosse um labirinto.

Agora que temos um modelo de meio poroso bem definido, precisamos
pensar em quais perguntas nos interessam sobre G = (Z¢,£). Sendo esse um
modelo para passagem de fluidos, as primeiras perguntas que faremos concerne
a conectividade de G.
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Exercicio 2.6.9. Mostre que quase certamente G(w) é desconexo. Mais precisamente,
mostre que existem quase certamente infinitos vértices isolados em G(w).

Como nio podemos esperar que G(w) seja conexo, podemos nos perguntar
algo mais fraco, como por exemplo se a componente conexa da origem 0 € Z*
em G(w) é infinita.

Voltando & Figura 2.2 vemos que, dependendo do valor de p € [0, 1], pode
ser bem dificil ou bem fécil encontrar um caminho longo a partir da origem.
Isso é o que estudaremos em mais detalhes no que segue.

Mais precisamente estamos interessados em:

A={we€Q: acomponente conexade0 € Z* em G(w) é infinita}. (2.73)

Para estudar A, vamos fazer uma aproximacdo de A por eventos mais
simples

Ap = {w € Q : acomponente conexa de 0 sai da caixa [—n, n]?,  (2.74)

paran > 1.

Exercicio 2.6.10. Mostre que A = N'_, Ay e consequentemente que A é de fato
mensurdvel e P(A) = limy, 00 P(A;).

Definimos portanto a fungéo 6 : [0,1] — [0, 1] por
0(p) = Pp(A), (2.75)
onde P, denota a probabilidade correspondente ao valor escolhido de p € [0, 1].

Exercicio 2.6.11. Mostre que 8(p) <1 — (1 — p)*.

Nosso objetivo é entender algumas das propriedades de 0. A nossa intuicdo
diz que quanto maior o valor de p, mais elos serdao abertos em G e portanto maior
serd o valor de 6, ou em outras palavras, 0 deve ser monétona ndo decrescente.

Exercicio 2.6.12. Construiremos nosso modelo de uma maneira alternativa num
espago de probabilidade maior. Definimos Qg := [0,1]F (com a o-dlgebra produto
correspondente), e (U, .cp uma colegio de varidveis aleatdrias i.i.d. com distribuigdo
u|o, 1], e IP a probabilidade corespondente. Definimos para cada p € [0,1], X? : Qp —
Q) do jeito sequinte

XU = 1<) (2.76)

Mostre que para todo p € [0,1] (XP).IP = Py. Use isso para concluir que 6 é monétona
ndo decrescente.

Iremos agora mostrar a existéncia de um regime para o qual a componente
conexa da origem ndo é infinita.

Teorema 2.6.5. Para p < 1/(2d), temos que 6(p) = 0.

Antes da prova, alguns exercicios.
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Exercicio 2.6.13. Definimos um caminho como sendo uma sequéncia xq, ..., Xk
(k € N), tal que {x;,x;11} € Eparatodoi=1,...,k— 1. Tal caminho é dito aberto
S€ Wiy, x,,,) = 1paratodoi < k—1. E dizemos que ele é auto-evitante se x; # x;
paratodo1 <i < j < k. Mostre que

n= {w € Q : existe um caminho aberto (x;)¥_; com x; = 0 e x; & [—n, n}d}

A, = {w € Q) : existe um caminho auto-evitante como acima}.
Demonstragio. Dado p < 1/(2d) e n € N, lembramos que

existe k € IN e um caminho auto-evitante (xl-)é‘:1 }

< =
0(p) < Pp(An) P”[ aberto e com x; = 0 e x; & [—n,n]?

<y Y Pl(x)k aberto] = ¥ Y, P

k>n (x;)k | auto-evit. k>n (x;)k_ auto-evit.
k k. k
<y Y Py|(xi)i_q aberto] = Y (2d)"p".
k>n (x;)k_ | caminho k=>n

Como p < 1/(2d), a soma acima é finita e converge a zero quando n diverge,
provando o teorema. O

Notas - O teorema acima ajuda a compreender o comportamento que ob-
servamos no lado esquerdo da Figura 2.2. Mais precisamente, ele nos diz que
para valores de p baixos (na verdade 0,4 ndo é baixo o suficiente para podermos
aplicar esse teorema) € dificil encontrar um caminho aberto do centro a borda
da caixa.

Na verdade, é possivel mostrar que para d = 2,

f(p) =O0paratodop <1/2e

2.77)
6(p) > O paratodop > 1/2,

como foi mostrado por Harris e Kesten, veja por exemplo [Gri99] e [BR06]. De
fato, algo bastante interessante estd acontecendo nesse modelo para p = 1/2,
como nos mostrou o trabalho de grandes mateméticos, como: Oded Schramm,
Wendelin Werner, Stanislav Smirnov, entre outros.

36



2.7. DISTRIBUICOES CONJUNTAS

2.7 Distribui¢des conjuntas

Um caso bastante importante de distribuicdo de um elemento aleatério é o
caso de vetores. Digamos por exemplo que temos dois elementos aleatérios
X:Q —EeY :Q — E. Jasabemos a definicio de X,P e Y,P (vamos
também usar a notagdo Py e Py) que nada mais sdo que as distribui¢des de X e
Y, respectivamente.

Mas podemos considerar o vetor (X,Y) que serd um elemento aleatério
tomando valores em E x E’ e possui também sua propria distribui¢do dada por
(X,Y)+P (também denotada por P(x y)). A essa probabilidade em E x E’ damos
o nome de distribucdo conjunta deste par. .

Vejamos as relagdes que existem entre Px, Py e P(x y). Primeiramente, € facil
ver que a distribugdo conjunta nos fornece as demais, pois para todo A C E
mensuravel

Pixy)(A x E') = P[(X,Y) € Ax E'| = P[X € A] = Px(A) (2.78)

e analogamente para Py. De acordo com a Definicdo 2.6.3, as distribuicdes Px e
Py nada mais sdo do que as marginais da distribuigdo conjunta.

Apesar de podermos extrair as marginais Px e Py de P(x y), o contrdrio ndo
é sempre possivel como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.7.1. Sejam X,Y i.id. com distribuicdo Ber(1/2). Entdo (X,Y) nio
tem a mesma distribuicdo de (X, X), apesar de que esses vetores possuem as mesmas
marginais.

Exercicio 2.7.2. Mostre que se X e Y silo independentes, entdo P(x y)y = Px ® Py.
Exercicio 2.7.3. Sejam X, Y i.i.d. com distribui¢do U 1) e calcule P x 1 v).

Note que a discussdo acima se extende naturalmente para cole¢des maiores
de elementos aleat6rios. Mais precisamente, considere um conjunto I qualquer
(finito, enumerdvel ou ndo enumerdavel) de indices e seja (X;);c; uma colegdo de
elementos aleatorios tomando valores em (E;);c;. Entdo a distribui¢do conjunta

destes elementos aleatérios € P(x,), -

Exercicio 2.7.4. Mostre que no caso acima, se P(Xz‘)ie] = P(X{)ie] para todo | C 1

finito, entdo Px,)._, = P(Xl‘)iez'

2.8 Probabilidades condicionais

Uma outra maneira de se construir espagos de probabilidade é através de
condicionamento, como mostra a seguinte defini¢do.

Definigdo 2.8.1. Se (Q), F, P) é espago de probabilidade e B € F é tal que P(B) > 0,
entdo definimos a probabilidade P(-|B) : F — [0,1] por
P(ANB)

P(AIB) = =5

(2.79)
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chamada probabilidade condicional dado o evento B.

Obviamente P(-|B) é uma probabilidade em (0}, F) e podemos entendé-la
de duas formas: como uma normalizagdo ou como uma tentativa de sucesso.
Explicaremos abaixo cada uma dessas interpretagdes.

Quando restringimos o espago amostral () ao conjunto B (e associamos a
A € F ovalor P(A N B)), temos uma sub-probabilidade, isto é, possivelmente
P(QNB) < 1. Logo podemos entender o denominador de (2.79) como uma
normaliza¢do para obtermos novamente uma probabilidade.

Mas a interpretagdo mais natural de (2.79) é dada pela seguinte proposicao.
Para enuncia-la, considere (Q), F, P) um espago de probabilidade e defina o
produto infinito

Q=0N, F=FN o p=psN (2.80)

Na verdade somente definimos esse produto para (2 = IR, mas como menciona-
mos abaixo do Teorema da Extensdo de Kolmogorov, isso pode ser facilmente
generalizado e o faremos posteriormente.

Proposicio 2.8.2. Na situagio acima, seja B € F com P(B) > Oedefina T: QO — N
por T(w) = inf{n > 1 : X,(w) € B}, onde 0s X, sio as coordenadas candnicas.
Entdo T < oo quase certamente e

X1(w) (w) é um elemento aleatdrio em Q2 com distribuigdo P(-|B). (2.81)

A intuigdo desta proposigdo é que se repetimos o experimento (Q2, F, P)
independentemente até obter uma amostra em B, essa tera a distribui¢do condi-
cional.

Demonstragio. Sejam os eventos A, = [X, € B], n > 1 que sdo claramente
independentes segundo P. Logo, como Y, P(A,) = ¥, P(B) = oo, temos pelo
Lema de Borel-Cantelli (segunda parte) que P(A, infinitas vezes) = 1, logo
T < oo quase certamente.

Para ver que Xr() (w) é um elemento aletdrio, basta escrever

XreAl= U[X e AT=1, (2.82)
t=1

e observar que tanto [X; € A] quanto [T =t] = [X; € B,..., X;—1 € B, X; € B]
sdo mensuraveis.
Finalmente podemos usar a decomposicdo (disjunta) acima para calcular

agk

P[Xr€ Al =Y P[X; € A, T =t
t=1
=) P[X; € A X, €B,X; ¢ Bfors < {] (2.83)
t=1
o 1 P(ANB)
_ c\t—=1 _ —
= t:ZlP(AﬁB)P(B )y = T P(E) P(A|B),
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terminando a prova da proposigdo. O

Exercicio 2.8.1. Sejam A > 0e X ~y Exp(A) (lembrando a defini¢io da distri-
buicdo exponencial: Exp(A)(dx) = Aexp{—Ax} dx). Mostre que as varidveis com
distribuicdo exponencial nio possuem memdria, ou seja:

P[X>t+s|X >t =P[X >s], paratodos,t > 0. (2.84)

Ou em outras palavras, sabendo que X é maior que t, a distribuicio condicional de
X — tainda é Exp(A).

Definimos a distribuigdo geométrica de pardmetro p € (0, 1] por

[0 9)

Geo(p) = Z(l — p)iilpéi. (2.85)
i=1

Exercicio 2.8.2. Inspirado no exercicio anterior, mostre que a distribuicdo geométrica
Geo(p) também satisfaz (2.84) para todos t,s € IN. Mostre que essas sio as tinicas
distribuicdes com suporte em IN satisfazendo tal propriedade

Exercicio 2.8.3. Sejam Y;, parai > 1, i.i.d. com distribuicio Ber(p) e defina

T =inf{i : Y; =1}. (2.86)

Mostre que T J Geo(p).
Exercicio 2.8.4. Barry James: Cap. 2-5, Ex: 5,10, 21, 22 (a) e (b).

Exercicio 2.8.5 (Porta dos desesperados). Nas tardes da década de 80, as criangas
tinham poucas opgdes de entretenimento além de assistir Sérgio Malandro, que todos
os dias apresentava o seguinte jogo. O participante era apresentado a trés portas
(Q = {1,2,3}) e apenas uma delas (chamada de X) continha um prémio X ~; Uq e o
jogo seguia trés fases:

a) O participante escolhia uma porta arbitrariamente (digamos y € Q3),

b) o Sérgio Malandro abria uma porta X' que ndo fosse a escolhida nem a premiada
(X' ~a Uy, x)

c) ao participante era dada a oportunidade de trocar sua porta X pela porta restante
em Q\ {X, X'}.

Mostre que o participante sempre aumenta suas chances ao trocar sua escolha. Tente
interpretar esse aparente paradoxo tomando o niimero de portas para infinito.

Exercicio 2.8.6. Emilio e Cristina tiveram dois filhos cujos sexos X, X' sdo i.i.d. e
distribuidos como Uy 7 0y Enunciando hipéteses adequadas se for necessario, calcule

a) P[X,X' = | pelo menos um é o’| e

b) P[X, X' = o| pelo menos um é o e nasceu em uma sequnda-feira).
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Interprete esses resultados trocando “sequnda-feira” por “primeiro de abril”. >

Exercicio 2.8.7. Supondo que P(A N B) > 0, mostre que “P(-|A|B) = P(-|B|A)".
Mais precisamente, podemos condicionar P em B e depois a probabilidade resultante em
A ou vice-versa.

Exercicio 2.8.8. Sejam X, Y varidveis aleatérias em um espago (Q), F, P), independen-
tes e com distribuigdo Uy ).

a) Calcule Px,y.

b) Considere P'(-) = P(- | X +Y < 1) ecalcule X, P'.

2.8.1 Regra de Bayes

Frequentemente definimos um espago de probabilidade através de probabilida-
des condicionais. Consideramos por exemplo um exame médico para detectar
uma doenga, caso em que temos

Q = {(doente, +), (doente, —), (saudével, +), (saudavel, —)}, (2.87)

com obviamente a o-dlgebra das partes.
Contudo, ao contrario do que fizemos anteriormente, ndo daremos probabi-
lidades p, € [0,1] para cada w € Q). Poderiamos por exemplo fornecer

P(doente) = 0.005, P(+|saudéavel) =0.01, P(—|doente)=0.05. (2.88)

Obviamente podemos obter as probabilidades dos complementos dos eventos
acima. As probabilidades acima podem ser facilmente estimadas num labora-
tério e as duas tltimas sdo chamadas respectivamente de probabilidades de
falso positivo e falso negativo. Outra vantagem da representagdo em (2.88) é que
as probabilidades descritas sdo mais “compartimentadas” no seguinte sentido.
Note que P(doente) somente depende da populagdo em questdo, enquanto as
outras duas dependem apenas do exame e ndo da populacéo. Isso ndo pode ser
dito das probabilidades de pontos individuais em ).

Agora fica facil construir nosso espago de probabilidade escrevendo, para
r € {+,—} ee € {saudavel, doente},

P(rne) = P(rle)P(e). (2.89)

E as probabilidades do lado direito da equacdo acima estdo todas determinadas
em (2.88) (possivelmente tomando complementos).

Contudo, o que estamos interessado muitas vezes é em como interpretar
resultados de um exame. Por exemplo, quanto vele P(doente|+)? Isso nos é
fornecido em geral pela regra de Bayes enunciada na seguinte proposigéo.

2Gratos ao Ricardo Misturini por sugerir esse problema
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Proposigdo 2.8.3. Se (A;);c; formam uma particio (finita o enumedvel) de Qe B € F
tem probabilidade positiva, entdo
P(A;)P(B|A;)

PR = 5 P PBIA) 290

Demonstragdo. Basta notar que

P(Ai)P(B[A;) _ P(A)P(B[A;) _ _ P(A)P(B|A;)
P(B) YLt P(BNA)) — Ljer P(A))P(B|A))

P(A|B) = (2.91)

O

Exercicio 2.8.9. Utilize a férmula acima para calcular P(doente|+) com os dados em
(2.88). Comente o resultado.

Exercicio 2.8.10. Barry James: Cap. 1, Ex: 18 e 19.

2.9 Nircleos de transicao

Ja focamos bastante energia em varidveis aleatérias independentes. Por exemplo,
estudamos em detalhes o que acontece com a soma de tais varidveis. Agora
passaremos a estudar elementos aleatérios dependentes e o primeiro passo para
isso é obter um método geral de construi-los.

Definiremos agora um ntcleo de transi¢do. Intuitivamente, ele nos da
uma maneira de usar um elemento aleatério em um espago para induzir uma
probabilidade em outro espago. Um exemplo em que poderiamos utilizar essa
construgdo seria o seguinte.

Digamos que estamos preocupados com a possibilidade de um deslizamento
de terra em uma determinada regido. A ocorréncia desse deslizamento é algo
aleatdrio, mas que certamente depende da quantidade de chuva no periodo,
que também podemos modelar como sendo aleatéria.

Ap6s estudarmos alguns trabalhos anteriores, descobrimos uma fungéo
F: R4 — [0,1] que nos da a probabilidade de um deslizamento ocorrer, como
fung¢do da quantidade de chuva em milimetros.

Lendo o histérico pluvial da regido, podemos estimar a distribui¢gdo Q em
R4 correspondente a quantidade de chuva naquele periodo. A lei F.Q (também
chamada de Qr) é uma lei em [0, 1] que nos dd a distribui¢do da probabilidade
de deslizamento, mas como seguimos em frente para obter a probabilidade de
deslizamento (um ntmero entre zero e um)? Saberemos como fazer isso ao
terminar essa segdo.

Sejam (Eq, A1) e (Ep, Ay) espacos mensuraveis.

Definicdo 2.9.1. Um niicleo de transigio entre E1 e Ey é uma fungio
K:E; x Ay — [0,1], (2.92)

tal que
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a) para todoy € E1, K(y, -) é uma probabilidade em (E;, Ay) e
b) paratodo A € Ay, a fungio K(-, A) : E; — [0,1] é A;j-mensurdvel.

Exemplo 2.9.1. Daremos agora o exemplo da probabilidade de deslizamento como
fungdo de F (que serd possivelmente uma varidvel aleatéria). Nesse caso, seja E; = [0,1]
e E; = {0,1} com as o-dlgebras naturais e defina

K(p, A) = ((1 —p)do+ P51) (A). (2.93)
Vamos verificar que K definido acima é um ntcleo de transigdo. De fato,

i) K(p,-) é a distribuigdo Bernoulli com parametro p, que obviamente é
uma probabilidade,

ii) além disso, K(-, Q) =1,K(-, @) =1eK(-,{0})=1—p=1—-K(-,{1}),
que obviamente sdo mensuraveis.

Isso prova que esse K especifico é um nticleo de transicdo

Exemplo 2.9.2 (Caso discreto). Sejam Eq e E; espagos finitos ou enumerdveis. Se
p: Ey x Ex — [0,1] é tal que para todo y € Eq temos Y ,cp, p(y,2) = 1, entdo

K(y, A) := Y p(y,z) é um niicleo de transicio entre Ey e Ey. (2.94)
zEA

Nesse caso p(y, z) representa a probabilidade que a segunda coordenada seja z, se a
primeira é y.

Exercicio 2.9.3. Mostre que se E1 e E; sdo enumerdveis entdo todo niicleo entre E1 e
E; pode ser escrito na forma do exemplo acima.

Exemplo 2.9.4 (Caso absolutamente continuo). Digamos que E; e E; sejam dotados
de medidas yy e yp o-finitas. Seja p : E1 X Ep — Ry mensurdvel e tal que para
u1-quase todo y € Eq, tenhamos sz o(y,z)p2(dz) = 1. Entdo

K(y,A) :== /A o(y, z)pu2(dz) é um niicleo de transicio entre Eq e Ej. (2.95)

Note que K(-, A) estd bem definido para pp-quase todo ponto pelo Teorema de Fubini.
Exercicio 2.9.5. Prove que os dois exemplos acima de fato definem um niicleo.

Tipicamente, definimos os ntcleos de transi¢do introduzindo K(y, -) como
sendo uma medida que depende de y. Nesse caso, uma das condicdes para que
K seja um ntcleo estd automaticamente satisfeita, restando apenas mostrar que
K(-,A) é mensuravel para quaisquer A € A;. Mas obviamente o conjunto .A;

pode ser muito complexo, entdo gostariamos de apenas verificar que K(-, A) é
mensuravel para os conjuntos A em uma classe rica o suficiente.

Proposi¢do 2.9.2. Seja K : E; x Ay — [0,1], tal que K(y, -) é uma medida para todo
y € Ey. Se K(-, A) é mensurdvel para todo A € G, onde G é um r-sistema que gera
Ay, entido K é um niicleo de transigdo.
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Demonstracdo. Como de costume, vamos definir
B={B¢€ A : K(-,B) é Aj-mensuravel}. (2.96)
Obviamente, como K(y, -) é uma probabilidade, vale que

a) Q) € B, pois a fungdo constante igual a um é mensuravel.
b) Se B € B, entdo B® € B, pois 1 — f é mensuravel se f o é.

c) Ese By, By,...,B, € Bsao disjuntos, entdo |Ji_; B; € B, pois a soma de
func¢bes mensuraveis também é mensuravel.

A discussdo acima mostra que B é um A-sistema que contém o 7-sistema G.
Dai, vemos pelo Teorema 1.3.3 que A, = 0(G) C B, provando a proposigdo. [

Exercicio 2.9.6. Seja K : R x B(R) — [0,1] dada por K(y, -) = Uj,_q 11). Mostre
que K define um niicleo de transigdo.

Apesar de interessante, a defini¢do acima ainda ndo nos permitiu definir
espagos de probabilidade novos. Isso sera possibilitado pelo préximo resultado,
que pode ser visto como uma generalizagdo do Teorema de Fubini.

Teorema 2.9.5 (Fubini para Ntcleos de Transicdo). Dado um niicleo de transi-
¢do K de (Eq, A1) para (Ey, Ay) e uma probabilidade Py em E,, existe uma tinica
probabilidade P em (Ey x Ep, A1 ® Ap) tal que

/Elez fap = //fy' K(y,dz)P1(dy), (2.99)

para toda f : Ey x E — Ry. Em particular, P(Ay X Aj) fA (y, A2)P1(dy).
Nesse caso escrevemos P = Py % K.

Antes de iniciar a prova do teorema, vamos ver que as integrais do lado
direito de (2.99) estdo bem definidas. Para isso, definimos para y € E; a fungdo
fatiadora ¢, : E; — E; x E; dada por ¢y(z) = (y,z). Obviamente essa fungao é
mensuravel, pois

g, seydAe

(2.100)
Ay, sey € A

¢y (A1 x Ay) = {

Dessa forma, para definirmos [ f(y,z)K(y, dz), introduzimos f, : A, — Ry

dada por f,(z) = f(y,z), que é mensuravel pois f, = f o ¢,.

Assim, gostariamos de integrar a funcdo y — [ fy (z)K(y, dz), que estd
obviamente bem definida. Porém resta a pergunta, serd que essa expressao
define uma func¢do mensuravel de y?

Lema 2.9.6. Se K é um niicleo de transigdo, entdo para toda f : E1 X E; — R4 que
seja Ay ® Ay mensurdvel, temos que g/ : Ay — R dada por

/ fy(z)K(y,dz) (2.101)

é Aq-mensurdvel.
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Demonstragio. Se f = 1a,x, para A; € A;, i = 1,2, entdo temos que g/ (y) =
K(y, A2)14,, que obviamente é mensurével pois K é um ntcleo.

Definimos D = {B € A; ® A, : g"'8 é A;-mensuravel}. E facil ver que D é
um A-sistema que contém o 7r-sistema dos retangulos, logo D = A; ® Aj.

Acabamos de ver que ¢f é mensuréavel para toda f indicadora, donde o
mesmo vale para f simples por linearidade e para toda f positiva pelo Teo-
rema da Convergéncia Monétona (lembre que limite de fun¢des mensuraveis é
mensuravel). O

Estamos prontos agora para fornecer a

Demonstragio do Teorema 2.9.5. J4 sabemos que a integral do lado direito de
(2.99) esta bem definida (assumindo possivelmente o valor infinito). A uni-
cidade vale obviamente pois (2.99) aplicado a fungdes indicadoras temos neces-
sariamente para todos B

P(B) = /E . 15K (y, dz)Pr(dy). (2.102)

S6 temos que verificar a férmula acima nos define uma probabilidade em
(El X Ez, Al & .Az)
De fato,

a) obviamente P(Q?) = [; [ K(y,dz)Pi(dy) =1e

b) se (B;)jc; e uma familia finita ou enumeravel de eventos disjuntos (em
A1 ® Ap) entdo 1y, p, = Yic 1, a c-aditividade de P segue das pro-
priedades basicas (linearidade e Teorema de convergéncia monétona) da
integracéo.

Isto demonstra o teorema. O

Exercicio 2.9.7. Considere duas probabilidades P; em (E;, A;) parai = 1,2 e K :
Ey x Ay — [0,1] dado por K(y, A) = P,(A). Mostre que K é niicleo e que Py x K =
Py ® Py. Relacione esse resultado ao Teorema de Fubini cldssico para produtos de
medidas.

Exercicio 2.9.8. Considere o niicleo do Exemplo 2.9.1 e calcule:
a) Uy KXo =1],
b) P % K[Xp = 1], onde dP; = 2xdxe
c) encontre a distribuigio de (X1 )« (U[o 11 *K[ - |Xo = 1]). Interprete o resultado.

Exercicio 2.9.9. Seja P = Py x K como acima e Q(-) = P[-|Xo = 1]. Calcule

Xpd 2.103
/[0,1]><{0,1} 1dQ ( )

44



2.9. NUCLEOS DE TRANSICAO

Exercicio 2.9.10. Para0 < a < b < 1, definimos a probabilidade U, ;) em ([0,1], B([0,1])
através da seguinte formula Uy, ) (B) = L(B N [a,b])/ (b — a). Consideramos tam-

bém a fungdo K : [0,1] x B([0,1]) — [0, 1] dada por K(x,-) = Ujp (), se x > 0e
K(0,-) = o(-)-

a) Mostre que K é um niicleo de transicdo.

b) Calcule Ujpq) = K[Xy < 1/2] e Ujgq * K[Xy < 1/2], onde Xy e X sdo as
projegdes candnicas em [0,1]?.

¢) Mostre que Uy 1 * K é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue
em [0,1)2 e calcule sua densidade.

Exercicio 2.9.11. Considere K : Eq x A, — [0,1] dada por K(p,-) = Exp(p).
Mostre que K ¢ niicleo de transigdo e calcule Uy 1) * K[X > 1].

Exercicio 2.9.12. Se K é um niicleo de transigdo entre E1 e Ey e {y} € A; satisfaz
Py ({y}) > 0, mostre que

P« K[X; € |X1 =y] = K(y,"). (2.104)
Ou em outras palavras, K nos dd a distribuicdo condicional de X, dado X1 = y.

Posteriormente extenderemos o resultado acima para o caso P;({y}) =0,
mas isso demandaréd algum esforco.

Vamos introduzir uma tltima notagdo com respeito a nticleos de transigdo.
Muitas vezes, ndo estamos interessados na distribuicdo conjunta de P; x K em
E; x Ep, mas apenas na distribui¢do marginal da segunda coordenada. No nosso
problema da chuva por exemplo, talvez poderiamos estar interessados apenas
na probabilidade final de ocorrer um deslizamento. Nesse caso, é conveniente
escrever

PlK = (Xz)*(Pl * K) = (Pl *K)Xz- (2105)

Exercicio 2.9.13. Seja K : Ry x B(Ry) — [0,1] dada pela equagio K(x, A) =
J4 xexp{—xt}dt.

a) Prove que K é um niicleo de transigdo.

b) Seja P dada por P = Exp(1) » K. Obtenha P[Xy > x| para todo x, > 0
(lembrando que X, denota a segunda coordenada no espago produto onde estd
definida P). Compare a probabilidade acima com K(1, [x7, 00)).

¢) Mostre que P[X1 + X, > z] = foz exp{—x(z—x+1)}dx +exp{—z}.

45



CAPITULO 2. CONSTRUCAO DE ESPACOS DE PROBABILIDADE

210 Espacos candnicos

Em vérias dreas da matemaética, existe um importante conceito de equivaléncia
entre duas estruturas, como por exemplo: homeomorfismos, isometrias e iso-
morfismos. Nessa se¢do estudaremos o caso andlogo para espagos mensuraveis,
que nos trard uma grande surpresa.

Definigdo 2.10.1. Uma fungio ¢ : E — E’ entre dois espagos mensurdoeis é dita
bi-mensurdvel quando ¢ é uma bijecio mensurdvel, com inversa mensurdvel.

Vamos agora tentar classificar os espacos a menos de bi-mensurabilidade.
Descobriremos que na verdade os borelianos da reta incluem praticamente tudo
em que podemos estar interessados. Comegamos com a seguinte definigdo.

Defini¢do 2.10.2. Dizemos que o espago mensurdvel (E, A) é candnico se existe uma
fungio ¢ : E — B bi-mensurdvel para algum B € B(R).

Antes de mostrar que essa classe de espagos candnicos inclui muitissimos
exemplos, vamos motivar a defini¢do acima exemplificando como esse conceito
pode ser utilizado.

Teorema 2.10.3 (Extensdo de Kolmogorov Extendida). Se (E1, 1), (E2, F2), ...
sdo espagos mensurdveis candnicos, entdo o Teorema 2.6.4 (da extensio de Kolmogorov)
também é vdlido no espago produto () = E; x Ey X ...:

Se a seguinte condigdo de consisténcia for vdlida

n
Vn>0,YA € QR Fi, Puy1(AxEui1) = DPu(A). (2.106)
i=1

entdo existe uma probabilidade P em () tal que

n
Vn>0,YA € ®F, P(AXE,1xEux...)=PyA). (2.107)
i=1

Demonstragdo. Sejam ¢; : E; — B; € B(IR) bijecdes bi-mensuraveis e defina

¢n s Ey X --- X Ey — R" por ¢p(wy,...,wn) = (¢1(w1), ..., ¢n(wy)). Assim
podemos introduzir as medidas de probabilidade

Py = (¢n)«Py, em R". (2.108)

E fécil verificar que as P, sdo consistentes como em (2.59). Logo, existe P em
(RN, F) extendendo P,,.

Vamos agora definir uma medida em [];2, E;. Para tanto, primeiramente
fixamos para cada i > 1 um elemento arbitrdrio w; de E; e definimos ¢; : R — E;
por

w; no caso contrario.

Pi(x) = {471‘_1(3(), sex € B;,
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Como B; € B(R), concluimos que ¢; é mensurével.
Finalmente, consideramos o mapa ¥ : RN — ) dado por

Y(x,x2,..0) = (P1(x1), P2 (x2), ... ). (2.109)

Resta mostrar que a medida P = ¥, P estende as probabilidades P,. Observe
que

P(Ay X -+ X AygxEpp1 % ...) = P(¥ (A1 X+ X Ay X Eyy1 X ...))
=P(p (A1) x - Xy (An) x Rx ... )
= Pu(yy (A1) x - x 9, (An))

= Pu(pr (w71 (A1) X - x @ (9 (An))
= Py(A1 X -+ X Ay),

concluindo a prova do teorema. O

Uma ferramenta importante para construirmos espagos canonicos é a se-
guinte.

Lema 2.10.4. Seja (E, A) é um espago candnicoe A € A, entiio A também é candnico
quando dotado da o-dlgebra {ANC : C € A} induzida por A em A.

Demonstragio. Seja ¢ : E — B € B(IR) uma funcao bi-mensurédvel que mostra
que E é canonico. Consideramos ¢’ : A — R dada pela restricio de pa A e
precisamos mostrar as seguintes afirmativas:

a) ¢’ é injetiva.

b) ¢’ é mensuravel.

o) ¢(A) € B(R).

d) A inversa de ¢’ (chamada ¢’) de ¢'(A) em A é mensuravel.
Vejamos,

a) ¢ ser injetiva implica que ¢’ também o é.

b) Dado D € B(R), (¢') (D) = An¢~(D) which is of the form ANC
with C € B(RY).

c¢) Denotando por ¢ : B — E a inversa de ¢, temos que ¢(A) = ¢~ 1(A) €
B(B) pois ¢ é mensuravel.

d) Finalmente, se D € B(A), entdo (¢')"1(D) = ¢~ (D) € B(B), nova-
mente pela mensurabilidade de .

Concluindo portanto a bi-mensurabilidade de ¢’ quando o seu contra-dominio
é restrito a sua imagem. O
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A seguir daremos um exemplo de espago candnico que serd importante na
secdo seguinte.

Lema 2.10.5. O espaco produto E = IN x IN x ..., dotado da o-dlgebra produto é
canonico.

Demonstracdo. Primeiramente definimos em E a Métrica de Hamming;:
1
du(x,y) =) 51 Hitwi) (2.110)

i>1

Fica como exercicio mostrar que a o-dlgebra dos borelianos induzida por essa
métrica coincide com a o-dlgebra produto em E. Definimos agora o mapa
¢ : E — R dado por

p(ny,ma,...) =2"M 42 lomom o keElgm g (2.111)
Também deixamos a cargo do leitor mostrar que ¢ define um homeomorfismo
entre (E,dy) e um boreliano de R. O
2.10.1 Espacos poloneses
Nessa segdo mostraremos que todos espacos chamados poloneses sdo candnicos.
Defini¢do 2.10.6. Um espago métrico (E,d) é dito polonés se é separdvel e completo.
Exemplo 2.10.1.

a) Todo espago enumerdvel () pode ser feito em um espago métrico polonés de forma
que a o-dlgebra de Borel seja P (Q}).

b) R" e C([0,1]) sdo notoriamente poloneses.

Exercicio 2.10.2. Se (E;, d;)$°, é uma sequencia de espagos métricos poloneses, mostre
que E = TT32, E; com a métrica

v 1 dilxyi)
d(x,y) = l; ST+ (a1, )] (2.112)

também é polonés. Mostre também que a topologia induzida por essa métrica é equiva-
lente a topologia produto em E.

Outros exemplos de espacos poloneses sdo dados pelo seguinte lema, que
também serd 1til para provar o resultado principal desta secéo.

Lema 2.10.7. Seja (E,d) um espago polonés e G, F C E um aberto e um fechado de E
respectivamente. Entdo, existe uma métrica d' em FNG tal que

a) ded sdo equivalentes em F N G (induzem a mesma nogdo de convergéncia),

b) d(x,y) <d'(x,y) paratodox,y € FNGe
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2.10. ESPACOS CANONICOS

c) (FNG,d") épolonés.

Demonstragdo. A primeira observacdo que faremos é que F N G é separavel com
respeito a d. Isso segue do fato de separabilidade ser equivalente a existéncia de
uma base enumerdvel.

Vamos definir para x,y em G,

, 1 1
d'(x,y) = d(x,y) + ‘d<x, & aw.c) (2.113)

onde d(x, A) = inf{d(x,x’") : X’ € A}. Nao é dificil ver que com a defini¢do
acima (e deixamos como exercicio) que:

a) As métricas d e d’ sdo equivalentes em G.
b) FN G éseparavel quando dotado da métrica d’.
¢) (FNG,d") é completo.
Isso termina a prova do lema. O

Exemplo 2.10.3. Um importante exemplo é dado por espagos produto. Seja (E;, d;)$° 4
uma sequéncia de espagos poloneses e introduza em E = [1;> 1 E; a métrica d definida
em (2.112). Entdo, se A1 C Ei, ..., Ay C Ey forem abertos, o retdngulo R =
A1 X -+ X Ag X Epq x ... éaberto. Dessa forma vemos que tanto R como R® podem
ser dotados de métricas com as quais se tornam espagos poloneses. Além disso tais
métricas podem ser escolhidas satisfazendo as hipdteses do Lema 2.10.7

O préximo lema é o ingrediente chave para provarmos o resultado principal
dessa segdo. Ele nos d4 uma maneira de fatiar um espago polonés em uma
particdo de espagos poloneses pequenos.

Lema 2.10.8. Seja (E,d) um espago polonés e r > 0. Entdo existe uma partigio finita
ou enumerdvel (A;);c; de A e métricas (d;);c; nesses respectivos subconjuntos de
forma que para todoi € I,

a) (A, d;) sio espagos poloneses disjuntos.
b) d; e d sdo equivalentes em A; e d; > d.
c) O didmetro de A; (com respeito a d) é menor ou iqual a r.
Observe que podemos sempre escolher 1 = IN mas nesse caso os A; podem ser vazios.

Demonstragio. Obtemos através da separabilidade de E, uma colecdo de bolas
(Bi)i>1 com didmetros limitados por r e cobrindo E. Entdo definimos

n—1
Ay=B;, e A,=B,\ UB; paran>1. (2.114)

i=0
Agora podemos dotar cada um dos A; com a métrica d; obtida através do
Lema 2.10.7 (observe para tanto que os A; sdo dados por interse¢des de um

aberto com um fechado). As propriedades enunciadas no lema séo trivialmente
satisfeitas. O
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Terminamos essa secdo com esse importante resultado, que confirma nossa
afirmagdo de que quase todos 0s espacos mensuraveis que podemos nos inte-
ressar sao canonicos.

Teorema 2.10.9. Todo sub-conjunto boreliano de espago polonés (E,d) é candnico.

Demonstragio. Primeiramente, pelo Lema 2.10.4, basta mostrar que todo espago
E polonés é canodnico. Pelo Lema 2.10.5 e novamente o Lema 2.10.4,

basta construir uma fungao bi-mensuravel ¢ : E — B € B(NN)  (2.115)

e depois compo6-la com uma fungdo bi-mensurével ¢’ : B — C € B(R).
Para comegar, construiremos uma parti¢do encaixada de E. Mais precisa-
mente, defina os conjuntos M, que serdo utilizados como indices

M, =N" paran>1le M=U,M,. (2.116)

Vamos definir borelianos A, de E e métricas d;,;, em A, para cadam € M.
Faremos isso da seguinte forma:

a) sem =i € My, entdo definimos A4, Ay, As,... edy,dp,d3,... como no
Lema 2.10.8 comr =1,

b) se (Am,dm) ja foi definido para algum m € M, entdo utilizamos também
o Lema 2.10.8 com r = 1/n para particionar o conjunto A, (com a métrica
dy) em A(mrl), A(m,z),. .. com suas respectivas métricas d(m,l), d(m,z), .

Obviamente suporemos que sdo vélidas as propriedades de tais métricas garan-
tidas pelo Lema 2.10.8.

Podemos desde ja definir ¢ : E — INN e para tanto, considere x € E.
Indutivamente

a) como {Ay}mem, formam uma particdo de E, definimos ¢;(x) como o
tnico indice tal que x € Ay (),

b) sejd encontramos ¢1(x), ..., ¢n(x) tal que x € Ay, (x),... ¢, (x)), €Nta0 O fato
que particionamos o dltimo conjunto na definicao de A;,, m € M, 41 nos
garante que podemos definir unicamente ¢, 1(x) de forma a continuar a
indugdo.

Da maneira acima ja obtivemos ¢(x) = (¢1(x), p2(x), ... ). Para terminar, deve-
mos mostrar que ¢ é bi-mensuravel quando seu contra-dominio é restrito a sua
imagem.

Isso comega com a prova de que ¢ é injetiva. Se ¢(x) = ¢(y), entdo existe
uma sequéncia m, € M, tal que x,y € Ay, para todo n. Mas isso ndo é possivel
dado que o diametro de A, ., € menor ou igual a 1/n na métrica d;,, > d. Isso
mostra que x = y.

Vejamos agora que ¢ é mensuravel. Seja w € NN tal que ¢p(x) = w e
tome G C NN com G = {(wy,...,w;)} x NN (esses conjuntos geram a o-
dlgebra canonica em N™N). Claramente, ¢ ~1(G) = A(p1(x),...9,(x)), de forma que
mostramos que ¢ é mensuravel.
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Para mostrar que sua inversa ¢ : ¢(E) — E é mensurével, veremos que ela é
de fato continua com respeito & Métrica de Hamming definida em (2.110). Dado
n > 1, tomamos é§ < 27" Se w,w’ € ¢(E) sdo tais que dy(w,w') < 6 em NN,
entdo w; = w) para todo i < n, de forma que ¢~ (w) e ¢! (w’) pertencem a
Ay, w0,)- A continuidade de ¢! segue do fato que o didmetro de Ay, wy)
no maximo 1/n (com respeitoad(y,, . ,, ,) € portanto com respeito a d).

Mas atencdo, apesar de que parece que provamos o teorema, ainda falta
mostrar que ¢(E) é mensuravel. Para tanto, afirmamos que

¢>(E):1NN\( U {wl}x{wk}xle...), (2.117)

(wl,..‘,wk)EE

onde

£ = {(wlr‘ . .,ZUk) € U N" : Awl,...,wk = ®}
n>1

A igualdade acima serd mostrada no que segue.

Dado w € ¢(E) existe x € E tal que ¢(x) = w. Como x € Ay,,..w, para
todo n > 1, esses conjuntos ndo sdo vazios. Logo w ndo pertence a unido
em (2.117), mostrando o lado (C) da equalidade. Finalmente, suponha que
w = (w1, wy,...)étal que paratodok > 1, Ay, w, # @. Tomamos portanto
para todo k > 1 um ponto x; € Ay, w

Afirmamos que

ke

para todo 1, (xx)k>, € Cauchy em (Aw,,...w,, dwy,.... 0 ) (2.118)

o que segue logo do fato que pork > n+1, xx € Aw,,...w, CUjo dy,,... w,-didmetro
é menor que 1/k.

Consideramos x" o limite de (xy)k>, em (Aw,,...w,, dw;,.. 0, )- E facil de
mostrar que x" = x¥ := x (o limite da sequéncia em (E, d)) para todo valor de 7.
E suficiente ver que d(x", x;) < duw,,...w, (x",xx), para todo k > n, o que implica
que x" é o limite em (E, d).

Como consequéncia podemos concluir que x € Ay, w, para todo n e entdo
que ¢(x) = w, o que conclui a prova do teorema. O
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Tépico: Cadeias de Markov

Um exemplo de como usar niicleos de transigdo é a construcdo de Cadeias de
Markov. Esse tipo de processo é bastante ttil em diversas aplicagdes, desde a
biologia até a computagao.

Considere um espago mensuravel candnico fixo (E, A) e seja K um nucleo de
E nele mesmo. Seria bastante intuitivo agora iterar K (ja que ele estd no mesmo
espaco) e obter uma medida em Q) = EN com a o-dlgebra canonica.

Para comecar esse procedimento, seja jp uma medida inicial em (E, A).
Podemos entdo definir 41 = po * K o que é o primeiro passo da nossa construgéo,
porém observe que ndo podemos escrever “up = pq1 * K”, pois y1 x K é uma
medida em (E?, A%®?). Vamos com calma ento.

Observe que

1 (Ag X Ay) / / (x0, dx ) o (dxo), (2.119)

ou em outras palavras o valor de xy determina a distribui¢do de x;. Gostariamos
agora que x; determinasse a distribui¢do de x, via K, como por exemplo assim

]/lz(Ao X A1 X Az) = /A /A /A K(xl,de)K(Xo, dxl)]/lo(de). (2.120)
JAg 1 2

Mas essa notagdo fica bastante carregada a medida que iteramos.

Para tornar essa notagdo mais simples, definimos a projecéo ¢, : E" — E
por ¢n(xo, ..., Xy—1) = X,_1. Também precisamos de K, : E" x A — [0,1] dado
por

Ku(%, A) = K(¢u(%), A) (= K(xy_1,4)). (2.121)

O fato de K;; ser um nticleo de transigao segue imediatamente dessa propriedade
para K.

Note que, nessa notagao, estamos dizendo que para irmos de E" para E"*+1
iremos olhar apenas para a tltima coordenada, na qual aplicaremos o nticleo
K. Isso é o ponto mais importante que caracteriza uma Cadeia de Markov: a
distribui¢do do estado futuro da cadeia depende apenas do estado atual e ndo
do passado. Em alguns contextos essa propriedade é chamada de auséncia de
memoria.

Podemos finalmente definir

Unt1 = Un x Ky, paratodon > 1. (2.122)

Mas resta a questdo sobre a existéncia de uma > que serd respondida com
ajuda do préximo resultado.

Lema 2.10.10. As probabilidades y,, definidas em (2.122) sdo compativeis, mais preci-
samente p,1(A X E) = uy(A) para todo A € A®".
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Demonstragio. Basta observar que

Pt (A E) = s K(AX E) = [ Ka(®E)u(dF) = pu(4),  (2:123)
1

provando o lema. O

Logo, o Teorema da Extensdo de Kolmogorov (lembre que (E, .A) foi suposto
candnico) nos fornece uma tnica P em (Q, F) tal que

P(x,,...x,) = Mn, paratodon > 0. (2.124)

Lembramos que X; denotam as proje¢des candnicas em Q) = []2, E.
Chamamos o processo X1, Xp,... sob a lei P da Cadeia de Markov com
distribuicdo inicial 3¢ e ntcleo de transicdo K.

Exemplo 2.10.4. Suponha que E seja enumerdvel. Nesse caso recordamos do Exem-
plo 2.9.2 que o niicleo pode ser representado por uma matriz (p(x, y))x yeE que 10s
retorna a probabilidade de saltar de x a y. Além disso, a distribuicdo inicial pg é

determinada por P({x}) = po(x), para alguma sequéncia (po(x)) cF

Exercicio 2.10.5. Mostre que no exemplo acima temos
P(Xo =x0,...,Xn = xn) = po(x0)p(x0,x1) ... p(Xy—1, Xn). (2.125)
Exercicio 2.10.6. Defina K : R?> x B(R?) — [0, 1] dada por
K(x,A) = Ug (A —x). (2.126)
Nesse contexto,
a) mostre que K é um niicleo de transigio e,

b) considerando a cadeia com distribuicdo inicial pg = oy em R? e niicleo K, mostre
que X, tem distribuicdo absolutamente continua com respeito a Lebesgue e calcule
sua densidade.

Exercicio 2.10.7. Mostre que para qualquer niicleo de transicdo K entre E e E, existe
um niicleo de transicdo K entre E e Q = EN, tal que para toda medida inicial o, temos
que o x K é a distribuicio de uma Cadeia de Markov comegando de yg e com transigio
dada por K. Esse niicleo é 1itil se quisermos mudar a distribuicio inicial pg e uma

notagdo bastante comum para esse niicleo é Py(-) = K(x, ).

Vamos terminar essa se¢do dando uma interpretacdo bastante interessante
para os ntcleos de transicdo em analogia a algebra linear. Fixe um ntcleo de
transicdo K entre E e E, uma medida inicial # e uma fungéo limitada f : E — RR.
Relembre a notacdo em (2.105) e defina Kf : E — R dada por

Kf(x) = [ f)K(x,dy), 2127)
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que é obviamente limitada e ja vimos ser mensuravel no Teorema de Fubini.

Entdo temos dois operadores definidos para ntcleos, a multiplicacdo a
esquerda por uma medida em E (K que também é uma medida em E) e a
multiplicacdo a direita por uma funcdo limitada e mensuravel (Kf que também
é uma funcéo limitada e mensurdvel). Podemos pensar em f como um vetor
coluna e y# como um vetor linha, nesse caso K faria o papel de uma matriz. Essa
analogia é real se E for um espago enumerével.

Exercicio 2.10.8. No contexto de cadeias de Markov,

a) mostre a relagdo de associatividade u(Kf) = (uK)f,

b) defina para todo n o niicleo K" iterado (de E em E), de forma que uK™ f ainda
seja associativa.

¢) Mostre que a medida uK") ¢é a distribuicio de X,, se comecamos de ,

d) que a fungdo K" f(-) é o valor esperado de f no tempo n se comecamos no zero
do ponto - e finalmente que

e) o mimero real uK") f é a esperanca de f no tempo n se comecamos de .

Vamos agora dar um exemplo simples de Cadeia de Markov que poderemos
analisar em detalhes.
Seja E = Z e considere K : Z x P(Z) — [0,1] dado por

K(x,) = %, (2.128)
que obviamente define um ntcleo pois toda funcdo em Z é mensuravel na
o-algebra das partes.

Podemos portanto construir P em ZN que nos fornece a lei de uma Cadeia
de Markov em Z com distribuic¢do inicial §y e nticleo de transi¢ao K. Chamamos
esse processo de passeio aleatério simples simétrico.

Poderfamos estar interessados em vérias perguntas sobre esse processo,
como por exemplo qudo longe esperamos que o passeio aleatério pode ir depois
de um determinado tempo? Para responder essa e vdrias outras questdes,
iremos mostrar outra construcdo do passeio simples simétrico através de uma
soma de varidveis aleatdrias.

Introduzimos um espago de probabilidade P, varidveis Yy, Ys, ... ii.d. com
distribuicdo (6_1 + J1)/2 e definimos Sy =0e S, = Y1 + -+ - + Yy

Lema 2.10.11. A distribuicdo da sequéncia infinita (Xo, X1, ...) sob a lei P do passeio
aleatorio simples e simétrico é igual a distribuicdo de (So, Sy, ... ) sob P.

Demonstragio. Observamos primeiramente que basta mostrar a igualdade de
distribuigdes para cilindros do tipo {x1} x - -+ x {x,} x ZN, pois tais eventos
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compdem um 7t-sistema que gera a o-algebra produto em ZN. Calculamos
portanto

P[X1 = xl,...,Xn = xn]
pela defini¢do de Cadeia de Markov (via extensdo de Kolmogorov),

:ﬂn[Xl =X1,...,Xp = xn}
= Un-1 *Kn[Xl = X],...,Xn = xn]

por Fubini para ntcleos (Teorema 2.9.5),

= HUn—1 [Xl =X1,-0-y Xn—l = x'rl—l]Kﬂ ((xll cee /xn—l)/ {xn})
= pu—1[X1 = %1, ., X1 = 1)K (-1, {xa})

1
= 5%—1[?{1 =21, Xno1 = X1 Ly, —x|=1)
n
=-e=2" H]l{|xi71*xi|:1}'
i=1

Faremos agora esse célculo para a distribui¢do de S;’s:

13[51 :xl,...,Sn = xn]
=maY1=x1—x0, Yo =x2—x1..., Y = Xy — Xp_1]

n n
=JTIPlYi=xi—x] = z_nH]l{\xiflfxi\zl}'
i=1 i=1

Isso mostra o enunciado do lemma. O

Podemos agora por exemplo estimar
P[|Xu| > en] = P[|Su| > en] < 2exp{—(5 ,+4)/2(e)}, (2129)

que responde nossa pergunta sobre a probabilidade de um passeio aleatério se
distanciar muito da origem.
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Tépico: Urna de Pélya

Um excelente exemplo de como Cadeias de Markov podem gerar interessantes
modelos de situagdes reais sdo as chamadas Urnas de Pélya. Esse processo
modela sistemas de fisica, biologia, computagdo e economia que apresentam o
que chamamos de reforgo.

Tome por exemplo duas empresas que competem pelo mercado de avides.
Inicialmente, ndo temos nenhuma razdo para escolher uma em detrimento
da outra, portanto compramos nosso primeiro avido de cada empresa com
probabilidade meio. Porém, depois que jd compramos diversos avides de uma
determinada empresa, ela ja recebeu bastante dinheiro que pode ser reinvestido
para gerar melhor tecnologia e aumentar as chances que ela seja escolhida
novamente no futuro. Isso é o que chamamos de reforgo.

Vamos agora apresentar rigorosamente um modelo para situagdes desse tipo.
O nosso modelo comega com uma urna contendo duas bolas, uma vermelha e
uma azul. No cada passo do processo, escolheremos uma bola da urna ao acaso,
olharemos sua cor e retornaremos essa bola para dentro urna junto com mais
uma bola da mesma cor. Isso pode seré formalizado a seguir.

Vamos construir uma medida em {0,1}N, dotado da o-4lgebra produto.
Fixada uma sequéncia finita wy, ..., w, em {0,1}, definimos

Ny(wy,...,wp) =#{j € {1,...,n} : wj =x} +1, (2.130)

que nada mais é que o ntimero de bolas do tipo x que se encontram na urna no
tempo #n. Quando tivermos uma sequéncia infinita de w;’s, escreveremos N}
para denotar Ny (wy, ..., wy).

Para cada n > 1, definimos K,, : {0,1}" — P({0,1}) por

Ku(wy,...,w,) = Ber (21). (2.131)

Ou seja, dadas cores wy, . .., wy, escolheremos uma bola de cor 1 proporcional-
mente ao ntiimero Nj de bolas de cor 1 que ja foram sorteadas.

Exercicio 2.10.9. Mostre que todos K, acima definem niicleos de transigdo. Além disso
a sequinte sequéncia de medidas é compativel no sentido de Kolmogorov:

e P; =Ber(1/2),
e P =P *xKy,
* B3=P*xKy,...
Conclua que existe a medida P em {0,1}N que define o modelo de Pélya.

Podemos agora fazer perguntas como por exemplo: serd que escolheremos
bolas de ambas as cores para sempre, ou a partir de um certo momento escolhe-
remos bolas de apenas uma cor com certa probabilidade. Mais precisamente,
qual é a probabilidade de [X; = 1, infinitas vezes]?
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Para responder perguntas desse tipo, iremos mostrar algo muito curioso,
que pode ser entendido como uma outra maneira de representar o modelo
descrito acima. Mas antes, vamos colecionar alguns fatos sobre o modelo da
Urna de Pélya.

Primeiramente vamos olhar para os seguintes eventos. Fixamos n > 1 e uma
sequéncia wy, ..., w, € {0,1} eseja Aoevento {wy} x--- x {w,} x{0,1} x...
Note que os eventos desse tipo (junto com o evento &) formam um 7-sistema
que gera a c-dlgebra candnica de {0,1}N, portanto essa colegdo é bastante
completa para identificar a distribui¢do da Urna de Pélya.

Podemos calcular a probabilidade do evento A acima

NZ]UI Nz%l N:ll’n _ 1 ﬁNZ
2 3 ntl (ntliidw

Ni(n—NP)E 1 n\ !
1(n+1)!1 (n+1)<N1”> ’

P(A) =
(2.132)

O que é muito interessante sobre a equacdo acima é que ela nos remete a
problemas combinatdrios ao notarmos o fator binomial acima.

Vamos portanto construir um processo completamente diferente que apre-
senta as mesmas probabilidades que o anterior. Seja Sy 0 conjunto de todas as
permutagdes o de {1,...,N}. E facil ver que

1 n\ ! . . . j . .
(”‘W(]) :U‘gnﬂ{a(n#—l):]%—l,a(z)S]seesoseZS]}.

Um método muito interessante de se produzir uma permutagdo uniforme é
dado pelos seguintes exercicios.

Exercicio 2.10.10. Seja n > 1 um inteiro, P uma probabilidade em (E, A), ¢ uma
permutagdo fixa em Sy,. Entio

(X1, Xn) ~a (Xo(1yr -0 Xo(n))s (2.133)
onde X; como sempre representam as coordenadas candénicas em (E", A®", P®").

Ou em outras palavras, aplicar uma permutacdo fixa a uma sequéncia
iid. ndo altera sua distribuigdo. Sequéncias de elementos aleatdrios (ndo neces-
sariamente i.i.d. ’s) que satisfazem (2.133) sdo ditas intercambidaveis.

Um outro exercicio interessante nesse topico € o seguinte

Exercicio 2.10.11. Sejan > 1e F : [0,1]" — S, dada por

(1,2,...,n), se existe i # j com x; = Xj,

F(xl,...,xn):{

0 tinico o tal que xy(1) < -+ < Xg(p), caso contrdrio.

Mostre que Fi (U%E]) =Ug,.
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Ou seja, ordenar uma sequéncia de uniformes independentes nos fornece
uma permutagdo uniforme. Como prometido, isso nos d4 uma maneira de
construir uma permutagio uniforme de {1,...,n} a partir de uma sequéncia
iid. (que é algo que ja estamos comegando a entender melhor).

Podemos agora escrever nossa probabilidade de observar uma sequéncia
no modelo da Urna de Pélya em termos de uma sequéncia i.i.d. de varidveis
aleatorias.

1 ! ' ‘
t1) (£n> = EUp {0(7’1 +1) =N +1,0(i) < Nf'seesései < Nf]
: ,

= U%’}rl {Xi < Xy41,parai < Ny e X; > X, 41, parai > N + l]

Agora estamos prontos para provar o resultado principal que nos ajudara a
calcular probabilidades no modelo da Urna de Pélya.

Dado u € [0,1], seja P, = Ber(u)®N, ou seja a probabilidade que nos d4 uma
sequéncia infinita de moedas independentes com probabilidade u de sucesso.
Definimos agora K : [0,1] x (P({0,1})*N) — [0,1] dada por

K(u, A) = P,(A). (2.134)
Lema 2.10.12. A fungio K definida acima é um niicleo entre [0,1] e {0, 1},

Demonstracio. Usando a Proposigdo 2.9.2, basta ver que

paratodok > 1ews,...,wx € {0,1}, temos que

Py(Xy = ws,..., Xy = wy) é uma fungdo mensuréavel de u € [0,1]. (2135)
Mas é facil ver que

Pu(X1 = wr,..., X = wy) = ulN @) (1 — 3 )No(@r0p) (2.136)

que obviamente é mensuravel, provando assim o lema. O

O resultado muito curioso a qual nos referimos é o seguinte.
Lema 2.10.13. A lei P definida no Exercicio 2.10.9 é igual a U[O,”K.

Em outras palavras, digamos que realizamos os seguintes experimentos.
Primeiramente Jodo realiza o processo da Urna de Pélya e anota a sequéncia das
cores obtidas. Depois Maria sorteia uma varidvel aleatéria X de distribuicdo
uniforme em [0, 1] e depois joga infinitas vezes uma moeda com probabilidade X
de obter vermelho e (1 — X) de obter azul, anotando também quais cores foram
obtidas. Finalmente, ndo serfamos capazes de distinguir essas duas sequéncias
(mesmo que pudéssemos repetir varias vezes esse experimento) pois elas tem a
mesma distribuicdo em {0, 1}N.
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Demonstragio. J4 sabemos que basta mostrar a igualdade para eventos do tipo
A = {w} x - x {wy} x {0,1}N. Sabemos pelo Teorema de Fubini para
Nrucleos que

1 1
U1 K(A) = / K(u, A) du 29 /O N @6) (1 g No(@reii) dyy - (2.137)

0

Por outro lado , sabemos (usando simetria entre 0 e 1) que

P(A) = U [xi < Xui1,parai < Nle X; > Xo, parai > NI +1| (2.138)

Se definirmos K : [0,1] x B([0,1]"), dado por K(u, B) = U%’q], sabemos que

isso define um ntcleo pelo Exercicio 2.9.7. Mais ainda, esse mesmo exercicio

nos diz que Ujg 1) * K= U[%J], de forma que

P(A) = Ujo1) *K[Xi < Xo, parai < Nj e X; > X, parai > Nj + 1}
1
:/ U%”l] {Xi <u,parai < Nj e X; >u,parai2Ng+1} du
Jo 1O

1 n n
= / ulo (1 — u)"No du,
0

que coincide com U[O,l]lz (A), provando o lema. O

Exercicio 2.10.12. Mostre que a probabilidade, segundo o modelo da Urna de Pélya, de
que observemos infinitas bolas de ambas as cores é um.
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Capitulo 3

Somas de varidveis independentes

Nesse capitulo introduziremos vérias técnicas e resultados que serdo tteis
em geral, mas que aparecem naturalmente no estudo de somas de varidveis
aleatdrias independentes, que por sua vez é um assunto de extrema importancia
em teoria e aplica¢des de probabilidade.

3.1 Esperanca

Definigdo 3.1.1. Se X ¢ uma varidvel aleatria com [ |X|dw < co, dizemos que X é
integrdvel e definimos

E(X) = / X(w)P(dw), (3.1)
Q
a chamada esperanca de X. Nesse caso também dizemos que X € L.

Quando X > 0, também podemos supor que E(X) estd bem definida, mesmo
que possivelmente tomando valor infinito.

Nao demonstraremos algumas propriedades conhecidas da integracido de
Lebesgue, tais como

a) E(X+aY) = E(X) +aE(Y) (se estiverem bem definidas),
b) Valem os Teoremas de Convergéncia (Monétona e Limitada).
Exercicio 3.1.1. Mostre quese X € L' e P[X > x] = 0, entdo E(X) < x.

Lema 3.1.2. A esperanga de uma varidvel aleatéria X € L' depende somente de sua
distribuicdo. Mais precisamente

ﬂm:/x&mn. (3.2)
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Demonstragdo. Vamos mostrar que

E(£(X)) = [ f(x)(XoP)(d), 63

para toda f : R — R mensuravel tal que f(X) € L.
Para f = 14, temos

E(f(X)) = P[X € A] = (X0 P)(A), (3.4)

por defini¢do de X o P.

Agora podemos extender o teorema para fungdes f simples por linearidade,
depois para fungdes positivas usando o Teorema da Convergéncia Monétona e
finalmente escrevemos x = x1g ) — (=)L (_e00)- O

Vamos mostrar uma férmula bastante simples de integracdo de varidveis
tomando valores em um conjunto enumeravel. Se X € {xq,x,,...} P-quase
certamente, entao

E(X) :/QXP(dw) :/Z]I[X:xi]XP(dw)+ XP(dw)

{x1,x2,... }¢

(3.5)
— Z/[X_ .] xiP(dw) +0 = inP[X = xi.

Para nos acostumar a notagdo de probabilidade, vamos agora mostrar o
mesmo resultado da seguinte forma

E(X) = E(ZX]I[XZXI,]) +E(XLy, ) pe)

(3.6)
=Y EX;X=x]+0=) xP[X = x].

Que é certamente muito ttil quando nos habituamos a ela.
Observe que acima usamos a notagao E[X; Q] = E(X1/g)). Também utiliza-

remos E[X; Q1, Qy,...] = E(Xﬂ[Ql,Qz,m])

Exemplo 3.1.2. Se X 2 Ber(p), entdo E(X) = 0-P[X = 0] +1P[X = 1] =
O+p=np.

Exemplo 3.1.3. Seju X 4 Bin(n, p), entio, para calcular E(X), basta calcular E(Y')
onde X 4 Y. Como vimos anteriormente, se 21,72, ..., Zy sio varidveis i.i.d. (re-
lembrando: independentes e identicamente distribuidos) com Z; 3 Ber(p), entio
Y =Y, 7 2 Bin(n, p). Logo

E(X) = E(Y) = ZE(ZZ-) =np. (3.7)
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Sed(XoP) = p(x)dx (comp >0e [p(x)dx = 1), entdo
E(X) = /'x(xo P)(dx) = / xp(x) dx. (3.8)

Exemplo 3.1.4. Se X 4 Uo,1), entfio sua densidade com respeito a Lebesgue ¢ dada
por d(X o P) = 1o ) dx, donde E(X) = fol xdx =1/2.
Proposicdo 3.1.3. Se X > 0 P-q.c., entio

E(X) = /Ooo P[X > x] dx) = /Om 1 F(x)dx. (3.9)

Demonstracdo.

E(X) = E(/Oxldx> - E(/Ooon[KX] dx)

RS N (3.10)
Fubini / (1)) dx = / Plx < X]dx.
0 0
0
Exemplo 3.1.5. Se X 4 Exp(A), entio
PIX > 1] = / AeMdt — e @3.11)
JX
donde -
E(X) :/ e Mdx = . (3.12)
0

1

A
Exercicio 3.1.6. Se X € L1 e P[X > x] = P[X <
E(X) = 0.

Exercicio 3.1.7. Marcelo coleciona figurinhas de futebol. O dlbum completo conterd
N figurinhas. No i-ésimo dia, ele compra uma nova carta X; € {1,..., N}. A colegio
(Xi)i=o € distribuida de maneira i.i.d. e uniforme nas figurinhas.

—x| para todo x > 0, entdo

a) Paraj = 1,...,N, seja T; o tempo passado até a aquisigio da j-ésima nova
figurinha, i.e.

Ti1=1 e T,=inf{i,X; ¢ {XT],,;]" <j}} (3.13)
Mostre que T; é finito quase certamente, para todo j < N.
b) Calcule a distribuigio conjunta de (T, Ty — Ty, ..., Ty — Tn—-1)-
c) Calcule a esperanca de Ty (o dia em que Marcelo completa seu dlbum).

Exercicio 3.1.8. Sejam X1, Xy, ... varidveis aleatdrias i.i.d. e defina o primeiro tempo
de récorde como

Supondo que X é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue, encontre
E(R).
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3.1.1 Desigualdade de Markov

Teorema 3.1.4. Se X > 0 P-q.c., entdio para todo x > 0,

PIX >x] < = (3.15)

Demonstragio. Sabemos que X > x1x> ., logo
E(X) > xE(Lx>y)) = xP[X > «], (3.16)
que termina a prova. O

O préximo exemplo serve muito bem para mostrar porque estamos interes-
sados em desigualdades como a do Teorema 3.1.4 acima.

Em vérios exemplos importantes, podemos ter dificuldade de calcular pro-
babilidades explicitamente. Nesses casos, poderiamos gastar nossas energias
tentando calculé-las a qualquer custo, ou podemos nos contentar em obter cotas
superiores e inferiores para as probabilidades nas quais estamos interessados.

Em vérios casos, a segunda estratégia tem uma grande vantagem sobre a pri-
meira, por possibilitar que estudemos problemas mais complexos (e consequen-
temente mais importantes/interessantes) e muitas vezes sem nos afastarmos da
realidade (em véarios exemplos as cotas superiores e inferiores sdo préximas o
suficiente para que ndo nos preocupemos).

Exemplo 3.1.9. Sejam n patos e m cagadores. Cada cagador escolhe um pato aleatorea
e uniformemente e atira (abatendo-o com probabilidade p). Seja X = #{patos vivos},
que pode ter uma distribuicdo complicada de calcular, mas

E(X) = E( i ]l[patoim-ve]) = i P[pato i vive]
i=1 i=1

= nP[pato 1 vive] = P( Fl] [cacador j ndo mata pato 1]) (3.17)

=1

= nP[cagador j nido mata pato 1|" = n( - g)

Observe que
a) acima obtivemos uma igqualdade e
b) [patoivive], i =1,...,n ndo sio independentes.

Finalmente estimamos (digamos para n par)

P[patos para o jantar < n/2] = P[X > n/2] < EX)
W - n/2 (3.18)
=22(1-F) < _
Zn(l n) < 2exp{ . }.
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3.1.2 Esperanca e independéncia
Proposigao 3.1.5. Sejam X e Y varidveis aleatdrias independentes e em L2, entdo
E(XY) = E(X)E(Y). (3.19)

Demonstragio. Obviamente o resultado acima é valido para fungdes indicadoras,
pois 141p = 14np. Por linearidade, o resultado também vale para fung¢des
simples e usando o Teorema da Convergéncia Monétona podemos extendé-lo
para fungoes positivas. Finalmente, decompomos X = X, —X_eY =Y, —Y_
e lembramos que ambas estdo em £? para concluir a prova. O

Exercicio 3.1.10. Mostre que E(XY), E(X/Y), E(X +Y)... dependem apenas da
distribuicdo de (X,Y) € R?.

Exercicio 3.1.11. Mostre que se X,Y € L', entdo também vale E(XY) = E(X)E(Y).

3.2 Variancia

Na se¢do anterior, limitamos P[X > a] usando E(X) (se X > 0). Esse método é
chamado de método do primeiro momento, de acordo com a seguinte

Definicdo 3.2.1. Dada uma varidvel aleatoria X, definimos o seu k-ésimo momento
como E(XX), parak =1,2,...

Entéo, por exemplo, se X € LK e X > 0, podemos estimar

E(XK)

P[X > x] =P[XF >k < —

para quaisquer k > 1. (3.20)

Observe que quando o k-ésimo momento de X é finito, a razdo acima decai mais
réapido quando x diverge.

Exercicio 3.2.1. Mostre uma formula andloga a da Proposigio 3.1.3.

Exercicio 3.2.2. Mostre que se a distribuicio de X tem densidade p e E(|f(X)|) < oo,
entdo

E(F(X)) = [ f(x)p(x)dx. (321)

Um caso bastante importante ocorre quando k = 2, por varias razdes que
descreveremos abaixo.

Digamos que estamos interessados em aproximar uma variavel aleatéria
por uma constante de forma a minimizar o erro da aproximagdo. Uma possivel
formulacdo desse problema é encontrar a de forma a minimizar

E((X—a)z) = E(X?) — 2aE(X) + a* (3.22)

Essa equagao obviamente possui um tinico minimo em a = E(X). Ao erro da
aproximagédo acima damos o nome de variancia
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Definic¢do 3.2.2. Dada uma varidvel aleatéria X € L2, definimos sua varidncia como
Var(X) = E((X - E(X))z) = E(X?) — E(X). (3.23)

Observe pelas defini¢des alternativas dadas acima que
a) Var(X) >0e
b) E(X?) > E(X)2.

Exercicio 3.2.3. Mostre que se X € L2, entiio Var(X) = 0 se e somente se X = a
quase certamente.

Obviamente
Var(aX) = E(a*X?) — E(aX)? = a* Var(X). (3.24)

Podemos alternativamente entender a varidncia da seguinte meneira. Sejam
X e Y varidveis aleatorias independentes em £ de mesma distribuicao. Entao,

E((X—Y)?) = E(X?) —2E(XY) + E(X?) = E(X?) — E(X)? = Var(X). (3.25)
Exercicio 3.2.4. Mostre que se X € L2, entdo Var(X + b) = Var(X).

Exercicio 3.2.5. Calcule Var(X) quando X tem distribuigdes Ber(p), U[0,1] ou
Exp(A).

A seguinte proposi¢cdo mostra que a variancia é uma maneira de estimar o
quanto uma varidvel aleatdria se desvia de sua média.

Proposigdo 3.2.3. Se X € L2 ea > 0, entdo

Var(X)

PIX ~ E(X)| > ] < —

(3.26)

Demonstracio. A desigualdade segue trivialmente da cota de Markov, ao obser-
varmos que

v

a) [X —E(X)| >0,
b) |X — E(X)| > aseesomentese |X — E(X)]? > a’e
) E(|X—E(X)?) = E((X — E(X))?) = Var(X),

mostrando a proposicao. O

Para varidveis aleatorias de média zero, a variancia nada mais é que E(X?),
ou em outras palavras || X||3, o quadrado de sua norma em £2. Isso nos motiva a
olhar mais de perto para o produto interno em £2, que se traduz a E(XY). Mas
para ndo nos restringirmos a varidveis de média zero, introduzimos a seguinte
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Definicio 3.2.4. Se X, Y sio varidveis em L£?, definimos
Cov(X,Y) = E((x —E(X)) (Y - E(Y))) = E(XY) - E(X)E(Y). (3.27)
Uma observacado importante é que
se X e Y em £? sdo independentes, entdao Cov(X,Y) = 0. (3.28)
Exercicio 3.2.6. Sejam Xy e Xy as coordenadas candnicas em R2. Jd vimos que
elas nio sdo independentes sob a distribuicido Ugi. Mostre que mesmo assim temos
Cov(X;,Xz) =0.

Uma outra propriedade bastante importante da varidncia é que ela se com-
porta bem com somas, no seguinte sentido

Proposicao 3.2.5. Se X, ..., Xy sdo varidveis em L2, entiio

n
Var(Xy +- -+ Xy) = ) Var(X;) + ) Cov(X;, X;). (3.29)
i=1 i#j

Em particular, se as varidveis X; forem independentes duas a duas, entdo
Var(X1+ -+ Xy) = i Var(X;). (3.30)
i=1
Demonstracdo. Basta fazer o tedioso desenvolvimento
wr(E3) =#((2x - #(2%)))
i i i
- E((ZZXZ'—E(X,»))Z) (331)
_ 'ilE(Xi CE(X))E(X — E(X))),
ij=

0 que termina a prova ao separarmos i = j de i # j. O
Exercicio 3.2.7. Calcule Var(X) quando X 4 Bin(n, p).

Exercicio 3.2.8. Calcule E(X) quando X 3 Geo(p).

Um dito popular muito comum no Brasil é que ndo devemos deixar todos os
“ovos no mesmo cesto”, o que nos remete a possibilidade de perdermos todos
eles caso o cesto caia. Uma outra maneira de pensar nas vantagens de se dividir
nossos riscos entre vérias fontes independentes de incerteza, vem da equagdo
(3.30), melhor explicada no exercicio abaixo.
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Exercicio 3.2.9. Imagine que X1, . .., Xy sdo varidveis i.i.d. , tomando valores em [0, 1]
e que temos um certo valor s € R4 que temos que guardar em n caixas (dividindo como
quisermos em s1, . .., Sp). Ao fim da semana, obteremos S =Y ; 5; X;.

Calcule E(S) e Var(S),

a) sesy =ses; =0paratodoi >2e
b) ses; = s/n para todo i.
Compare os resultados.

Exercicio 3.2.10. Calcule limy, .o F,(x) onde F, é a fungio de distribuicdo acumulada

de pX, com X, 2 Geo(p). Voceé reconhece esse limite?

3.3 Lei fraca dos grandes ntimeros

Nessa se¢do iremos mostrar um dos resultados mais importantes da Teoria da
Probabilidade. O que nossa intuigdo tem a nos dizer sobre a probabilidade de
obtermos um resultado em um dado é 1/6? Uma possivel explica¢do seria por
simetria, mas e o que podemos dizer no caso de um dado viciado?

Se dizemos a alguém que a probabilidade de obter 6 em um certo dado é
1/10, naturalmente a pessoa pode se perguntar como descobrimos isso. Um bom
jeito de obter tal medida seria jogar o dado vérias vezes independentemente e
calcular em qual proporgao dos ensaios ele retornou um seis.

O objetivo desta segdo é confirmar a validade desse experimento de maneira
quantitativa.

Teorema 3.3.1. Se X1, Xy, ... sdoiid.sem L% e definimos
Sn=Y_ X (3.32)
entdo para todo e > 0

lim PH% - E(Xl)’ > s] =0. (3.33)

n—o0

Ou seja, 57" — E(X1) em medida (que também chamamos de “em probabilidade”).

Demonstragio. Sabemos que

ﬁ—E(Xl)‘ >s} <

P
IF
pois E(S,/n) =1/nE(X; + -+ -+ X,) = E(X1).

Mas como Var(S,/n) = 1/n?Var(Xy + - - - + X)) = (n/n?) Var(X;), temos
o resultado. O

Var(32)

n
e 7

(3.34)
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Observe que nés apenas utilizamos que as varidveis X; eram independentes
duas a duas.

Além disso, obtivemos o seguinte resultado quantitativo que vale mesmo
para valores finitos de n:

Escélio 3.3.2. Se X1, Xo, ... sdoiidsem L2 e definimos S, = Y1 | X; como acima,
entdo, para todo e > 0 en > 1, temos

< Var(Xl).

PH%—E(Xl)’ >s} < (3.35)

en

Corolario 3.3.3. Se Ay, Ay, ... sdo eventos independentes dois a dois com P(A;) =

p € [0,1] para todo i, entdo

#Hi<mwe A}
n

lim PH

n—oo

- p’ > e} —0, (3.36)
ou em outras palavras a proporgio de ensaios onde o evento A; ocorre converge em
probabilidade para p.

Demonstragio. Basta tomar X; = 1 4, no Teorema 3.3.1. O

Exercicio 3.3.1. Sejam (X;);>1 varidveis i.i.d. com distribuicio Ber(p), p € [0,1].
Mostre que

N—oo

N
lim 1 Z XiXi1 = pz, em probabilidade. (3.37)
i=1

Exercicio 3.3.2. Sejam Xy,..., X, eYy,...,Y, varidveis independentes com distri-
buigdo Ber(p). Defina agora Z;; = X;Y;, parai,j € {1,...,n} e

a) calcule a esperanga de S, = % Yia X1 Zije

b) estime P[|S, — E(Sn)| > a] usando o método do sequndo momento. Como esse
resultado se compara com o caso em que 0s Z; ; sio i.i.d.?

Exercicio 3.3.3. Considere uma rua infinita com casas i € Z. Para todo i € Z, existia
uma rua entre as casas i e i + 1, mas apds uma grande tempestade essas ruas foram
danificadas. Mais precisamente, para cada i € Z, temos varidveis aleatérias X; que sio
i.i.d. com distribuigdo Ber(p), onde X; = 1 indica que o trecho da rua entre as casas
i e i+ 1 foi danificado e ndo pode ser utilizado. Defina, para i € Z, R; como sendo o
niimero de casas que continuaram acessiveis d casa i apds a tempestade. Por exemplo,
se X_peXo=1eX_1 =0, temos que a casa 0 somente pode acessar a casa —1, logo
Rg = 1. Nesse contexto,

a) Calcule a distribuicdo e a esperanga de Ry,

b) Use o método do sequndo momento para estimar a probabilidade

P[‘iiRi—E(RO)’ >a]. (3.38)
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CAPITULO 3. SOMAS DE VARIAVEIS INDEPENDENTES

Tépico: Contando tridangulos

Vimos como a Lei Fraca dos Grandes Ntimeros seguiu de uma estimativa de
segundo momento (mais precisamente usando a variancia).

Nessa se¢do iremos mostrar como esse método é mais geral, se aplicando
mesmo em situagdes onde as varidveis ndo sdo necessariamente independentes
duas a duas.

Seja V, = {1,...,n}comn >3e&, = {{x,y} C Vy;x # y}. Chamamos o
par (Vy,, €,) de grafo completo em n vértices.

Definimos em um certo espago de probabilidade Py, as varidveis aleato-
rias (Xe)ecg, de maneira i.i.d. com distribuigdo Ber(p), onde p € [0,1]. Essas
varidveis induzem um subgrafo aleatério (V;, £},), onde

& ={e€ X =1} (3.39)

Dizemos que os elos ¢, tais que X, = 1 sdo abertos.
Definimos nesse espaco a varidvel aleatoria

T, = #{triangulos em (V,,, &) }. (3.40)
Essa varidvel claramente pode ser escrita como

L= Y la,,., (3.41)

x,y,2€Vy, distintos

onde A, -1 = [{xy,z} formam um tridngulo em (Vy, &})].
Gostariamos de entender algo sobre a distribui¢do de T, e comegamos calcu-
lando

E"(Ty) = Y P (Afsyz1)

{x,y,z} distintos

— <n> P = n(n—1)(n-2) 2 (3.42)

3 6

Logo, P[T, > a] < n(n —1)(n — 2)p®/6a. Mais ainda,

E"(T2) = Y Yy P"(Afryzt N Ay )

x,y,z} distintos x',y' 7z} distintos
Y Y

B (Z) @ P <g> @ G) P+ (Z) @ (;‘) b @i (3.43)

todos distintos 1-comum 2 em comum iguais

Donde
Var"(T,) = 31—6116;76 - 31—6116]06 +cn’p® + ... < c(nPp® + n3p?), (3.44)
para todos p € [0,1] e n > 1 se escolhemos bem a constante ¢ > 0.
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Isso nos permite por exemplo estimar o que acontece em alguns regimes,

como por exemplo, se p = 1/2, entdo

EN(T,) = n(n— 1)8(71 - 2)’

que cresce como 73, e Var"(T,) < cn®, logo

Var™(Ty)

p" [
e2pn6 2n

T, — E”(Tn)’ > enﬂ <

71

c
S an

(3.45)

(3.46)
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3.4 Lei forte dos grandes ntimeros

Teorema 3.4.1 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Sejam X1, X», ... i.id.em Ll
com m = E(X7). Entdo,

lim — Z Xy = m, P-quase certamente. (3.47)

n—co 11 4

Antes de comecar a prova, buscando inspiracdo no Teorema das Trés Séries,
mostraremos que basta considerar versdes truncadas das variaveis X;. Isso é
feito no préximo

Lema 3.4.2. Sejam Y; = X1 x, <;- Entio, para demonstrar o Teorema 3.4.1, basta
provar que

lim — Z Y; = m, P-quase certamente. (3.48)

n—co 71 4

Prova do Lema 3.4.2. Consideramos os eventos A; = [X; # Y;]. Obviamente,
Y P(A) = L PIX| 2] < [ PlIX| = fldt = E(IX)) <. (3.9
i i

Logo, pelo Lema de Borel-Cantelli, temos que P-quase certamente A; acontece
apenas finitas vezes. Digamos que A; ndo acontece parai > N(w). Dessa forma,
para qualquer n > 1,

1& 1 L 1
B SYX-vi<o ©Ixi, (3.50)
i3 ni3 n i<N(w)
que converge para zero P-quase certamente, mostrando o resultado. O

O préximo passo para a prova da Lei Forte dos Grandes Ntimeros é cuidar
da esperanca das novas variaveis Y;.

Lema 3.4.3. Sejam Z; = Y; — E(Y;), para i > 1 como acima. Entdo, para demosntrar
o Teorema 3.4.1, basta mostrar que

lim — Z Z; = 0, P-quase certamente. (3.51)

n—oo 11 4

Demonstragio. Supondo a convergéncia em (3.51), sabemos que

nlglgo . 2 Y; — E(Y;) = 0, P-quase certamente. (3.52)

Mas E(Y;) = E(X1|x, <) que converge a E(X;) = m, pelo Teorema da Con-
vergéncia Dominada, donde concluimos que

lim — 2 E(Y, (3.53)

n—oo 11 4
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3.4. LEI FORTE DOS GRANDES NUMEROS

Dessa forma, obtemos que % 1 Y; converge quase certamente a 11, donde
concluimos a prova do Teorema 3.4.1 por meio do Lema 3.4.2. O

Gostariamos de utilizar os teoremas das séries para mostrar a convergéncia

e %En Z,, mas obviamente, o fator % que precede a soma nos impede de

fazé-lo. O préximo resultado é um simples exercicio de andlise real, que nos

permite reduzir a prova de (3.51) para uma simples convergéncia de uma série
sem pré-fatores.

Lema 3.4.4 (Lema de Kronecker). Suponha que x, € R e b, > 0 sejam tais que
by tooe) iy 3 - convirjaas € R. Entio

lim — Z x; = 0. (3.54)

n—soo b,, 4
ni=1

Demonstragido. Definindosy =0es;, = Z—} + -4 i—:, temos, por integracdo por
partes,

n
Y xi= Zb stl—stl 1—bsn+z bit1)s (3.55)
i=1 i=1

Escolhemos agora, para qualquer e > 0, um ny > 1 tal que |s, —s| < ¢ para
todo n > ny. Dessa forma,

1 M 1 n—1
szizsn_F Y (biy1 —by)
n =1 ni=1
1 no—1 1 n=l
=Sn — b Z (bit1—bi)si — b Z i+1 —
noi=1 n j=ny
_\/_/
A”O
1 — 1 n—1
= Sp — 2 i1 = bi)s — - Y (bipq —bi)(si —s),
~~ - ni=n,
—s \\/-/
—0
:7(%;?10)5 —s <e (bn;nbno) <e

onde os limites indicados acima representam o que acontece quando n — co. A
prova segue do fato de ¢ ter sido escolhido arbitrariamente. O

Estamos agora em posicado de finalizar a
Prova do Teorema 3.4.1. De acordo com o Lema de Kronecker e o Lema 3.4.3, é

suficiente mostrar que

7
) 71, converge quase certamente. (3.56)
i=1
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CAPITULO 3. SOMAS DE VARIAVEIS INDEPENDENTES

Por outro lado, como os Z;’s tem média zero, o Teorema de Uma Série diz que é
suficiente mostrar que

n Z n 1
Var (=*) =} - Var(Z; . 3.57
i;ar(i) i;iz ar(Z;) < oo (3.57)
Isso segue da seguinte estimativa

"1 no1 L 2
X% o Var(Z;) = Yy 7 Var(Yi) < )y gE(Xiﬂ[lxiléi])
1=

i=1 i=1

E(XPLp_1<|x,<h)

Il
—_

Il
™=
MN

-
Il
_

n
1
E(X{Lporix<n) 1o 7 (3.58)
k

|
=

1=

T
X

A
N
1=

1
FE(X 1 <n)

T
X

IA
N
1=

E(X1 L 1<|x,<k) < 2E(X1) < oo.

T
X

Isso nos permite concluir a prova de (3.51) via o Lema de Kronecker. Conse-
quentemente, obtemos o Teorema 3.4.1 via o Lema 3.4.3. O

Exercicio 3.4.1. Sejam Y} varidveis aleatorias independentes e com a seguinte distri-
buigio:

5— = =1 =-1
Pl =i] = {22 o set= ont ’ (3.59)
e sei=3.
Mostre que
1 n
P [f Yy converge a zero} =1 (3.60)
=}

Exercicio 3.4.2 (Depende de Topico: Urna de Pdlya). Mostre que sequndo a lei P
construida no Exercicio 2.10.9, vale que

n
p[i Z; X; converge] = 1. (3.61)
=

Além disso calcule a distribuicio do limite acima.

3.5 Lei{0,1} de Kolmogorov

Ao estudarmos o Lema de Borel-Cantelli, vimos que se os eventos (A;);>1 sdo
independentes entdo a probabilidade de [A; infinitas vezes| somente pode assu-
mir os valores zero ou um (dependendo da somabilidade de P(A;)). Nessa se¢do
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3.5. LEI {0,1} DE KOLMOGOROV

iremos estudar outros tipos de evento que assumem apenas esses dois valores.
Esperamos que esse fendmeno se torne intuitivo ao final dessa discusséo.

No que se segue, consideraremos um espago mensuravel () = x?°, E, com a
o-algebra candnica F, isto é a o-algebra gerada pelas coordenadas candnicas
(Xz');'iy

Definicdo 3.5.1. Dizemos que um evento A € JF é caudal se
A€o (X;i>n), paratodon > 1. (3.62)

Também introduzimos a classe F de tais eventos, que claramente é uma o-dlgebra,
pois pode ser escrita como

Foo= N o(X;i > n). (3.63)

Chamamos Fe de o-dlgebra caudal.

Vejamos que, dados A; € o(X;), i > 1, temos que [A; infinitas vezes| é
caudal. Para tanto, basta observar que para todo n > 1, temos que

[A; infinitas vezes] = [#{i > L,w € A;} = o] = [#H{i > n;w € A;} = ],
que obviamente pertence a (X;;i > n) para todon > 1.
Exercicio 3.5.1. Mostre que em Q) = R, sdo caudais os seguintes eventos
a) [X; converge],
b) [Ly ., X; converge] e
o [#{i>1,X; >0} <o
Podemos agora enunciar o pricipal teorema dessa segdo

Teorema 3.5.2 (Lei {0,1} de Kolmogorov). Se Q) = E, onde E é um espago
candnico, for provido de uma lei produto P = ®32, P;, entdo todo evento caudal tem
probabilidade 0 ou 1 sob P.

Quando uma c-dlgebra F satisfaz P(A) € {0,1} para todo A € F, dizemos
que F é trivial. Uma outra maneira de enunciar a conclusdo do teorema acima
é dizer que a o-dlgebra caudal F € trivial.

Demonstragio. A idéia da prova, apesar de soar um pouco estranha, é mostrar
que se A € Fw, entdo A é independente de si mesmo. Em outras palavras,
P(A) =P(ANA) = P(A)? donde P(A) € {0,1}. Mas vamos com calma.

Fixek > 1, A € Fo e B € 0(Xy,...,X)). Nesse caso, como o evento A
pertence a 0(Xy,1, Xk12,-- - ), temos que A e B sdo independentes. Fixe agora
A € Fw e considere a classe

Ba = {B € F; Béindependente de A}. (3.64)
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Ja sabemos que 0 (X3, ..., Xx) C By para todo k > 1.
Obviamente () é independente de A, assim como B® € B, sempre que
B € B4. Além disso, suponha que By, By, ... in B4 sdo disjuntos, entdo,
dis;j.

P((UB)NA) = P(UBNA) = Y P(BiNA) "™ P(A)P(UB).

i i

Logo B4 é um A-sistema.

Lembrando que B, contém o 7t-sistema (Jy 0(X7, . .., Xi), isto é dos eventos
cilindricos, temos que todos eventos sdo indepentes de A, inclusive o préprio A.
Isso termina a prova do teorema. O

Exercicio 3.5.2. Dizemos que uma probabilidade P no espaco produto () = X ,>1E
(com a o-dlgebra candnica) é fortemente misturadora se, para todo k > 1, temos

Jlim sup |P(ANB) —P(A)P(B)| =0, (3.65)

onde o supremo acima é tomado sobre A € 0(Xq,...,Xy) e B € 0(Xpu, Xys1,---)-
Mostre que nesse caso, a o-dlgebra dos eventos caudais é trivial.

Exercicio 3.5.3 (Depende de Tépico: Percolagido). Considere o grafo G = (Z?,E),
onde E = {{x,y}; |x — y|o = 1}. Dotamos agora o espago {0, 1} com a o-dlgebra A
gerada pelas projecdes canonicas Y, (w) = w(e), onde w € {0,1}F e e € E. Definimos
o conjunto A C {0,1}F por

_ [ gxiste uma sequéncia de distintos xg, x1, - - € Zz, } ' (3.66)
tais que e; = {x;,x; 11} € EeY,, = 1 paracadai >0
a) Mostre que A é mensurdvel com respeito a A.
b) Mostre que A é um evento caudal, ou seja
Ac [\ o(YesegK). (3.67)

KCE; finito

c¢) Conclua que P(A) € {0,1}.

Exercicio 3.5.4. Seja Q = EZ um espago produto infinito, dotado da o-dlgebra A
gerada pelas projegdes canonicas (X;);cz. Consideramos agora em (Q), A) a medida
produto P = P%Z, onde P é uma probabilidade fixada no espago polonéns (E, B(E)).

a) Mostre que para qualquer evento A € A e qualquer ¢ > 0, existeumk € Z e
um evento Ay € o (X, |i| < k) tais que P[(A\ Ag) U (Ax \ A)] <e.

b) Considere o shift 6 : QO — Q dado por 6(w)(i) = w(i — 1) e mostre que se
A =0(A), entdo P(A) € {0,1}.
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3.6. MOMENTOS EXPONENCIAIS

3.6 Momentos exponenciais

Nessa se¢do desenvolveremos uma outra técnica para estimar a probabilidade
de uma variavel aleatéria se desviar de sua esperanga.

Ja vimos o método do primeiro, segundo e quarto momento para controlar
uma soma de varidveis independentes. Um exemplo disso foi visto na estimativa

(%~ E(x)) > a] < EYHX),

=

P [ (3.68)

i=1

Em geral, quanto maior o momento, melhor a estimativa do decaimento
para a probabilidade de que uma varidvel se desvie de sua esperanca. Nessa
secdo iremos para momentos exponenciais, que em um certo sentido produzem
estimativas 6timas para o comportamento assintético da probabilidade de
desvio.

Note que se quisermos uma pequena probabilidade de erro (como por
exemplo ~ 0.01), o método do segundo momento é muito bom, como veremos
posteriormente. Mas se quisermos uma probabilidade de erro mintiscula (em
situacdes concretas, algo como 1072 por exemplo), certamente teremos que
aumentar bastante o valor de 1, mas quanto? As cotas de segundo momento
sdo muito ruins para esse tipo de estimativa, nos levando a escolher um n maior
que o necessdrio. Abaixo, desenvolveremos um método mais eficiente para
responder a essa pergunta, obviamente sob certas hipéteses na distribuicdo das
variaveis aleatodrias.

Definicdo 3.6.1. Dada uma varidvel aleatéria X, definimos sua transformada de
Laplace como

¢x(s) = E(eX) € (0,00], (3.69)

para todos s € R. Essa transformada também é chamada fun¢do geradora de mo-
mentos de X.

Exercicio 3.6.1. Calcule a fungio geradora de momentos das distribuiges Ber(p),
EXp(A) e u[O,l]'

Proposigio 3.6.2. Se E(e?lX1)

< oo, entdo
a) X € LP paratodo]l < p < oo,
b) ¢x(s) < coparatodos € (—4,0),
c) ¢px(s)éC®em (—=5,0)e
d) ¢\ (s) = E(X"esX).
A tltima conclusao da proposi¢do acima justifica a nomenclatura fungéo

geradora de momentos pois (pg(n ) (0) = E(X™).

77



CAPITULO 3. SOMAS DE VARIAVEIS INDEPENDENTES

Demonstragido. Obviamente, para todo p > 1 existe ¢ > 0 tal que x> clx|?,
donde X € LF. Além disso, para todo s € (—6,6), temos ¢x(s) = E(eX) <
E(e’X]) < oo, donde 2. segue imediatamente.

Fixando s € R, vamos agora calcular

Px(s+1) —px(s) _ E(MX—eX) E (esxehxi_l)' (3.70)

h N h h

Lembrando que | Ley —1)| < el¥l, para todo y € R, temos que para todos 0s

h<(6-1s])/2, 01ntegrando acima é dominado por | X [e(lsHMIX] < |X|e
que pertence a £!. Logo podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada
para trocar o limite # — 0 com a esperanga, obtendo

P (s) = E(XesX). (3.71)

Note que para todo e > 0 ek > 1, |x|¥ < c(k)etl, isso nos permite repetir o
argumento acima indutivamente para obter ¢) e d). O

Lembramos que ao usar o método do segundo momento, nos foi bastante
atil o fato que a varidncia se comporta bem com relacdo a somas independentes.
Mais precisamente, Var(Xj + - - - + Xj) = Var(Xj) + - - - + Var(Xj).

Uma outra propriedade importante da funcdo geradora de momentos é que
ela também se comporta bem com respeito & somas independentes.

Proposicdo 3.6.3. Se Xy, ..., X, sdo varidveis independentes com ¢x,(s) < co para
todoi < ke |s| < 9, entdo

PXy4-4x, (8) = ¢Px,(5) - - - Px, (s), para todos |s| < J. (3.72)
Demonstragio. Basta observar que

E(exp{s(Xi 4+ -+ Xp)}) = E(e¥%1 ... ¢5%x))
= E(e1) - E(e%) = ¢, (s) - - 9x, (),

usando Fubini. 0

(3.73)

Consideraremos agora uma sequéncia Xi, Xp,... de variaveis ii.d. com
¢x, (s) < copara |s| < é. Entdo podemos tentar estimar, paraa > Oe [s| < J,

P{X1+~~~—|—Xn

. —E(X) > a] = P[Xy+ o4 X > (a4 E(X))n)
_ P{es(XH_....;_Xn) > es(a-l—E(Xl))n}
< Py 4o, (8)e S ETEXDIN = g (5)es(@TEXi)n,

O primeiro fator na estimativa acima pode crescer exponencialmente com 1,
enquanto o segundo decresce. Gostariamos que o comportamento do segundo
predominasse, o que podemos concluir do seguinte argumento.
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Sabemos que ¢x, (s) é diferencidvel em zero e que ¢ (0) = E(X1). Logo,
existe s > 0 tal que ¢x, (s) < 1+ (E(X;) + 5)s, donde

p{w CE(Xy) > a] < gl (s)e sl EC
< (1+ (E(Xy) + g)s)"e—s(ﬂxl)w)n
< exp {S(E(X1 - g —E(Xy) - a)n)} = psan/2,

Isso nos garante um decaimento exponencial da probabilidade da média dos X;
se desviar da esperanca.

Exercicio 3.6.2. Aplique o método acima para varidveis X; i.i.d. com distribuicio
Ber(1/2) e encontre s(a) que otimize o decaimento da probabilidade Py} | X; >

(1/2 4 a)n].

Poderfamos nos perguntar se a cota acima é suficientemente boa. Talvez
pudéssemos esperar um decaimento ainda melhor que exponencial. Para res-
ponder a essa pergunta, vamos considerar o seguinte exemplo. Sejam (X;);>1
variaveis i.i.d. com X; ~; Ber(1/2). Nesse caso temos por exemplo

1

P|:’X1+"'+Xn 1

_1|2
n 2

|zPixi=1vi<n =2 @74
Dessa forma, sabemos que ndo podemos esperar um decaimento melhor que ex-
ponencial, mesmo para varidveis bem simples (como Bernoulli) que satisfazem
¢x(s) < coparatodos € R.

Note que para varidveis com distribui¢do Ber(1/2), obtivemos acima cotas
exponenciais em # (superior e inferior), mas elas possuem expoentes diferentes.
Resta agora tentar entender qual é o expoente correto para o decaimento da
probabilidade P[X; + - - - + X, > n(E(Xy) + a)], o que serd feito na proxima
segao.

3.7 Principio de Grandes Desvios

A primeira tarefa nossa serd otimizar a estimativa grosseira feita na secao
anterior. Essas estimativas sdo chamadas de estimativas de grandes desvios, pois se
referem a probabilidades que a média empirica de X; se desvie de sua esperanca
por um valor constante a. Futuramente no curso estudaremos as probabilidades
de que esse desvio seja de ordem a;,, — 0 que sdo chamados de desvios moderados
ou flutuagdes, dependendo se a probabilidade de desvio converge a zero ou néo.

Teorema 3.7.1 (Principio de Grandes Desvios - cota superior). Consideramos
varidveis aleatérias i.i.d. Xy, Xy, ... tais que ¢x, (s) < oo, para todo s € (—9,0).
Entdo, para a > 0,

P[Xi 4 -+ Xy > (m+a)n] < e ¥xi(mtom (3.75)
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ondem = E(Xy) e
¥x, (x) = sup {xs —log ((PXl (S)) } (3.76)

$>0

é chamada fungao taxa.

E importante observar que para estimar P[X; + - - - + X, < (m — a)n], basta
considerarmos XZ{ = —X; ao utilizar o teorema acima.

Demonstragio. Ja4 sabemos que, para todo s > 0,

P[Xi+ 4 X > (m+a)n] < g, (s)e o

= exp { log (¢x, (s))n —s(m+a)n} (3.77)
=exp { — ((m+a)s —log (¢x,(s)))n}
O que termina a prova do teorema se tomamos o infimo em s > 0. O

Exercicio 3.7.1. Calcule x(a) quando X é distribuida como Ber (p), Ujo 1) e Exp(A).

Exercicio 3.7.2. Na Nova Caledonia, temos k habitantes. Seja f : {1,...,k} — {0,1}
uma fungdo que indica a intengdo de voto de cada cidaddo. Mais precisamente, para
cada habitante i € {1,...,k}, se f(i) = 0, entdo i vota no candidato 0, enquanto se
f(i) = 1, 0 cidaddo i vota no candidato 1. Para estimar o niimero ki = #f~1({1}) de
pessoas que votam em 1, nds escolhemos varidveis aleatérias Y; i.i.d. com distribuicdo
uniforme em {1, ...,k} e queremos estimar

Errn(e) = p”% éf(Yi) - %‘ >e. (3.78)

Sabendo que k é par e ky = k/2, entido

a) use o método do segundo momento para obter um n tal que Err,(0.01) < 0.02 ¢
um n tal que Err, (0.01) < 10712,

b) use o método do momento exponencial para obter resolver o ftem acima.
Compare os quatro resultados obtidos acima.
Vamos agora tomar um exemplo concreto para andlise. Sejam Xj, X, ...

varidveis aleatdrias i.i.d. com distribuigdo Ber(1/2), donde

Px, (s) = %(1 +¢%) e ox, (x) =sup{xs —log(l+¢°) +1log(2)}. (3.79)
s>0

Um célculo simples nos mostra que, se x < 1, o minimo acima é atingido no
tnico ponto smax = log(1%5 ). Portanto, podemos concluir do Teorema 3.7.1 que

P[Xl + ‘e +Xn > 1/2+a] S e_lpxl(smax)n

= exp { - n(blog(b) + (1 —b)log(1—b) + log(Z)) } (3.80)
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3.7. PRINCIPIO DE GRANDES DESVIOS

Note que P[X; + -+ X, = n] = 27" = ¢~ 1082 — e ¥ 170" Isso nos da
um forte indicio de que talvez nossas cotas superiores ndo estejam tdo longe
de ser precisas. Para confirmar essa hipétese, precisamos obter cotas inferiores
parecidas.

Wx(b)
log(4) |
Px(b)
log(2)
log(4/3)
0 ;b 0 b

Figura 3.1: Fungoes taxa ¢x(b) de uma varidvel X com distribui¢do Ber(1/2), e
x (b) de uma varidvel com distribui¢do Ber(3/4), para b € (0,1).

Antes de buscar cotas inferiores para as probabilidades de desvio, vamos
estabelecer algumas propriedades da funcao ¢x(b). Primeiramente, quando
podemos dizer que o supremo na definicdo de ¢x é atingido em algum smax?
Certamente, esse nem sempre é o caso, por exemplo se X = m quase certamente,
entdo ¢x(s) = e e o supremo definindo ¢x(b) ndo é atingido se b # m.

Lema 3.7.2. Seja X uma varidvel aleatéria tal que px (s) < oo para todo s € (—9,9).
Supondo a > 0 é tal que P[X > m + a] > 0, entdo existe Syax > 0 tal que

x(m+a) = (m+ a)smax — 1og (Px (Smax) )- (3.81)

Demonstragio. Por hipétese, existe x > m + a tal que p = P[X > x| > 0, donde
¢x(s) > pes" %) Dessa forma, (m +a)s —log (px(s)) < (m-+a—x)s—log(p),
que converge a menos infinito quando s diverge. Isso, junto com a continuidade
de ¢x implica a existéncia do smax desejado. O

Lema 3.7.3. Seja X uma varidvel aleatéria tal que ¢x (s) < oo para todo s € (—9,9).
Entio o conjunto onde a fungio Yx (s) é finita é um intervalo, na qual Y é convexa e
portanto continua.

Demonstragio. Primeiramente, supomos que a < b sdo tais que ¢x(a) e Px(b)
sdo finitas. Logo, para todo ¢ € (a,b), temos que a funcdo linear cs é menor ou
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igual a as V bs, dai
¥x(c) = supies —log(¢x(s))} < sup{(as v bs) —log(¢x(s))}

< sup{as — log(¢x(s))} V sglg{bs —log(¢x(s))} < oo.

$>0

(3.82)

Para mostrar que §x é convexa, observe que Px(x) é dada pelo supremo (para
s > 0) das fungdes afins x — xs — Px(s). Como o supremo de fun¢des convexas
é também convexo, obtemos o enunciado do lemma. O

Exercicio 3.7.3. Suponha que se ¢px(s) € finita para todo s € (—6,0) e mostre que

a) na definigiio de Px (a), poderiamos tomar o infimo em todos s € R (ao invéz de
s > 0) sem mudar o valor de Px(a),

b) a fungio Px(s) é ndo negativa, semi-continua inferior e convexa em seu dominio
c) Px(a) se anula somente em a = 0 e Px € crescente no seu dominio.

Buscaremos agora cotas inferiores para a probabilidade de obter um grande
desvio. Gostariamos que essas estimativas fossem o mais préximas possiveis
das estimativas superiores obtidas acima. Certamente ndo podemos obter algo
como

“P[Xy+ -+ Xy > (m+a)n] > exp{—yx, (a)n}”, (3.83)

pois sendo isso nos daria uma igualdade o que é impossivel, pois perdemos um
pouco de precisdo ao utilizar a desigualdade de Markov na cota superior.

Contudo, gostariamos de entender se ao menos o expoente x, (a) na cota
superior também possui algum papel na cota inferior. Isso é confirmado no
seguinte resultado.

Teorema 3.7.4 (Principio de Grandes Desvios - cota inferior). Sejam X1, X», . ..
varidveis aleatorias i.i.d. com ¢x, (s) < oo, para todo s € R. Entio, para todo a > 0,

1
lim inf — logP[Xq+ -+ Xy > (m+a)n] > —ypx, (m+a), (3.84)

n—oo
onde novamente m = E(Xq) e ¢x, (x) é definida como no Teorema 3.7.1.

Note que o resultado do teorema acima é mais fraco que o que vemos
na equagao (3.83), mas mostra que x, (a) é realmente o expoente correto no
decaimento da probabilidade de grandes desvios.

Um corolério dos Teoremas 3.7.1 e 3.7.4 é o seguinte

Corolario 3.7.5. Se X1, X, ... varidveis aleatorias i.i.d. com ¢px, (s) < oo, para todo
s € R, entdo

lim 110gP[X1 + -+ Xy > (m+a)n] = —¢x, (m+a). (3.85)

n—oo 1
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A idéia da prova é transformar a distribuic¢do de X;, usando uma exponencial
como derivada de Radon-Nikodim. Essa nova distribui¢do possuira esperanca
maior que m + a, de forma que se tomamos a média de varidveis i.i.d. X{, o, X
distribuidas dessa forma, obteremos algo que se concentra acima de m + a.
Finalmente, o preco pago para que as varidveis X; se comportem como as
X] sera aproximadamente exp{ —x, (m + a)}, como desejado para nossa cota
inferior.

Demonstragdo. Primeiramente, consideraremos o caso P[X; < m +a] =1, que
se assemelha ao caso que analizamos acima (Ber(1/2) < 1). Nesse caso, temos

P[Xi+ + Xy > (m+a)n] = P[X; = m+a, paratodoi < n]
=P[Xy =m+a]".

Donde o limite acima é igual a log(P[X; = m + a]). Mas por outro lado,

—px,(m+a) = s1r21£ {log (E(e&XV))) — (m +a)s} = 511215 {log (E(esXi—m=m))1

i S(Xqp—m—a)\) _ —
< liminf log (E(e* )) =log (P[Xq = m+a]),

pelo Teorema da Convergéncia Dominada, demonstrando o teorema nesse caso
especial.

Suponhamos agora que P[X; > m +a] > 0, o que implica que para b >
m + a suficientemente proximo de m + a, temos P[X; > b] > 0. Observe que
basta mostrar que para todo b > a satisfazendo P[X; > b] > 0 e para todo
0 > 0, temos

w €(b-6b+0)]) = —yx,(b),  (386)

1
liminf — log (P [
noon
pois a fungdo Py, (x) é convexa, portanto continua.
Vamos definir uma nova distribui¢do v com derivada de Radon-Nikodim
dv 1

L 3.87
dPy,  Zo' (3.87)

Observamos primeiramente que o valor de ¢ ainda néo foi escolhido. Além
disso apds escolhido o, teremos que calcular a constante de normalizacdo Z, de
forma que v seja uma probabilidade.

Escolheremos ¢ > 0 como no Lema 3.7.2, isto ¢, tal que ¢y, (b) = bo —
log (¢x,(c)). Isso nos dd imediatamente que Z, = E[e“X1] = ¢x, (o) por
definigéo.

Por diferenciabilidade de ¢x,, 0 méximo deve ser assumido em um ponto
de derivada zero para a fungao ¥y, , ou seja

_ 4)3(1 (o) Prop. 3.6.2 E(Xe”X) B E(Xe‘TX) B
P E@N C ze /XV(dx)- (3.88)
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Isso implica que se uma varidvel aleatéria tem distribuicdo v, sua esperanca é b.
E possivel verificar que uma tal variével aleatéria X’ satisfaz obrigatoriamente
¢x(s) < oo para todo s > 0, donde X’ € LF para todo p > 1.

Como prometido, consideramos varidveis X{, Xé, ... 1i.d. com distribui¢ao
v. Pela lei fraca dos grandes ntimeros, para qualquer 6 > 0,

Xit+ 4%

i P[ =

(b-8b+0)| =1. (3.89)

Finalmente vamos relacionar essa probabilidade a probabilidade definida
em termos de X;, na qual estamos interessados.

n

X (X1 0 P)(dx;)

i=1

p[><1+~--+xnE
n

:z;;/
X

> Zlexp{—(b+6)on}P

(b—d,b+5)]:/

Xi;

1
n Zign X,'—b’ <0

7T % Q)X o P) (dx;)

1
7 Li<n Xi—b‘ <4 i1

ir

[ue(bw,bw)]

Tomando o logaritmo, dividindo por #n e tomando o liminf quando # vai a
infinito, recuperamos

NEE e (b 5,b40)]) > log(Ze) — (b +0)0

= log(¢x, (7)) — (b+8)0 = —yx, (o) — do.

lim % tog (P| (3.90)

Como isso vale para todo 6 > 0, provamos (3.86) o que conclui a prova do
teorema. O

Exercicio 3.7.4. Mostre o Teorema 3.7.4 no caso em que ¢x,(s) < oo, para todo
s € (—6,0).
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TOPICO: FUNCOES CARACTERISTICAS

Tépico: Fungdes caracteristicas !

Esta secdo trata da fungdo caracteristica de uma variavel aleatéria, que pode
ser vista como um andlogo complexo da trasformada de Laplace, ou também
como a transformada de Fourier de uma distribuicdo em R. Vamos estudar suas
principais propriedades e demonstrar que a funcdo caracteristicas determinam
unicamente a distribuicdo da varidvel aleatéria.

Defini¢do 3.7.6. Dada uma varidvel aleatéria X, a fungdo caracteristica de X, px :
R — C, é definida por .
Pox(t) =E(X), teR (3.91)

Vamos comegar estudando as propriedades basicas de ¢x.
Exercicio 3.7.5. Prove que a fungiio ¢px é absolutamente continua.
Exercicio 3.7.6. Suponha que E(|X|") < +oo. Prove que a fungio ¢px é n vezes
diferencidvel em t = 0 e que q?%?) (0) = i"E(X").
Exercicio 3.7.7. Se Xy, Xy, ..., X, sdo independentes e a1, ay, . ..,a, € R, entdo
Pay Xy +ar Xo 4 +anX, (1) = Px, (a18)Px, (azt) - - - px, (ant). (3.92)

Como vamos ver agora, a fungdo caracteristica nos permite recuperar a
distribui¢ao de X:

Exercicio 3.7.8. Use a sequinte igualdade

T sin(tz) 1 sez >0
i
lim dz=¢0 sez=0 (3.93)
T—+o0 Jo t
-1 sex <0

para provar que se a < b sdo pontos de continuidade da fungio de distribuicdo de X,
Fx, entdo

1
PO B = lim o [

T p—ith _ p—ita _
—  Px(t)dt. (3.94)
Conclua que a distribuicdo de X é determinada por ¢x.
O préximo exercicio consiste em calcular algumas fungdes caracteristicas.
Exercicio 3.7.9. Calcule as fungdes caracteristicas das sequintes distribuicdes:
i. X ~ Ber(p);
ii. X ~ Poisson(A);

iii. X ~ N(0,1). Dica: fixe z € R, calcule E(e?X) e use o Principio da continuagiio
analitica.

1Somos gratos a Rangel Baldasso por escrever essa sego.
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3.8 O Teorema Central do Limite

Até o presente momento, jd sabemos por exemplo que médias de varidveis
aleatérias i.i.d. , suficientemente regulares convergem para sua esperanca quase
certamente. Vamos fazer contudo um experimento para visualizar esse fend-
meno.

Nesse experimento, jogamos 100 moedas e contamos quantas caras obti-
vemos. Pelo que discutimos anteriormente, esperamos que esse nimero se
encontre por volta de 50, que é a esperanga desta soma de varidveis i.i.d. .
Vamos portanto repetir esse experimento mil vezes e observar quantas vezes
obtemos algo préximo de 50, veja Figura 3.2.

300 +
250 +
200 +
150 +
100 +

50 +

] ] ] Il Il il ]
T T T T T T T

10 20 30 40 50 60 70

Figura 3.2: Vdrios ensaios de uma varidvel Bin(100,0.5), pra ser mais preciso
1000 ensaios. Cada barra representa o niimero de ensaios que cairam no intervalo
determinado pela base da barra. Note que apesar dos experimentos se concentrarem
em torno da média, alguns se afastam um pouco (obviamente pois o experimento é
aleatério). Nessa se¢do estudaremos esses desvios espontaneos, que sdo chamados
de flutuacéoes.

Nosso objetivo nessa secdo serd obter qual é o tamanho tipico das flutuacdes
em torno da média dessa soma de varidveis aleatdrias. Ao contrario do que
fizemos ao estudar Grandes Desvios, nés agora estamos buscando flutuagdes
menores, que acontecem espontaneamente e ndo com baixa probabilidade.

Note também que apesar de observarmos uma aleatoriedade na Figura 3.2,
também notamos uma certa regularidade que muitas vezes é chamada de "forma
de sino’ no histograma apresentado.

3.8.1 A distribui¢ao normal

Comecaremos estudando qual poderia ser uma possivel forma limite para o
histograma da Figura 3.2.

Como uma primeira tentativa, suponha que ) ;° ; Z; possui uma certa distri-
buicdo u (veremos posteriormente que isso somente pode acontecer em casos
triviais). Mas se esse fosse o caso, poderiamos dividir a soma nos termos pares
eimpares X =} par Zi € Y = ) mpar Zi- Nesse caso terfamos X e Y indepen-
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dentes e também distribuidos como y (pois sdo dados por uma soma que tem a
mesma distribui¢do daquela que define y).

O seguinte lema mostra que isso somente pode acontecer na situagao trivial
em que y = &y.
Lema 3.8.1. Sejam X e Y varidveis aleatérias em L2, i.i.d. com distribuicio y. Nesse
caso, se X 4+ Y também tem distribuicio y, entdio y = &y.
Demonstragiio. Sabemos que

E(X+Y)=E(X)+E(Y)=2E(X)e (3.95)

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) = 2 Var(X). '

Mas como X + Y tem a mesma distribui¢do de X, entdo E(X) = 2E(X) e
Var(X) = 2Var(X), donde ambas sdo zero. Usando o método dos segundo
momento, para todo a > 0,

Var(X
PlIx| 2 o) < YO _ g, (3.96)
terminando a prova de que X = 0 quase certamente. O

A intui¢do dessa prova é que quando somamos duas varidveis ndo determi-
nisticas, a incerteza da soma (medida através da variancia) tende a aumentar.
Dessa forma ndo podemos obter a mesma distribui¢do apds a soma.

Mas existe uma maneira simples de tornar esse problema interessante nova-
mente. Digamos que X e Y pertencem a £? e sdo i.i.d. Entdo

X+Y X
Var (7) = 2 Var (ﬁ) = Var(X). (3.97)
Entdo podemos nos perguntar se

Questio 3.8.2. Existe alquma distribuigdo ndo trivial u em L2 tal que, se X e Y sio
independentes e distribuidas de acordo com u, temos

Pelo menos sabemos agora que a varidncia ndo se altera através dessa operagio.

Ou em outras palavras, queremos saber se existe algum ponto fixo para o
operador I' que toma uma distribui¢do y em R e retorna

rw = (252

Para tentar responder a essa questdo, vamos estudar mais a fundo qual é

a distribuigdo da soma de duas varidveis aleatérias independentes. Para isso,
considere a distribui¢do (X, Y) o P do par, que coincide com y & p, nos dando

P[X\EY < Z} =p@pu({(xy) 4 <z}). (3.100)

) o U (3.99)
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Note também que a transformagéo linear (x,y) — \% (x+y,x—y) éuma
rotagdo rigida em IR?, 0 que nos motiva a propor a pergunta mais simples.

Questio 3.8.3. Existe alquma distribuicdo ndo trivial u em L2 tal que, se X e Y sio
independentes e distribuidas de acordo com p, a distribuicdo do par (X,Y) é invariante
por rotacdes?

Ainda estamos numa busca nao rigorosa de tal distribui¢do, entdo vamos su-
por algumas outras propriedades, como por exemplo que y seja absolutamente
continua com respeito a Lebesgue, isto é du = f(x) dx. Nesse caso, jd vimos
que (X,Y) ~4 f(x)f(y) dx dy e no fundo estamos procurando uma fungao f tal
que

f(x)f(y) = h(x* +y?), paratodo x,y € Realgumah : Ry — Ry. (3.101)

Para trasformar o produto f(x)f(y) em uma soma, definimos g = logf e
k = log h e o que gostariamos que acontecesse é g(x) + g(y) = k(x> +y?). Como
ainda ndo estamos preocupados com unicidade de y e apenas com a existéncia,
ja podemos encontrar nossa resposta para nossa pergunta, escolhendo uma
funcio quadritica, tal como g(x) = ax? — B.

Mas temos ainda que cuidar para que f(x) = exp {ax* — B} seja uma
densidade, ou seja | fdx = 1. Para isso, precisamos que « seja negativo e,
fixado a, o valor de B ja estard determinado por normalizagdo. Tudo isso motiva
finalmente a seguinte definigdo.

Definicdo 3.8.4. Dizemos que X tem distibuicdo normal candnica, se

X ~y exp { —x?/2} dx. (3.102)

1
V27
Além disso, param € R e o > 0, dizemos que Y ~4 N (m, 0’2) se Y tem a mesma
distribuigio de o X + m, onde X tem distribuigio normal canénica N (0,1). Note que
N (m,0) = . Muitas vezes chamamos essa distribuicdo de gaussiana, obviamente
em homenagem a Gauss.

Vamos rapidamente observar que a defini¢do acima realmente descreve uma
distribui¢do de probabilidade, ou seja que a integral dessa densidade é um. Para
tanto, vamos usar um truque conhecido, que consiste em retornar ao plano.
Obviamente,

(/exp{—xz/Z}dx)2 ://exp{ — (x> +y?)/2} dxdy

27 poo (3.103)
2 25 = r?
= / / exp{—r"/2}rdrdd =" 2m.
o Jo
Donde a constante em (3.102) esta de fato correta.
Exercicio 3.8.1. Mostre que a distribuicio N (m,c?), tem densidade
exp { — (x —m)?/(20%)}. (3.104)

oV 21T
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Exercicio 3.8.2. Mostre que Y ~y4 N (m,c?) tem esperanga m e varidncia 2.

Para confirmar que de fato as distribui¢des normais se comportam bem com
respeito a somas independentes, apresentamos o seguinte resultado.

Proposigdo 3.8.5. Se X ~y N(m,0?) e Y ~4 N (1m,0?%) sio independentes, entio
X + Y tem distribuicio N'(m + m,c* + 0%). Em particular, yu é um ponto fixo do
operador I definido em (3.99).

Demonstragio. O caso em que ¢ ou & se anulam é trivial, portanto vamos consi-
derar que ambas sdo positivas. Nao é dificil ver que podemos também supor
que m = m = 0. Podemos entdo calcular

P[X+Y <a] = P[oW+5Z < a), (3.105)

onde W e Z sdo independentes com distribui¢do NV (0, 1). Assim, a probabilidade
acima pode ser escrita como

N(0,1)®/\/(0,1)({(w,z) € R% 0w+ 5z < a}). (3.106)
Agora aplicaremos a rotagdo rigida A : R — R? dada por

Alw,z) = (cw+0z,0w —0z). (3.107)

1
Vo?+ 02

Como sabemos que a densidade f de (W, Z) é invariante por A, ou seja
f oA = f, entdo podemos escrever (3.106) como

N(0,1) ®N(0,1)(A({(w,z) € R% 0w+ 5z < a}))
<

—N(O,l)@N(O,l)({(w,z);(ﬂl_H_Tzw a})

terminando a prova da proposigdo. O
Podemos obter um corolério interessante sobre a soma de normais i.i.d.

Corolério 3.8.6. Sejam X1, Xa, ... varidveis i.i.d. com distribuicio N (m,c?), entio
Xy 44 Xy ~g N(nm,no?). (3.108)

Como consequéncia
Z?:l Xi — TlE(Xl)

oVn

Lembrando da Lei dos Grandes Numeros, se dividimos a soma dos X; —
E(X;) por n, essa fragdo vai a zero quase certamente. O que concluimos acima é

~a N(0,1). (3.109)
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que ao dividir por /1 obtemos um limite no trivial (nem zero, nem infinito) e
aleatério (ndo deterministico).

Mais uma observacéo curiosa: nossa motivagdo para a defini¢do da distri-
bui¢do normal passou por invaridncia por rotagdes e podemos extender essa
invaridncia para n normais independentes. Note que somar as coordenadas
candnicas é equivalente a tomar o produdo escalar com o vetor (1,1,...,1), que
tem norma euclideana /7.

Uma outra maneira de entender o coroldrio acima é que a normal é um
ponto fixo da operagdo seguinte

a) tome uma distribuigdo y € £?,
b) considere Xy, ..., X, ii.d. com distribuicdo y e
¢) retorne a distribuigdo de

X1+"'+Xn—nE(X1)
Vn

. (3.110)

Na Questdo 3.8.2, nos perguntamos quais seriam os outros possiveis pontos
fixos de I e isso serd considerado depois. Mas uma outra questdo bastante
importante é se o ponto fixo N (0, 1) é atrator, ou seja se comegando com outras
distribui¢des poderiamos nos aproximar de A/(0,1) a medida que iteramos I'.

Isso é estudado no Teorema Central do Limite (TCL) que provaremos posteri-
ormente. Mas antes, precisamos desenvolver uma boa defini¢do de convergéncia
para distribuic¢des, ou em outras palavras definir uma topologia. Esse sera o
nosso proximo tépico.

3.8.2 Convergéncia fraca

Em muitos casos é importante termos bem definida uma nogao de convergéncia
de medidas de probabilidade. Supondo por exemplo no espaco mensuravel
(E, A), tenhamos uma sequéncia de probabilidades y, e gostariamos de saber
se ela converge a uma determinada p.

Um candidato natural para dara sentido a essa convergéncia poderia se a
distancia de variacgdo total entre duas medidas

dyr(p,v) = sup In(A) —v(A)|. (3.111)
S

Nao é dificil mostrar que a defini¢do acima induz uma métrica, mas ela possui
alguns problemas que descreveremos a seguir.

Exercicio 3.8.3. Mostre que dyr define uma métrica.

Exercicio 3.8.4. Sejam y e v absolutamente continuas com respeito a uma medida fixa
1, tendo densidades p e 7t respectivamente. Encontre uma formula para dyt(p,v) em
termos das densidades. Essa formula nos remete a qual distdncia entre fungoes?
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Digamos que o espago amostral E ji seja provido de uma métrica d e A seja
a o-algebra dos borelianos em E. Qualquer que seja a nogdo de convergéncia
que iremos considerar, gostariamos de dizer que Jy, converge a J, sempre que
xp — x em E. Esse porém nédo é o caso para dyr, pois se x,, # x para todo n e
{x} € A, teriamos

dvr(0x,,0x) 2 |6y, ({x}) = x({x})[ = [0 -1] = 1. (3.112)

Aqueles que ja viram o conceito de convergéncia fraca achardo natural que a
convergéncia de y;, para y seja definida em termos da convergéncia das integrais
J f duy para [ f du. Porém, como mencionamos no exemplo das medidas 6y,
acima, gostariamos também de a convergéncia respeitasse a topologia original
do espago E, o que torna natural o seguinte conceito.

Definigdo 3.8.7. Dizemos que uma sequéncia de medidas de probabilidade p,, converge
fracamente (ou converge em distribuicdo) para uma probabilidade y se

ILm /fdyn = /fdy, para toda f : E — R continua e limitada. (3.113)
n—oo

Essa convergéncia muitas vezes é denotada por y, = j.

Essa definigdo fica ainda mais natural para aqueles que conhecem o Teo-
rema da Representacdo de Riesz. Com isso em mente, podemos relacionar a
convergéncia em distribui¢do com a convergéncia fraca-x no espago de medidas
finitas.

Exercicio 3.8.5. Mostre que em (R, B(R)), temos que > Y7, 6;/, = Ujo,1)-

Exercicio 3.8.6. Considere a fungio ¢ do espago de medidas em ([0, 1], B([0,1])) nele
mesmo, dada por:

P(u)(A) = 3 ((34) + n(34 - 2)). (3.114)
Identifique o limite em distribuicio de ¢\ (8y). Mostre que
a) a fungdo de distribuigdo acumulada associada ao limite é continua,
b) o limite ndo é absolutamente continuo com respeito a medida de Lebesgue.

Exercicio 3.8.7. Sejam X1, Xy, ... i.id. distribuidas como Exp(1) e defina

M, = max X;. (3.115)

i=1,..n

Mostre que M, — log(n) converge fracamente e identifique o limite. Observe que nio
precisamos dividir M, — log(n) por nada para obter a convergéncia.

Noés algumas vezes denotamos X, = X quando X, e X sdo elementos
aleatérios de (Q), F, P) para descrever a convergéncia fraca de suas respectivas
distribui¢des. Mais precisamente, X;, o P = X o P.
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3.8.3 Convergéncia fraca em R

No caso especial em que E = R, temos vérios outras maneiras de caracterizar
convergéncia em distribui¢do. A primeira é dada pela seguinte

Proposigdo 3.8.8. Se [ gduy, converge para [ ¢ du para toda g € C3 limitada e com
as trés primeiras derivadas limitadas, entdo p, = .

Demonstracio. Primeiramente, vamos ver que podemos nos concentrar em um
conjunto compacto da reta.

Para isso fixe um ¢ > 0 e tome M’ tal que y([—M’, M']) > 1 —¢/3. Tomando
uma funcéo g satisfazendo as hipéteses do teorema e tal que

1-M, M| <g<1[-M —1,M +1], (3.116)

concluimos que
pn([-M' =1, M +1]) > 1—¢/2, (3.117)

para todo n suficientemente grande. Se tomamos M > M’ suficientemente
grande, podemos obter a cota acima para todo 1 (com M no lugarde M’ +1ee
no lugar de /2).

Fixamos agora uma f : R — R continua e limitada. Sabemos que é possivel
aproximar f por uma fungéo ¢ € C> de suporte compacto, com ||¢[|c < 2|/ €
|g — f| < &/ M uniformemente no intervalo [—M, M]. Essa g certamente satisfaz
as hipéteses do teorema.

Portanto,

[ faun— [ fan| <26t | [ ppn— [ pat
¢ M M
< 2¢[flleo + 372M + | '/_Mgdﬂn - ./_Mgdzi\

< 2¢||flloo + 26+ | [ gn — [ dp]

Como o tltimo termo converge a zero e ¢ foi escolhido arbitrariamente, isso
conclui a prova da proposicao. O
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3.84 O TCL para uma sequéncia i.i.d.

Teorema 3.8.9 (Teorema Central do Limite). Considere em (Q), F, P), uma sequén-
cia Xq,Xo, ... de varidveis aleatdrias i.i.d. em L£3. Nesse caso, se definimos m = E(X1)
e 0 = Var(Xy), temos

i1 (Xi —m)

ay/n

Demonstragio. Primeiramente, observe que podemos supor que m = 0, pois de
qualquer forma iremos subtrair a média da distribui¢do na qual nos interessa-
mos. Uma outra observagdo importante é que podemos supor ¢ = 1, pois no
caso geral de qualquer forma estamos somando X; /o no enunciado.

Como vimos na Proposi¢do 3.8.8, basta mostrar a convergéncia das integrais
de fungdes g € C3, que possuam todas as trés primeiras derivadas limitadas.
Considerando a funcédo

= N(0,1). (3.118)

X+ +x
O (x1, ..., xn) = g(#), (3.119)
nos basta provar a convergéncia das sequéncias de ntimeros reais
li}gn/(p”(Xl,. .., X,)dP = /g(S)N(O, 1)(ds). (3.120)

Vale lembrar que no Coroldrio 3.8.6 ja estabelecemos algo mais forte para
varidveis normais. Mais precisamente, suponha que extendemos nosso espaco
de probabilidade para (QY/, 7/, P’), onde exista uma sequéncia Y7,Y,,... de
varidveis aleatorias i.i.d. com distribui¢do N (0, 1) independente de X3, X», ...
Entdo, paratodon > 1,

/¢”(Y1, oY) dP = /g(s)N(O, 1)(ds), (3.121)

o que tornaria o limite em (3.120) trivial para tais varidveis. A nossa estratégia
serd aproximar ¢"(Xy,..., Xn) por ¢(Y1,...,Yys), e faremos isso trocando uma
variavel de cada vez.

Para entender o que acontece quando trocamos uma das varidveis X; por Y;,
temos que expandir g em série de poténcias, isto é, escrever

8(s) = g(s0) +8'(s0) (s = 50) + 8" (50) (5 = 50)* /2 + 75y (s = 50), ~ (3122)

onde rs,(h)/h® é limitada por M, uniformemente em h e sy em consequéncia
das nossas suposicoes sobre g.

Denotando z; = (y1,...,Yi—1,Xi,---%n), 20 == Y1, Yn—1,0, Xpi1, - - -, Xn)
es! =y1+- - +Yu_1+ X541 +... X, temos

0

R UCIRE (- T LS

F (—) (3.123)

Nz
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No6s propositalmente expandimos ¢" até ordem dois, pois X; e Y; possuem os
mesmos momentos de ordem um (m = 0) e dois (¢ = 1).

Integrando os dois lados da igualdade acima com respeito a Z; o P (de-
notamos como antes, Z; = (Yi,...,Yi_1,Xj,..., Xy) e Z¢, S analogamente),
teremos

/ ¢"(Z;) AP’ = / ¢"(29)dP’ + zlnvi+kf' (3.124)

onde as quantidades v e k, se escrevem como

o= [g" ()P e ki:/rSO/f(f) dr. (3.125)

Note que v; ndo depende de X; e que

3/2

UEIE SCSTE STE

As observagdes acima sdo o ponto mais importante da prova de que essa
aproximacdo funciona e uma outra maneira de coloca-las é a seguinte. Como
X; e Y; possuem os dois primeiros momentos iguais, os dois primeiros termos
de Taylor coincidem ap6s a integragdo (o primeiro se anula e o segundo é v;
tanto para X; quanto para Y;). O resto é de ordem muito pequena para influir
no limite.

De fato, se retiramos o termo Y; de Z; 1, fazendo a mesma expansio que
para X;, obtemos

— /2 E(IX3|). (3.126)

1
[ 6" Z)dP = [ 9"z dP + o4k, (3.127)

com o termo de ordem superior k/ sendo definido exatamente como k;, mas com
Y; no lugar de X;.
Estamos prontos agora para a computagao final

| [ X dP [ 56N (0,1)(ds)

o) dP — /¢ (Z,)dP'
<Z\/4’ )dpP' — /¢ ,HdP‘_ \k—k’|

< s (B P) + E(1P)),

que claramente converge a zero, provando o teorema. O

Corolario 3.8.10. A N'(0,1) é a unica distribuigiio p que possui esperanga zero,
varidncia 1 e é tal que se X, Y sdo i.i.d. com distribuicdo y, entdo (X +Y)/ /2 também
possuem distribuicdo y. Em outras palavras, N'(0,02), para ¢ > 0, sdo os tinicos
pontos fixos de T em L3.
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Demonstragio. Usando a invaridncia enunciada acima, temos que

X1+ + Xk "
AT TR
V2k

Mas pelo Teorema central do limite, a distribui¢do dessa combinagdo de X; deve
convergir a A/(0,1), logo temos u = N'(0,1). O

(3.128)

Vamos terminar essa se¢do com uma aplica¢do do teorema acima.

Exercicio 3.8.8. Digamos que jogamos 100 moedas honestas e independentes, como
foi proposto no inicio da se¢do, obtendo finalmente uma varidvel aleatéria Y ~y
Bin(100,1/2). Usando o Teorema Central do Limite, estime P[Y > 55] usando uma
aproximagio por uma N (0,1). Calcule numericamente o valor real desta probabilidade
e compare ambas as estimativas.
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Tépico: O Teorema de Portmanteau

O préximo resultado é bastante ttil para provar convergéncia fraca, pois nos
fornece uma colegdo de equivaléncias muitas vezes mais faceis de verificar.

Teorema 3.8.11 (Teorema de Portmanteau). Sejam (i ),>1 e u medidas de probabi-
lidade em (E, A). Sio equivalentes:

a) pn = i,
a’) [ fdun — [ fdpy, para toda f unifmormemente continua e limitada,
b) limsup,, yn(F) < u(F), para todo F C E fechado,
b’) liminf, p,(G) > u(G), para todo F C E aberto,
c) limy uy(A) = u(A), para todo A € A com u(9A) = 0.
Para memorizar o teorema acima, é conveniente lembrar dos dois exemplos:

i) sex, — xcomx, # x, F = {x} e G = B(x,0) \ {x} temos, para n
grande,

Hn(F) = u(G) =0 <1 = p(F) = un(G), (3.129)

ii) em (R, B(R)), seja pioy = 0y € popy1 = p = . Obviamente p, nao
converge fracamente a y.. Contudo, para todo A € B(R),

1irr}linfyn(A) < lirr}Zinf ton(A) =u(A)e

limsup pn(A) > limsup pp, (A) = u(A). (3.130)

Prova do Teorema 3.8.11. Obviamente, (a = a’), pois a’) somente supde a con-
vergéncia das integrais para fung¢des f que sejam uniformemente continuas,
portanto é um requisito mais fraco que a).

Observamos também que (b < b'). De fato, basta tomarmos complementos
e observar a mudanga nos sinais das desigualdades.

Entdo, para a prova do teorema, basta mostrar que (¢’ = b), (b+bV' =¢)e
(c=a).

Comegamos com (4’ = b) e para tanto, consideramos F C E fechado. Seja
0 > 0 e defina a funcdo f; : E — R dada por

B d(x,F)
f5(x) = max {1 -2 ,0}. (3.131)
Claramente, f é uniformemente continua e vale 1F < f; < 1B(F, ). Dessa de-
sigualdade, temos limsup,, 1, (F) < limsup,, [ fsdpu, = [ fsdu < u(B(F,9)).
Tomando agora o limite com 6 — 0, obtemos b) por continuidade da probabili-
dade p.

96



TOPICO: O TEOREMA DE PORTMANTEAU

Para mostrar (b + b’ = ¢), seja A € A tal que u(dA) = 0. Nesse caso,
sabemos que

< liminfyn(/i) < liminf u, (A),
n

0 que mostra o limite em c).

Finalmente, resta mostrar (¢ = a) e, para tanto, consideramos uma fungdo
f : E — R continua e limitada. Digamos, com || f |l = M.

Sabemos que os conjuntos {f~'({a})},cr sdo disjuntos, logo os conjuntos
f~1({a}) podem ter medida u positiva apenas para uma colecdo enumeravel
de valores a € IR. Obtemos assim uma colegdo finita by < by < - - - < by, tal que

bp < —Meb, > M, b,-H—biS(Se

u(f1({b;})) = O paratodoi < k. (3.132)

Figura 3.3: Uma fungédo continua e limitada f, os pontos b; e um conjunto A;.

Iremos aproximar f por uma fungdo da forma fs = }; b;1 4, onde os con-
juntos A; = f1([b;, b;;1)) sdo disjuntos. Obviamente f; < f < f; 4+, donde

liminf/f5 dp, < liminf/fdyn < limsup/fdyn < liminf/j% duy, + 6.

Mas como [ fsdpun = Y; bitin(A;), a prova estara concluida se mostrarmos que
tn(A;) — u(A;) para todo i < k. Isso segue de d), pois dA; C f~1({b;, b1 1}),
que tem medida zero. O

Exercicio 3.8.9. Lembrando que em (R, B(R)), temos 1 Y, 6/, = Ujo,1), use

o item d) do Teorema 3.8.11 para dar uma caracterizagdo dos conjuntos Riemann-
mensurdveis. Mais precisamente, encontre os A C R tais que % Y g 0i/n(A) converge
para a medida de Lebesgue de A.
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Capitulo 4

Esperanca condicional

4.1 Esperanca condicional

Como ja foi dito anteriormente, a estrutura de o-algebra tem um papel muito
importante em probabilidade. Durante o curso de Teoria da Medida, muitas
vezes o conceito de o-dlgebra parece uma tecnicalidade que simplesmente
dificulta nosso acesso ao contetido realmente interessante do curso. Em alguns
momentos, chegamos a desejar que tudo fosse mensurével e ndo tivéssemos
que nos preocupar com tais formalidades.

Contudo, no estudo que iniciaremos agora, nos restringiremos a o-algebras
menores de maneira proposital. Ficard claro em particular, que o estudo de
mensurabilidade ndo é uma mera tecnicalidade, mas sim uma ferramenta im-
portante.

Esse interesse, vem da necessidade de representar situagdes de “informagéo
incompleta”, onde podemos apenas observar uma parte da realidade. Isso
certamente é de suma importancia em diversas aplica¢des, desde a estatistica,
fisica e computagdo até a teoria de jogos. Vamos comegar com um exemplo
simples.

Suponha que Q) = IR? ¢ dotado da o-algebra de Borel e denotamos por X1, X»
as coordenadas canonicas. Como podemos representar matematicamente a afir-
macdo “uma pessoa somente conhece o valor de X; e ndo de X;”? Digamos por
exemplo que essa pessoa deverd tomar uma decisdo (por exemplo escolher um
elemento de E) baseando-se apenas nessa informacgéo incompleta. A maneira
que modelamos isso matematicamente é dizendo que a decisdo da pessoa deve
ser uma funcdo f : QO — E mensurdvel com respeito a o(Xj).

Nossa primeira utilizagdo desse conceito sera feita agora ao introduzirmos a
nogdo de esperaca condicional, que generaliza o conceito de esperanca. Relem-
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brando o célculo (3.22), n6s podemos pensar em E(X) como uma boa maneira
de aproximar X por um ntimero real. Isso por exemplo poderia ser 1til se ndo
temos nenhuma informagédo sobre o que ocorreu, mas ainda sim temos que
tentar adivinhar o valor de X. Mas vamos agora imaginar uma outra situacao,
onde temos um pouco de informagdo sobre o que ocorreu.

Voltando ao exemplo em que Q) = R?, digamos que nés podemos observar
o valor de Xj, mas gostarfamos de estimar o valor de X;. De acordo com o
que discutimos acima, nossa estimativa agora ndo precisa mais ser apenas um
numero real, podendo ser qualquer fun¢do mensurével com respeito a o (X ).

Vamos no que segue tornar esse discussao rigorosa, mas antes lembramos
um lema bésico de Teoria da Medida.

Lema 4.1.1. Se f, ' sdo fungdes mensurdveis tais que

/,4de = /Af’ du, paratodo A € F, (4.1)

entdo f = f' u-quase certamente.

Demonstragio. Aplicando a hipétese para A = [f > f'], vemos que

[ f-fdu=o, (4.2)

mas no conjunto A acima, o integrando é positivo. Portanto, f = f’, y-quase
certamente em A. Aplicando o mesmo raciocinio para [f < f'] obtemos que
f = f’ quase certamente. O

O lema acima nos diz que se soubermos integrar f em todos os eventos A,
entdo podemos recuperar a fungdo f propriamente dita. O que aconteceria se
soubéssemos integrar f apenas para eventos A em uma sub-c-algebra? E isso
que estudaremos a partir de agora.

Definigio 4.1.2. Seja uma varidvel aleatéria X € L'(P) e uma sub-o-dlgebra F' C F.
Dizemos que uma varidvel aleatéria Y é a esperanga condicional de X com respeito a F'
(ou a esperanga condicional de X dada F') se

a) Y é F'-mensurdvel e
b) E(X1,4)=E(Y1y) paratodo A € F'.

Nesse €Aaso, escrevemos
Y = E(X|F). (4.3)

Observe que faz sentido escrever E(Y|F') (w), pois E(X|F') é uma variével
aleatoria.

Interpretamos informalmente a defini¢do acima como “Y é a melhor apro-
ximagdo F'-mensuravel de X”. Ou Y é a melhor aproximagao que podermos
fazer de X se “conhecemos apenas F'”.
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Exemplo 4.1.1. Se F' = {@, O}, entdo Y = E(X) (uma varidvel aleatéria constante)
é esperanga condicional de X dado F', pois

a) Y é F'-mensurdvel (por ser constante). Além disso
b) E(X1z) =0=E(Yly)e E(X1n) = E(X) = E(YLg).

Uma propriedade muito importante que segue da Definigdo 4.1.2 é dada
pela seguinte

Proposicio 4.1.3. SeY satisfaz as a) e b) em Definicio 4.1.2, entdo Y € L1 (P).

Demonstragdo. Tomamos A = [Y > 0] e A’ = [Y < 0] que estdo em F' e
estimamos

/|Y|dP:/ YdP+/ YdP:/XdP+/ XdPg/\X|dp<oo (4.4)
A A’ A A’

O que mostra a proposicéo. O

Além caso trivial dado acima pelo Exemplo 4.1.1, quando podemos esperar
que existam esperangas condicionais?

Teorema 4.1.4. Dada X € L1 (P) e F' C F uma o-dlgebra, entdo existe a esperanga
condicional E(X|F"). Além disso ela é iinica P-quase certamente.

Demonstragido. Vamos primeiro mostrar a unicidade quase certa. Para isso,
supomos que existam Y e Y’ satisfazendo as condigdes da Definigéo 4.1.2 (logo
em L!). ITremos proceder como no Lema 4.1.1 acima, definindo A = [Y > Y],
donde concluimos que

E((Y = Y')1,4) = E(Y14) — E(Y'14) = 0. (4.5)

Mas como Y > Y’ em A, vemos que Y < Y’ quase certamtente. A prova da
unicidade pode ser completa trocando os papéis de Y e Y’ acima.
Vamos agora para a prova da existéncia. Como X € L!(P), podemos

introduzir
#(A) = E(X1,), (4.6)

que define uma medida com sinal em (), F), com variagdo total finita.

Caso o leitor ndo se sinta familiarizado com o conceito de medida com sinal,
podera decompor X em partes positiva e negativa e proceguir sem problemas.

Um passo importante da prova é observar que y também define uma medida
no espago (), 7). Estamos portanto propositalmente restringindo nossa o-
algebra. Como P(A) = 0 implica que p(A) = 0, temos que y < P e podemos
aplicar o Teorema de Radon-Nikodim para obter uma derivada Y : (O — R tal
que

a) Y é F'-mensurével e

b) u(A) = [, YdP.
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Agora é s6 observar que as afirmagdes acima correspondem as condi¢des da
Definigado 4.1.2. O

Observe que a condigdo de F'-mensurabilidade é essencial para a unicidade.
De fato, X obviamente satisfaz a segunda condicdo da Defini¢do 4.1.2, mas ndo
necessariamente a primeira.

Exercicio 4.1.2. Mostre que se X € F', entdo E(X|F') = X quase certamente.

Exercicio 4.1.3. Seja P a probabilidade uniforme em {(x1,x) € [0,1]%x; > x2}.
Calcule E(Xp|X7).

4.2 Propriedades basicas da esperanca condicional

Nessa secao justificaremos, em certa medida, a nomenclatura “esperanga con-
dicional”. Faremos isso mostrando que ela satisfaz varias propriedades que ja
conhecemos para a esperanga tradicional.

Mas como podemos mostrar propriedades simples tais como a linearidade
da esperancga condicional? Vamos comegar com um exemplo

Proposicao 4.2.1. Se X, X' € L1(P), entio
E(X+ X'|F") = E(X|F") + E(X'|F'), P-quase certamente. 4.7)
Note que a igualdade acima é uma igualdade entre varidveis aleatérias.

Demonstragio. Sabemos que Y = E(X|F') + E(X'|F’) é uma variavel aleatoria
bem definida. Mais do que isso, sabemos que ela é uma candidata muito boa
a E(X + X'|F"). Logo, por unicidade da esperanga condicional, basta verificar
que Y satisfaz as condigdes da Defini¢do 4.1.2 com respeito a X + X’. De fato

a) Y é F'-mensuravel, por ser uma soma de duas varidveis F’'-mensuréveis e
b) por linearidade da esperanca (ndo da esperanca condicional), temos
E(Y1,) = E(E(X|F)1a + E(X'|F)14)
= E(E(X|F")14) + E(E(X"|F')14) (4.8)
=E(X14)+E(X'14) = E((X+X")1,).
Isso termina a prova do proposigdo. O

Exercicio 4.2.1. Dados X € L' e w € R, mostre que E(aX|F') = aE(X|F').

Uma outra propriedade bem simples da esperanca condicional é a monoto-
nicidade.

Lema4.2.2. Se X > X' em L!(P), entio
E(X|F') > E(X'|F"), P-quase certamente. (4.9)

Em particular, se X > 0, entdo E(X|F') > 0 quase certamente.
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Demonstragio. Seja A = [E(X'|F') — E(X|F') > 0], que pertence a F'. Entdo
0 < E((E(X'|F') —E(X|F')1a) =E((X' = X)14) <0, (4.10)
o que implica que P(A) = 0. 0O
Proposicio 4.2.3. Se X, ZX € LY(P), com Z € F', temos
E(XZ|F') = ZE(X|F") P-quase certamente. (4.11)

Em particular, E(aX|F') = aE(X|F'), para todo « € R. Uma outra consequéncia
interessante é que ZE(X|F') estard automaticamente em L.

De maneira bastante informal, vamos dar uma intui¢do para o resultado
acima. Ao considerarmos a esperanca condicional dada F’, n6s ja conhece-
mos as varidveis aleatérias F'-mensuréveis, portanto elas se comportam como
constantes.

Demonstragdo. Mais uma vez, basta verificar que ZE(X|F”) satisfaz as condigdes
que definem a esperanga condicional. A primeira é trivial, pois ZE(X|F’) é
F'-mensurével por ser um produto de fungdes F’'-mensuraveis.

Para provar a segunda condi¢do, comegamos com o caso Z = 1p, implicando

que B € 7/, donde
E(ZE(X|F)1,) = E(E(X|F)Lang) = E(X14np) = E(ZX1,).

Por linearidade, j4 sabemos que o resultado vale para fun¢des Z simples e gos-
tarfamos de extender para quaisquer Z positivas via Teorema da Convergéncia
Monétona. Um problema aqui é que mesmo que Z seja positiva, ndo sabemos
se E(X|F’) também sera positiva.

Portanto, trataremos primeiramente do caso X > 0. Para tais X, sabemos
pelo Lema 4.2.2 que E(X|F") > 0 quase certamente. Dai, podemos concluir que
ZE(X|F') = E(ZX|F') para toda Z > 0, podemos aproxima-la por baixo por
Z,, simples e, pelo Teorema da Convergéncia Monétona,

E(ZE(x|F)) ™! lim E(Z,E(X|F"))

TCM

(4.12)
= LmE(E(Z,X|F")) =" E(E(ZX|F")).

O que mostra o resultado sempre que X > 0.
Além disso, pela Proposicao 4.1.3, sabemos que ZE(X|F') € L. Podemos
finalmente concluir a prova por linearidade decompondo X = X, — X_. O

O proximo resultado tenta corroborar nossa afirmagdo que a esperanca
condicional é uma boa maneira de aproximar uma varidvel aleatéria.

Lema4.24. Se X € L%(P) e F' C F, entdo E(X|F') é a projegio ortogonal de X no
espaco vetorial Hyr. Onde Hy = {Y € L2;Y é F'-mensurdvel}.
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Demonstragio. Temos que verificar que X — E(X|F") é ortogonal a Hzr. Ou seja,
mostrar que para todo Z € Hz, temos

E(XZ — E(X|F)Z) = 0. (4.13)

Note que ndo é claro que essa esperancga faz sentido, pois ndo sabemos que
ZE(X|F') € L. Mas isso segue facilmente da Proposigio 4.2.3.

Mas E(E(X|F')Z) = ZE(E(X|F')1q) = ZE(X1q), provando o resultado.

O

Vimos acima uma metodologia que se repete frequentemente. Digamos
que queremos provar que uma determinada expressdo nos da a esperanca
condicional de algo. Podemos comecar provando esse resultado para fungoes
indicadoras, depois para fungdes simples usando a linearidade provada acima.

Porém ainda falta um ingrediente bastante importante para construir ou
verificar que determinadas varidveis sdo esperangas condicionais.

Teorema 4.2.5 (Convergéncia Monétona para Esperancas Condicionais). Se as
varidveis X, satisfazem X,, T X e estdo todas em £l (P), entdo

lim E(X,|F') = E(X|F). (4.14)
Demonstragio do Teorema 4.2.5. Sabemos que E(X,.1|F’) > E(X,|F’), donde
concluimos que E(X,|F’) 1 Y. Vamos demosntrar que Y = E(X|F’).
a) Por ser um limite de fun¢des F' mensuraveis, Y é F/'-mensuravel.
b) Dado A € F/, temos
. ! TCM ;. /
E(Y1,4) = EmE(Xy|F)1a) = hignE(E(XnU: )14)
n

= HmE(X,14) "2 E(X1,).
n

(4.15)

O que termina a prova do teorema. O

No que segue, muitas vezes escreveremos E(X|Z) para representar a espe-
ranga condicional E(X|o(Z)).

Exercicio 4.2.2. Sejam Xy e X; as coordenadas candnicas em R x E e definimos a
probabilidade dP = p(x,y) dpq dpa, onde p : R x E — Ry é uma densidade. Dé
sentido a expressdo abaixo e mostre que eld é E(X1|Xp):

X d
J xp(x, Xa)p (dx) (4.16)
J p(x, X2)p (dx)
Exercicio 4.2.3. Seja E enumerdvel com uma o-dlgebra F'. Mostre que
F'=0(A;,i>1), com A; C E disjuntos. (4.17)
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Suponha que todos conjuntos A; tem probabilidade positiva e mostre que

E(X|F') =Y E(X)14, (4.18)

onde E' é a esperanga com respeito i probabilidade P(-|A;). Em breve extenderemos
esse tipo de resultado a espagos quaisquer.

Uma outra propriedade que a esperanga condicional herda da integral é a

Proposigio 4.2.6 (Desigualdade de Jensen). Se ¢ : R — R é convexa, X, ¢(X) €
L1(P), entdo
9(E(XIF)) < E(@(X)1F). (419)

Demonstragio. Se ¢ for uma funcéo linear, o resultado segue da linearidade que
jé provamos para a esperanga condicional. Além disso, se temos uma fungéo
¢ : R — R linear e tal que (x) < ¢(x) para todo x € R, entdo

E(¢p(X)|F) > E(p(X)|F') = p(E(X|F")). (4.20)

Tomamos finalmente o supremo em todas as ¢ lineares com ¢ < ¢ dos dois
lados da desigualdade acima, obtendo

E(¢(X)1F) 2 sup p(E(X|F")) = ¢(E(X|F")), (4.21)
<
1/Jllljﬁépar
terminando a prova da proposigdo. O

Corolério 4.2.7. Se X € L1(P), entdo |E(X|F")| < E(|X||F").

Uma outra propriedade interessante da esperanga condicional diz respeito a
sua relagdo com independéncia.

Proposigdo 4.2.8. Se X € L1(P) é independente de F', entiio
E(X|F") = E(X) P-quase certamente. (4.22)

Demonstragio. Fungdes constantes sdo sempre mensurdveis. Além disso, se
A € F', entdo
E(X14) = E(X)P(A) = E(E(X)14), (4.23)

concluindo a prova. O

Terminamos essa se¢do com o que chamamos da propriedade de torre da
esperanca condicional.

Proposicdo 4.2.9. Se F' C F" sdo ambas sub-o-dlgebras de F, entio para X €
LY(P), temos

E(E(X|F")|F") = E(X|F") = E(E(X|F")|F"), (4.24)

ou em outras palavras, independentemente da ordem, prevalece a condigdo na menor
o-dlgebra. Consequentemente, E(E(X|F")) = E(X).
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Demonstragdo. Como E(X|F') é F"-mensuravel, a Proposicdo 4.2.3, aplicada
com X = 1, mostra a primeira igualdade em (4.24).

Falta mostrar que E(E(X|F")|F’) é a esperanca condicional de X dada
F'. Obviamente ela é F’'-mensurével, e nos resta verificar a segunda condigao.
Mas para todo A € F/, lembrando que A também pertence a 7 e usando a
defini¢do de esperanca condicional duas vezes,

E(E(E(X|]—“”)}F’)]1A) = E(E(X|F')1,) = E(X1,). (4.25)

O que termina a prova da proposicéo. O

Lema4.2.10. Se X : Q) — E éum elemento aleatérioe f : Q) — R é o(X)-mensurdvel,
entdo existe uma g : E — R mensurdvel tal que f = go X.

Demonstragio. Como de costume, consideramos primeiramente o caso f = 14
Claramente A tem que pertencer a o(X), ouseja A = X~ !(B) paraalgum B € A.
Neste caso colocamos ¢ = 15, donde obtemos f(w) =1 w € A & X(w) €
B&s goX =1

No caso em que f é simples, temos f =} ; a;(g; 0 X) = (Y;a;¢;) o X. Se f é
positiva, entdo ela é um limite crescente de fungdes do tipo g, o X, além disso
podemos tomar g, crescentes, pois

fur1 = far1 V fu = (@10 X) V (gn 0 X) = (gn V gnt1) 0 X. (4.26)
Finalmente usamos a linearidade da composi¢do novamente para resolver o
casogeral f = f — f_. O

Se X : Q) — E é elemento aleatério, entdo E(Y|c (X)) é obviamente o(X)-
mensuréavel. Pelo lema anterior, E(Y|0 (X)) = go X para alguma g : E — R.
Nesse caso denotamos

E(Y|X = x) = g(x). (4.27)

Exercicio 4.2.4. Mostre que g é iinica X o P-quase certamente.

Gostariamos de dizer que E(Y|X = x) satisfaz alguma propriedade que
justifique essa notagdo. Apesar de que apenas na proxima se¢do poderemos jus-
tificar completamente essa nomenclatura, nesse momento ja podemos mostrar
a seguinte relacédo

E(Y) = E(E(Y|X)) = E(E(Y|X = x) 0 X) = /‘E(Y|X — x)(X o P)(dx).

Em outras palavras, para integrar Y, basta conhecermos a distribuigdo de X e a
esperanca condicional de Y, dado que X = x.

Exercicio 4.2.5. Sejam X e Y as coordenadas candnicas em Eq x Ep, com a probabili-
dade P = 1 @ pp e seja f : Ey x Ey — R em L(P). Mostre que

E(fIX =) = [ flxy)ma(dy). (@.28)
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Exercicio 4.2.6. Se K é um niicleo de transigio entre E1 e R e Py é uma probabilidade
em Eq, mostre que em Py x K temos

E(X3| X = x1) = / x2K(x1,dxz). (4.29)

Um outro resultado bastante importante é o seguinte

Teorema 4.2.11 (Teorema da Convergéncia Dominada para Esperancas Condici-
onais). Se X, — X eexiste Y € L(P) tal que | X,| <Y para todo n, entio

E(Xu|F) — E(X|F) P-quase certamente. (4.30)

Demonstragdo. Seja Z, = supy-.,, | X — X| o erro maximo a partir de n. Clara-
mente, Z, | 0 quase certamente e além disso

| Zn| < sup |Xi| +|X]| <2V, (4.31)
k>1
donde E(Z,) — E(0) = 0, quase certamente pelo Teorema da Convergéncia
Dominada.

Obviamente E(Z,|F) é uma sequéncia positiva e ndo-crescente, logo de-
cresce quase certamtente para algum Z. Da,

|E(Xu| F) — E(X|F)| < E(Za|lF) L Z > 0. (4.32)
Mas E(Z) < E(E(Zu|F)) = E(Z,). Como E(Z,) vai a zero pelo Teorema da

Convergéncia Dominada, temos que Z = 0 quase certamente como gostarfamos.
O

Exercicio 4.2.7. Sejam Z1,Z,, . . . varidveis aleatérias i.i.d. em L1 (P) com E(Z1) = 0.
a) Defina Xg =0e

n
Xn =Y Zparan > 1. (4.33)
i=1

Mostre que E(Xy11|Z1, ..., Zyn) = Xn.
b) Supondo agora que Z1 € L>(P) e E(Z) = 0, defina Yo =0e

Y, = (f Zi>2 — nE(Z3) (4.34)
i=1

Mostre que E(Yy41|Z1, ..., Zn) = Y.
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4.3 Probabilidade Condicional Regular

J& sabemos definir por exemplo E(14|X = x). Gostariamos porém de garantir
que essa expressdo definisse uma probabilidade em A, e chamariamos essa
probabilidade de P(A|X = x). Mas certamente gostariamos que P(:|X = x)
fosse uma funcdo o-aditiva. Essa especulagdo parece promissora, por exemplo
se A e B sdo disjuntos,

P(AUB|F') = E(1aup|F') = E(14|F") + E(1g|F") = P(A|F") + P(B|F").

Otimo, mas ainda temos o seguinte problema.

Lembramos que a equagdo acima estd bem definida apenas quase certamente.
Poderiamos portanto garantir que para uma classe enumerével de conjuntos
A € F, essa aditividade fosse satisfeita. Porém, a o-dlgebra F é frequentemente
ndo enumeravel, portanto ndo conseguimos a c-aditividade plena. Isso pode ser
contornado se o espago for candnico, como afirma o nosso préximo resultado.

Ele nos ajudara bastante ao fazermos célculos usando condicionais, de ma-
neira semelhante a Lei da Probabilidade Total. Esse é o contetido do seguinte
resultado.

Teorema 4.3.1 (Teorema da Desintegragdo). Sejam espagos mensurdveis (Q), F) e
(E, A), com E candnico. Se P é uma probabilidade no espago produto () X E, F ® A)
e denotamos por P = P o X1 a primeira distribuicdo marginal de P, entdo existe um
niicleo de transigio K : Q3 x A — [0, 1] satisfazendo

P =Py «K, (4.35)

Em particular,
P(Ax B) = / K(w, B)Pn(dw) para todo A € F, B € A. (4.36)
JA

Nesse caso denotamos K(w, B) por P[X, € B|X1 = w] (como de costume X; denota a
i-ésima coordenada candnica).

Demonstragido. Como de costume, basta resolver o caso (E, A) = (R, B(R)). De
fato, se assumimos a validade do teorema para a reta, podemos usar a fungao
bi-mensuravel ¢ : E — B € B(IR) para concluir o caso geral.

Nos restringiremos agora ao espaco () x R, F ® B(RR), P). Paracada g € Q,
definimos P, : F — [0,1] por

PL(A) = P((—c0,q] x A). (4.37)

Observando que Pg) é absolutamente continua com respeito a Pp, podemos
definir .

dP,
—82(w).
dPq

Observamos as seguintes propriedades de F:

Flw,q) = (4.38)
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a) para cada q € Q, F(,q) € [0,1], Po-quase certamente, pois P{(A)
Po(A) paratodo A € F,

IN

b) paragq < q' € Q, F(-,q) < F(-,q'), Po-quase certamente, pois P} (A) <
Pg(A) paratodo A € Fe

c) F(-,n) — 1 (analogamente F(-,—n) — 0) quando # tende a infinito,
Pq-quase certamente. Para ver isso, note que a sequéncia de variaveis
aleatérias F(-,n) é quase certamente monétona nado decrescente, logo
converge Pn-quase certamente. Sendo limitada, converge em £! e como
sua integral em P converge para um, F(-,n) — 1, quase certamente
(analogamente para F(-, —n)).

Existe pois um conjunto Q' € F com Pn(Q)’) = 1 no qual as trés hip6teses
acima sao satisfeitas. Definimos F(w,q) como sendo igual a F(w,q) em ()’ e
igual a Fy(q) (uma fungdo de distribuicdo fixa) caso contrario (que claramente
sera mensuravel). Finalmente podemos definir F(w,x) = infcqq x F(w,q),
que satisfaz para todo w as hipéteses do Teorema 2.3.4. Logo, existe para cada
w € OQumamedida K(w, -) em (R, B(R)) satisfazendo K(w, (—c0,g]) = F(w, q)
Pn-quase certamente.

Precisamos mostrar que K é um ntcleo, e para isso basta observar que
F(w, q) sdo mensuraveis e a familia {(—c0, g];q € Q} forma um 7-sistema que
gera B(R).

Finalmente, vamos verificar (4.36), notando que se A € F e B = (—00,4],
/' K(w, B)Pny(dw) = / F(w,q)Pa(dw) = PL(A) = P(Ax B).  (4.39)
Ja JA
Como a classe B é um r-sistema gerando B(IR) terminamos a prova. O

Interpretamos P[X, € B|X; = w] da seguinte forma. Se alguém tiver acesso
a o-dlgebra 0(X7), ou seja, essa pessoa é capaz de observar o valor de w, ela
pode ndo saber o valor de X;, mas ja pode atualizar sua distribui¢do para
P(Xz S '|X1 = w)

Uma das grandes vantagens de ter um niicleo de transi¢do a determinar
uma distribui¢do conjunta, como foi feito acima, é que podemos usar a versdao
generalizada de Fubini. Antes, nés somente podiamos usar Fubini para espagos
construidos através de um ntcleo.

Exercicio 4.3.1. Se () = E; X E; com Ej candnico é dotado da probabilidade dP =
p(x1,x2)p1 @ pa(dxg dxy), mostre que

_ fA p(x1,x2)p2(dxy)
[ p(xr, x2)pa(dxp)

P(X, € A|X; = x7) (4.40)

(X1 o P)-quase certamtente.
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Exercicio 4.3.2. Sejam X; e Xy as projegdes candnicas em um espago produto Q) X E,
com E candnico. Entdo, se Xy e Xy sio independentes com respeito a P, vale

P[X, € B|X; = w] = P[X; € B| para (Xy o P)-quase todo w. (4.41)

Exercicio 4.3.3. Considere em (IR?, B(IR?)) as projecdes candnicas Xy e Xo. Calcule,
em cada um dos exemplos abaixo, a probabilidade condicional reqular P[X; € -| X, =
3|, justificando sua resposta,

a) Quando P é a medida uniforme em T = {(x,y) € [0,1)%x < y} (ou seja, a
medida de Lebesgue em R restrita a T e normalizada para ser uma probabilidade).

b) Quando P é a medida Ug (uniforme em S').

4.4 Principio da substituicao

O Teorema 4.3.1 é bastante poderoso e nos permite definir e calcular diversas
probabilidades, como faremos a seguir. Nessa se¢do construiremos nossa tltima
versdo de probabilidade condicional regular que ndo se restringe a espagos
produtos e nos fornecerd o que chamamos de Principio da Substituicao.

Teorema 4.4.1. Sejam (Q), F,P) e (E, A) espagos mensurdveis candnicos. Considere
também X : Q) — E um elemento aleatdrio, entdo existe um niicleo de transicio K de E
a Q) tal que

K(X(w), F) = E[1f|X], para todo F € F. (4.42)

Também denotamos esse niicleo como K(x, F) = P[F|X = x|, que é tinico no sentido
que se K’ também satisfaz (4.42), entiio K(x, F) = K'(x, F) para (X o P)-quase todo
x €L

Além disso vale o que chamamos de Principio da Substituicdo:

K(x,[X=x]) =1, X o P-quase certamente. (4.43)
Que pode ser dito de maneira estranha: P[X = x|X = x| = 1, quase certamente.
Demonstragio. Defina o elemento aleatério W : QO — E x ), dado por W(w) =
(X(w),w), que percorre o gréfico de X (representado horizontalmente). Observe
que a medida Py := W o P possui marginais (X; o Py) = (XoP)e (Xpo0

Py ) = P. Como Py satisfaz as condi¢gdes do Teorema 4.3.1, existe um nucleo
K:ExF —[0,1] tal que paratodo A € A, F € F,

Pw(A x F) = /A K(x, F) Py (dx). (4.44)

Fixado F € F, K(X(w), F) é obviamente ¢(X) mensuravel, por ser uma com-
posicdo de uma funcdo mensurdvel em E com X. Logo, para provar (4.42),
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Figura 4.1: O grafico do elemento aleatério X representado horizontalmente. Os
pontos marcados no eixo vertical representam o conjunto [X = x] que possui
medida um segundo P - | X = x] de acordo com o Teorema 4.4.1

basta mostrar a segunda propriedade de esperancas condicionais. Se B € 0(X),
podemos escrever B = [X € A] para algum A € A, donde

E[K(X,F)1p] = E[K(X,F)l[xca)] = /A K(x, F)Px(dx) (4.45)

= Pw(A x F) = E[lxealF] = E[1p1f],

concluindo a prova de (4.42).
Para mostrarmos o Principio da Substituicdo, vamos usar o seguinte lema.

Lema 4.4.2. Se X : () — E é um elemento aleatédio tomando valores em um espago
E canénico, entdo seu grifico G = {(w, X(w)); w € Q} é mensurdvel na o-dlgebra
produto F ® A.

Demonstragio. Primeiramente, consideramos o caso (E, A) = (R, B(R)). Neste
caso, vemos que

G=[)UXe(/2nG+1)/2"]x (/2" (j+11)/2"], (4.46)
n>1jeZ

que é mensurdvel.

Caso E seja outro espago candnico qualquer, existe ¢ : E — B € B(R)
bi-mensurdvel e G = ®1(Gyox), onde Ggox € o grafico de p o X e P(w, x) =
(w, $(x)). Logo G também é mensuravel nesse caso. O

Retornando a prova de (4.43), ja sabemos que G’ = {(X(w),w);w € O} é
mensuravel. Além disso, por defini¢do Py (G') = P[(X(w),w) € G'] = P(Q) =
1, ou seja a medida Py tem suporte em G'.
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Logo podemos escrever
1= Pw(G) ://16, %, @)K(x,dw) (X o P)(dx)
- / K(x )(X o P)(dx).

Mas como o integrado acima pertence a [0, 1], essa integral s6 pode ser um se
K(x, [X = x]) =1, (X o P)-quase certamente, como desejado. O

(4.47)

Exercicio 4.4.1. Sejam X : O — EeY : Q — E' elementos aleatérios com E candnico.
Entdo existe um niicleo de transicdo K entre E e E' tal que

K(X(w),B) = E[lycp|X], paratodo B € A'. (4.48)
Poderiamos chamar esse niicleo de K(x, B) = P[Y € B|X = x|.
Exercicio 4.4.2. Mostre que se K(x, F) = P[F|X = x|, entdo

/ F(w)K(X(w),de’) = E(f|X)(w), para toda f € F. (4.49)

Exercicio 4.4.3. Se Y ¢é varidvel aleatéria e X : Q) — E é um elemento aleatério
candnico, mostre que

E(Y|X) = /yP(Y € dy|X =)o X, Pqec. (4.50)
Vamos agora mostrar uma aplicagdo do que foi feito acima, tentando justifi-
car o nome Principio da Substituicao.

Lema 4.4.3. Se X,Y sdo varidveis aleatdrias independentes, entdo a fungdo de distri-
buicdo acumulada F de X +Y é dada por

F(z) = P[X+Y <z] = / Fy(z — x)(X 0 P)(dx), (4.51)

onde Fy(y) = P[Y <y|.

Esse lema pode ser visto como uma generalizacdo do Exercicio 2.5.15 para o
caso ndo absolutamente continuo. Vale a pena tentar diferenciar (ndo rigorosa-
mente) a equacdo acima em z.

Demonstragdo. Vamos calcular

PIX+Y <Z]

E(E(jx1y<y|X))
E(E X+Y<Z|X)
E(PX+Y <z[X =) 0X)

(4.52)

(
E(PX+Y<Z X =x|X = )ox)
(

E(Ply <z—x|X = ]oX),
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onde P[Y + X < z|X = -] representa a fungdo x — P[Y + X < z|X = x].

Agora vamos usar a hipétese que X e Y sdo independentes. Isso equivale a
dizer que a distribuigdo conjunta desse par é igual a Px ® Py e pela unicidade
da probabilidade condicional regular temos que P[Y € F|X = x| = P[Y € F],
(X o P)-quase certamente, veja Exercicio 4.3.2. Portanto,

PIX+Y <z]=E(P[Y <z—]0X) :/ Fy(z— x)(XoP)(dx), (4.53)
terminando a prova do lema. O
Exercicio 4.4.4. Considere as medidas

0_1+9
po=EN e =N O, (4.54)

eK: R x B(R) — [0, 1] dada por

Ha(A—x), sex <0,

4.55
up(A—x), sex >0, (4:55)

K(x,A) = {

Mostre que
a) K define um niicleo de transicdo entre R em IR.

b) Se X1, X», ... for uma cadeia de Markov em R com niicleo de transicdo K, entdo
calcule
i) E(X;), paratodoi > 1e
ii) Var(X;), para todoi > 1.
iii) Mostre que

LoaXi Ly (0,1). (4.56)
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Tépico: Processos de Poisson em R

Nessa secdo aplicaremos o conceito de Probabilidade Condicional Regular e do
Principio da Substituigdo para estudarmos um importante processo de chegadas
chamado Processo de Poisson.

O Tenente Boavista estd encarregado de vigiar o Sargento Pimenta, que
frequentemente dorme durante sua vigilia. Para isso, Boavista tem que decidir
0s momentos fq,tp,--- € R que ele ird verificar se Pimenta est4 cochilando.
Uma primeira estratégia poderia ser tomar intervalos igualmente espagados,
t1 = 1,...,tx = k, mas o Sargento certamente iria dormir nos intevalos (k +
e,k +1— ¢) sem se preocupar.

Dado esse problema, o Tenente decide escolher tempos aleatérios Ty, Tp, . . .
Mas é importante lembrar que nédo sdo todas as distribui¢des que funcionarao
bem, por exemplo se Ty, — Ty._1 > a quase certamente o Sargento ird se aproveitar
desse intervalinho.

A primeira simplificagdo que o Tenente imagina para esse problema é a
seguinte: dado que houve uma vistoria no instante t;, entdo o que acontecera
a partir dai serd o mesmo processo com o qual ele comecou. Isso pode ser
traduzido de maneira rigorosa como

P[(Tk+1 — tk, Theo — te,o..) € AT = tk] = P[(Tl, Tr,...) € A], (4.57)

Ty o P-quase certamente. Ndo iremos entrar muito em detalhes sobre qual
é essa esperanca condicional, pois no momento ainda estamos trabalhando
heuristicamente, mas ja podemos dizer que:

P[Tl c A, I, —T € Az] = E[]lﬂeA]P[TZ —T € A2|T1 = tl] OTl]

4.57
“2) E[14,e4,P[Ty € Ay]] = P[Ty € A1]P[T; € Ay).

(4.58)

Procedendo de maneira anéloga, podemos concluir que (Ty, T, — Ty, T3 — T, . . . )
sdo uma colegdo i.i.d. . Agora o Tenente Boavista somente precisa escolher a
distribuicéo de T;.

Para essa escolha, ele sabe que se ele ndo chegar em tempo f, entdo o Sargento
Pimenta sabe que sua proxima chegada tera distribuicdo P[Ty —t € A|T; > t].
Como o Tenente Boavista gostaria que essa essa informacao fosse inttil para o
Sargento Pimenta, ele escolhera

P[T, —t € ATy > t] = P[Ty € A]. (4.59)

E sabemos que as distribui¢des Exp(A), para A > 0 satisfazem isso, portanto ja
temos um candidato ao nosso processo de vistorias, mas antes vamos introduzir
algumas notagdes.

Ja podemos perceber por (4.58) que mais importante que os tempos Ty, serdo
os intervalos entre visitas Xj = Ty — Ty_1.
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TOPICO: PROCESSOS DE POISSON EM R

Seja D([0,00)) o espago de todas as fungdes cadlag em IN, ou seja
D([0,00)) = {f : Ry — N : f é continua a direita e com limite a esquerda}.

Definiremos I' : RN — D([0,0)) da seguinte forma: dados (x1, x2,...) € RN,
sejal(x1,...) = N, tal que

n
Ni = max{n; ) _x; < t}, (4.60)
i=1

que conta quantas visitas ocorreram antes de ¢, veja Figura 4.2.

Figura 4.2: A funcido N; definindo o ntimero de chegadas do Processo de pontos de
Poisson. Note que N é cadlag.

Poderiamos nos perguntar qual é a c-dlgebra que estamos considerando
no espaco D([O, oo)), essa é uma interessante questdo que deve ser abordada
em estudos mais profundos desse espago. Mas por enquanto seréd suficiente
considerarmos a c-dlgebra induzida pelo mapa I' (a maior que ainda o deixa
mensuravel).

Estamos prontos agora pra definir o nosso processo.

Definigdo 4.4.4. Fixado A > 0, definimos um Processo de Poisson em R com pardmetro
A como a lei Py em D([0,00)), dada por T o Exp(A)®N. Ou em outras palavras,
o0 processo de contagem de chegadas N;, no qual os intervalos entre chegadas sio
independentes e distribuidos como Exp(A).

Lembramos que como de costume definimos X1, X, ... como sendo as pro-
jecoes candnicas em RN onde definimos Exp(A)®N. Como esses representam
os intervalos entre chegadas, definimos também

k
Ty = Y X;, parak > 1. (4.61)
i=1
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Podemos agora enunciar o primeiro lema, que nos fornece a distribuigao do
ntmero de chegadas em um dado tempo t > 0.

Lema4.4.5. Se A > 0et > 0, entdo N; ~; Poisson(At) sob P,.

Demonstragdo. Vamos primeiramente ver que
Py[N; = 0] = Py[X; > t] = e M, (4.62)

que coincide com o caso poissoniano.

Para verificar o caso arbitrério [N; = k|, utilizaremos indugdo e os resultados
de esperancga condicional regular que vimos anteriormente. Primeiro, observe
que se x1 > s, entdo

[(x1,x0,...)(r—s)=T(xy —s,x2,...)(r). (4.63)
Logo,

PA[Nt =k] = Pp[Xg <t,T(Xp, X3,...)(t = X1) =k —1]

= By L < PAlT (X, X, ) (E— Xa) =k — 1\X1]}
Subst- | | :nxlgtm[r(xz, Xs,.. )(t—x1) =k—1|X; = x1] 0 Xl]
"R [1x, < (Poisson(A(t — 1)) ({k —1})) 0 X4

(A= X)) MR

= Erllxs (k—1)!
¢ o k=1 ,—A (=) k,—At k
_ [ e e
0 (k—1)! k—1)k
como queriamos demonstrar. O
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Um outro resultado importante sobre esses processos se relaciona ao fato
de reiniciar o sistema em tempo ¢t > 0. Isso é feito com o seguinte mapa
6; : D([0,00)) — D([0,00)), que leva N em

0:(N)(s) = Ns4t — Np. (4.64)
Exercicio 4.4.5. Mostre que o mapa 0 é mensurduvel.

Lema 4.4.6. Fixe A,t > 0 e seja N um processo de Poisson de taxa A. Entdo, para
k € Z1 e A mensurdvel,

]P/\[Nt:k,GtONGA] :]P)L[Nt:k]lp/\[NEA] (4.65)

Em particular, isso mostra que a distribui¢cdo do processo de Poisson N é
invariante pelo mapa 6;.

Demonstracdo. Comecamos reescrevendo o evento e condicionando em T como
abaixo

lP/\[Nt:k,GtoNeA]
=P,[T < t, Txs1 > t,0i0N € Al
= Ep[17,<¢Ep[Xgi1 >t —t,0; 0 N € A|Ty = t] o Ty]

=, [1Tk§t]E/\ (X1 >t =t T( X1 — (= t), Xer2, Xz, o) € A[Ty =ti] o Tk}/
que, usando que X; sdo independentes e Xj | ndo tem sem memoria, é igual a

=E\ [1Tkgt]1’/\ [Xip1 >t = k| Ty =t o Tk] PA[N € A]
= ]P)L[Nt = t]]P/\[N € A],
terminando a prova do lema. O

Como corolario do lema acima, podemos deduzir que um processo de
Poisson possui incrementos independentes. Mais precisamente,

Coroldrio 4.4.7. Seja N um Processo de Poisson N com taxa A > 0. Considerando
também tempos 0 =t < t; < - < tj, e inteiros kq, . .. ,kj > ( temos

]PA [Ntl = kl,...,th — th—l = k]} = ]P)\[Ntl = kl] o ~]P)L[th7tj71 = k]]

Demonstragdo. Basta observar que
[Nt = Niy, .., Nig = Ng 4] = [Niy—ty, ..o, Njy—ty = Nty -1y 0 0y (4.66)
e aplicar o lema para obter
P [Ny, = ky,. /Ny, = Ni = ki
=P)[Ny, = k1]PA[N—;, = ko, ... Njj—ty — Ntj_1 —t = kj.

Repetindo essa operagdo iterativamente, obtemos o resultado desejado. O
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CAPITULO 4. ESPERANCA CONDICIONAL

Ty,..., Ty under P4 £ (4.67)

Xy =1t %=1t —t,..., X =t —tq

1
tk _ —A —A —Axy ,—A(t—t
pp (tl,,tk) = 10§t1§-~§tk§t m/\e xl)\e X2 .. .e xke ( k)
k! _ k!
= lo<t<<y<t WME M= Tpep <<h<t 7
(4.68)
Note que ndo depende de A.
Considere varidveis uniformes Uy, . .., Uy no intervalo [0, ¢]
tk 1
p (U, - i) =g, aeelod 7 (4.69)
Seja Uy < - -+ < Uy a versdo ordenada das U;’s.
~ ~ .C.
(Ul, '/uk) 1< Z (ugl,...,ugk)logu‘rlg...gugkgt (4.70)
o perm. de {1,..., k}
Entao,
~tk 1 bk .
P = lo<a <-.<m<t I Z o (fey, ., o)
operm. de{1,...,k}
P (4.71)

k!
= lo<iy < <iy<t "
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Capitulo 5

Solucoes de exercicios

Solugdo de 3.3.3 Primeiramente, vamos ver qual é a distribuigdo de Ry. Vamos
escrever Rg = Eg 4+ Dy, onde Ey é o nimero de casas acessiveis a esquerda e
Dy a direita. Note que Eg e Dy sdo independentes e identicamente distribuidas,
com

P[Dg=1=P[X; =1,X; =0parai=0,...,1 —1] = p(1—p)". (5.1)

Podemos agora calcular

M»

k
PRo=k =Y PDo=1LE =k-1] =Y p*(1-p)=pk(1-p). (52
1=0

0

Além disso,

IP[Dy = 1] = 2p i 11-p) = 20=p) _ 0 53)
0 1=0 p

e

E(Ro) = 2E(Do) =

O que resolve o primeiro item.

A grande dificuldade do segundo item é que as varidveis R; ndo sdo inde-
pendentes, veja por exemplo que P[Ryp = 0,R; = 2, Ry = 0] = 0. Nesse caso,
o método do segundo momento deve ser feito com atengdo. Chamando de
Sn =Y.' 4 R;, temos

Var(S,)

5 (5.4)

pH%sn - E(RO)’ > a] <
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mas a varidncia da soma néo se torna a soma das varidncias. De fato

Var(S,) = E( i 2) = i iE«Ri—E(Ri))(Rj_E(Rj)))

i=1 i=1j=1
n o n n—1
=YY Cov(R;,R;j) = nVar(Rg) +2 ) (n —k)Cov(Ry, Ry).
i=1j=1 k=1

(5.5)

Aqui ja temos metade da estimativa resolvida, mas ainda falta obter uma esti-
mativa explicita.

Entdo precisamos estimar superiormente Cov(R;, R;) = Cov(Ro, R;_1). Po-
demos calcular essa quantidade explicitamente, mas vamos evitar contas chatas
fazendo uma estimativa do tipo

Cov(Rg, Ry) < cexp{—c’k}, para todo k > 1. (5.6)
O que nos daria que
n—1
Var(S,) < nVar(Ro) +2 Y (n—k)cexp{—c'k} < "n. (5.7)
k=1

Donde a probabilidade que queriamos estimar é no méximo c/a%1, como no
caso independente.

Para obter a prometida cota para a covariancia, observe que podemos truncar
Dy e Ej para obter independéncia. Definindo

Ry = Eg+ (Do A |k/2]) e Ry = D+ (Ex A |k/2)), (5.8)

temos que Ry e Ry sdo independentes (pois dependem de elos disjuntos). Dai

Cov(Rg, Ry) = E(RgRy) — m?
= E(RoRy) + E(RoRkMRo £ Ro] U [Re # Ry]) — m?
< E(Rg)* — m* + E((Eq + Do) (Ex + Di)1[Rg # Ro] U [Rg # Ry])
< E((Eo +k + Dg)*L[Ro # Ro] U [Ry # Ry])
= E((Eo +k+ Dg)*) P([Ro # Ro] U [Re # Ry])

< (2E(E3) +K* + 2kE(Eq) + E(Ep)?) -2 P[Rg # Ro|
C

< k2(1 p)“‘/zJ < cexp{—c'k}.
(5.9)

Finalizando a cota para a covariancia.
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