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1 Espacos de probabilidade uniforme

1.1 Probabilidade em termos de conjuntos e fungoes

Considere o seguinte experimento: uma caixa contém 4 bolas vermelhas, 6
bolas azuis e 10 bolas verdes. Escolhemos uma bola aleatoriamente. Qual é
a probabilidade de essa bola ser vermelha? Aprendemos na escola que isso
deveria ser o nimero de bolas vermelhas sobre o niimero total de bolas, ou seja,
% = 0.2 = 20%, e isso é de fato verdade sob certas suposi¢oes. Para entender
as suposicoes que implicitamente fazemos ao realizar esse calculo, fazemos as

seguintes perguntas:

¢ O que é uma probabilidade como objeto matematico?
¢ Que outras perguntas poderiamos fazer sem alterar o experimento?
o A resposta seria a mesma se algumas bolas fossem mais dificeis de segurar

(por exemplo, se tivessem tamanhos diferentes)?

Observe que quando perguntamos sobre uma probabilidade, precisamos
determinar o evento cuja probabilidade nos interessa - enquanto a probabilidade
de um evento especifico (por exemplo, 'a bola é vermelha’) é um ntmero no
intervalo de [0, 1], a probabilidade em si é um mapeamento que associa a cada

evento um ndmero.

H& trés possiveis resultados para este experimento: vermelho, azul e verde.
Chamamos o conjunto de todos os resultados possiveis de espago amostral,
normalmente representado por 2. Como objeto mateméatico, 2 é qualquer

conjunto nao vazio - neste caso, ) = vermelho, azul, verde.

No entanto, podemos fazer outras perguntas também. Por exemplo, podemos
perguntar qual é a probabilidade de ’a bola ser azul ou verde’ (o que seria
equivalente a ’a bola néo ser vermelha’). Em palavras, um evento é uma afirmacao
na qual vocé pode determinar se é verdadeira ou nao apds ver o resultado do

experimento. Neste caso, todos os eventos possiveis sao:

e 'A bola ndo é de nenhuma das trés cores ou de qualquer outra cor’ -
matematicamente, isso serd representado pelo conjunto vazio (), ja que nao
contém nenhum dos resultados possiveis.

e ’A bola é vermelha’ - representado por vermelho

e 'A bola é azul’ - representado por azul



e ’A bola é verde’ - representado por verde

e ’A bola é ou vermelha ou azul’ - representado por vermelho, azul

e ’A bola é ou vermelha ou verde’ - representado por vermelho, verde

e ’A bola é ou azul ou verde’ - representado por azul, verde

e ’A bola é qualquer uma das cores vermelha, azul ou verde’ - representado

por vermelho, azul,verde = Q.

Desta lista exaustiva, fica claro que todos os eventos sdo subconjuntos de € e, de
fato, neste caso pelo menos, todos os subconjuntos de 2 sdo eventos. Chamamos
a colegao de todos os eventos de espago de eventos (ou, mais formalmente, o-
algebra), normalmente representado por F. Como objeto matemaético, isso é
uma colegao de subconjuntos do espago amostral - veremos mais tarde que essa
colecao deve satisfazer certas propriedades, mas por enquanto, supomos que ela
inclui todos os subconjuntos, entdo F = P(2), onde P denota o conjunto das

partes (a colegdo de todos os subconjuntos).

Ja argumentamos que a probabilidade, normalmente representada por P, é um
mapeamento do espago de eventos para nimeros em [0, 1] - o representamos

como P : F — [0, 1]. No entanto, com base em nossa intui¢do, esperamos que:

. P(0) =

. ]P’(vermelho) =0,2
o Plazul) =0,3
(verde) = 0,5
(

(

(

(

.
~

o P(vermelho,azul) = 0,5
o P(vermelho,verde) = 0,7
o P(azul,verde) =0,8

o P(vermelho, azul,verde) = 1.

Quais suposic¢oes implicitas estamos fazendo ao fazer esses calculos, com base

em nossa intuicao?

e A probabilidade do evento (), que ndo inclui nenhum resultado, deve ser 0.

e A probabilidade do evento €2, que inclui todos os resultados, deve ser 1.
Quando um evento pode ser decomposto na uniao de dois eventos disjuntos,
sua probabilidade deve ser a soma das duas probabilidades, por exemplo,

P(vermelho, azul) = P(vermelho) + P(azul).

Essas sdo propriedades fundamentais que um mapeamento de probabilidade deve



ter.

In conclusion, the triplet (€, F,P) of sample space (2, event space F and
probability P form what is called a probability space.

Em conclusdo, o trio (2, F,P), composto pelo espago amostral €2, espago
de eventos F e probabilidade P, forma o que é chamado de um espago de

probabilidade.

1.2 Espaco de Probabilidade Uniforme

No exemplo anterior, a maneira como postulamos a probabilidade de cada cor
tinha uma suposicao implicita: que todas as bolas tém a mesma chance de serem
escolhidas. Essa é uma suposicdo correta se as bolas tém o mesmo peso, tamanho,

textura, etc.

E se, em vez de serem coloridas em vermelho, verde ou azul, as bolas fossem
numeradas de 1 a 207 Sob a mesma suposicao (que as bolas tém o mesmo peso,

tamanho, textura, etc.), terfamos
Q = {vermelhoy, ... ,vermelhoy,azuly, ..., azulg,verdey, . ..,verdep}

e IP seria tal que cada bola teria a mesma chance de ser escolhida, ou seja, cada

elemento w € () teria a mesma chance. Entdo, o evento ’a bola é vermelha’

corresponderia ao evento A = {vermelhoy,...,vermelhos} e intuitivamente
esperariamos que a probabilidade de obter uma bola vermelha fosse igual a %,

onde 4 é o numero de elementos em A (e bolas vermelhas) e 20 é o ntimero de

todos os resultados possiveis.

Quando cada resultado é igualmente provavel, temos um espaco de probabilidade

uniforme.

Definigao 1.1. Um espago de probabilidade uniforme é definido como o trio
(Q, F,P), onde

o 0 (o espago amostral) é um conjunto finito ndo vazio de todos os resultados
possiveis do experimento;

o F (0 espago de eventos) é a cole¢ao de todos os eventos, dada pelo conjunto
de poténcias P () de £



e« P: F — [0,1] é um mapeamento do espaco de eventos para [0, 1],

satisfazendo
- P@0)=0,P(Q2)=1, (1.2a)
— P(AUB) =P(A)+P(B), para todo A,B € F tal que ANB =10
(aditividade finita) (1.2b)
— P({w}) = P({®}) para todo w,& € 2 (uniforme) (1.2¢)

Como resultado da suposi¢do uniforme, calcular a probabilidade de qualquer
evento se resume a calcular a cardinalidade do evento. Lembre-se de que um
evento é um conjunto (um subconjunto do espago amostral ) - a cardinalidade
de um conjunto é o nimero de seus elementos. Para um conjunto A C Q, ele é

denotado por |A|.

Para definir formalmente a cardinalidade, primeiro precisamos definir uma
correspondéncia um a um entre dois conjuntos: dados dois conjuntos A e B,
dizemos que eles estdo em uma correspondéncia um a um se existir um mapa
bijetivo entre eles, ou seja, uma funcao f : A — B que seja tanto injetiva quanto

sobrejetiva.

Defini¢ao 1.3. Um conjunto A possui cardinalidade n € N se estiver em uma

correspondéncia um a um com {1,2,...,n} e A possui cardinalidade 0 se A = (.

Proposicao 1.4. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade uniforme. Entdo,
para todo w € §)

1
P{w}) = R (1.5)
e para todo ACQ (Ae F)
P(A) = :é: (1.6)

Demonstragio. Uma vez que Vwi,ws € Q, P({w1}) = P({w2}), seja p € [0,1] tal
que
p:=P({w}) YweQ.



Uma vez que P é uma medida de probabilidade

1=P(Q) =Y P({w})] por (1.2b)

weN
=Y p=py 1=pQ
weN weN
Portanto
1
P=o
12

demonstrando (1.5). Vemos que (1.6) segue de (1.2b), pois

P(A) =Y P({w}), por (1.2b)

weA
A
:Zp:le:p|A|:||Q||. O
weA w€eA

Ezercicio 1.1. Considere uma urna com 50 bolas numeradas de 1 a 50. Suponha
que elas sejam sorteadas uniformemente ao acaso. Apos definir um espaco de
probabilidade adequado, determine a probabilidade de que a primeira bola

sorteada mostre um ntmero divisivel por 12.

Solugio: Defina (2, F,P) da seguinte forma: Q = {1,2,3,...,50}, F=P(Q) e P

a medida de probabilidade uniforme. Entao, o evento em questao é
E ={12,24,36,48} .

Pela Proposigao 1.4 (1.6),

B 4 2

( )_|Q|_%_25'

10



2 Contagem

2.1 Fundamentos da Combinatdéria

Em geral, a féormula (1.6) afirma que, para calcular probabilidades, precisamos

contar. Esta se¢ao aprofunda o problema da contagem.

Ezemplo 2.1. Se houver 30 pessoas em uma sala, qual é a probabilidade de pelo
menos duas delas terem a mesma data de aniversdrio? (Assuma que ninguém
nasceu em 29 de fevereiro e que cada dia tem a mesma chance de ser o aniversario

de alguém).

Para responder a pergunta no Exemplo 2.1, precisamos calcular a cardinalidade
do conjunto de todas as possiveis combinagoes de datas de aniversario, bem
como a cardinalidade do conjunto de todas as possiveis combinacbes de
datas de aniversario em que pelo menos duas sao iguais. Como fazemos isso?
Precisaremos usar o principio fundamental da contagem, que nos permite calcular
as cardinalidades de conjuntos grandes e complexos, onde a contagem explicita

nao é possivel.
Primeiro, comegamos identificando as regras fundamentais da contagem:

Regra da Correspondéncia Se A e B estdo em correspondéncia um-para-um,
entdo |A| = |B|.
Regra da Adigao Se Aq,..., A, sdo subconjuntos mutuamente disjuntos de

algum conjunto, entao

U

1=

n
Ai
1

= Al
=1

Principio Fundamental da Contagem Suponha que os elementos de um
conjunto finito £ podem ser determinados em k etapas sucessivas, com
ny escolhas possiveis na etapa 1, no escolhas possiveis na etapa 2, ..., ng
escolhas possiveis na etapa k. Suponha também que escolhas diferentes

levam a elementos diferentes. Entéo,
‘E| :nl.n2.....nk.

O conjunto de todas as combinagdes de datas de aniversario de 30 pessoas, como

mostrado no Exemplo 2.1, é um exemplo de um conjunto de k-tuplas ordenadas

11



de elementos de um conjunto dado. Mais genericamente, isso é definido da

seguinte forma:

Definigao 2.2. Seja A um conjunto finito de cardinalidade n € N. Uma sequéncia
de comprimento k € N de elementos de A é uma k-tupla ordenada (aq,...,ax)
tal que a; € A, i = 1,2,...k. Denotamos por S, x(A) o conjunto de todas as

sequéncias de comprimento k de elementos de A.

Por “ordenado”, queremos dizer que a ordem da sequéncia importa, por exemplo:
(a1,a2) # (ag,a1). Note também que repeticoes de elementos sdo permitidas,

por exemplo, (1,1) é uma sequéncia de comprimento 2 de elementos de {1}.

Proposicao 2.3. Seja A um conjunto finito de cardinalidade n € N. O conjunto
Sn.k(A) de todas as sequéncias de comprimento k € N de elementos de A tem
cardinalidade n*, ou seja,

S (A)] = n*

Demonstragdo. Para construir um elemento arbitrario (a1, as, . .., ax) de Sy 1 (A4),
realizamos as seguintes etapas:

(a) escolher o primeiro valor a;. Existem n, = |A| = n maneiras de fazer isso.

(b) escolher o segundo valor as. Existem ny = |A| = n maneiras de fazer isso.

k. Escolher o valor aj do k" elemento. Existem n, = |A| = n maneiras de

fazer isso.
Portanto, encontramos

|Sn7k(A)|:TL1n2nk:nn ..... n:nk'

k vezes

O

Para completar o Exemplo 2.1, também precisamos calcular a cardinalidade do
conjunto de todas as datas de aniversario possiveis em que pelo menos duas sdo
iguais. E mais fdcil e equivalente (por qué?) calcular a cardinalidade do conjunto

em que nenhum dois aniversarios sdo iguais. Como nao pode haver repetigoes,

12



isso é um exemplo de uma "ordenacdo de comprimento 30 de elementos de
{1,...,365}". Mais genericamente, definimos ordenacoes de comprimento k da

seguinte forma:

Definicao 2.4. Seja A um conjunto finito de cardinalidade n € N e seja k € N
tal que k < n. Uma ordenagdo de comprimento k de elementos de A é uma
sequéncia de comprimento k£ de elementos de A sem repeti¢cdes. Denotamos o
conjunto de ordenagoes de comprimento k de elementos de A por O, (A). Assim,

temos
Oni(A)={(ar,...,a) : a; € AVi=1,....k, a;, #a; Vi#j}.

Proposicao 2.5. Seja A um conjunto finito de cardinalidades n € N e k < n.
FEntao
On k(A =nn—-1)...(n—k+1).

Demonstragido. Determinamos um elemento de O,, (A) pelas seguintes etapas:

(a) Escolhemos a;. Existem ny = |A| = n opgdes para isso.
(b) Escolhemos as tal que as # a;. Existem ny = n — 1 opgdes para isso.
(¢) Escolhemos as tal que as # ag e ag # a;. Existem ng = n — 2 opgodes para

isso.

k. Escolhemos ay tal que ay, # a; Vi =1,2,...,k—1. Existem ny = n—(k—1)

opgoes para isso.

Pelo principio fundamental da contagem
|Onk(A) =ning...np=n(n—-1)...(n —k+1).

O

Exemplo 2.6 (continuagdo). Agora podemos responder a questdo do Exemplo 2.1.
Primeiro, calculamos a probabilidade de que duas pessoas nao fagam aniversario
no mesmo dia, correspondendo ao evento B. Conforme discutido acima, B é uma

ordenacao de comprimento 30 (kK = 30 de um conjunto de cardinalidade 365

13



(n = 365) , entdo

B| 365 x ---x (365 —3041)
= 65 ~0.29

O evento de pelo menos duas pessoas fazerem aniversario no mesmo dia é o
complemento do evento B, entdo a probabilidade de pelo menos duas entre 30

pessoas fazerem aniversdrio no mesmo dia serd proxima de 71%.
Observagoes. Lemos n! como n fatorial. A seguinte espera:

e n!l é o produto dos primeiros n nimeros naturais e por suposicao 0! = 1.
e n! é o nimero de maneiras pelas quais podemos ordenar os elementos de
um conjunto de cardinalidade n ou equivalentemente o nimero de maneiras
de colocar os elementos de um conjunto de cardinalidade n em uma linha.
n!

enn—1)...n—k+1) = T € o nimero de maneiras de colocar k

elementos de um conjunto de cardinalidade n consecutivos.

Exemplo 2.7. Agora consideramos uma questao ligeiramente diferente daquela
do Exemplo 2.1: qual é a probabilidade de exatamente duas pessoas na sala

fazerem aniversario no mesmo dia? Para construir tal exemplo, precisariamos

1. Escolha as duas pessoas que fazem aniversario no mesmo dia.
2. Escolha um dia para o aniversario deles.
3. Escolha um dia para o aniversario de todos os outros, para que nenhum

outro aniversario seja igual.

De quantas maneiras podemos escolher duas pessoas que fazem aniversirio no
mesmo dia? Precisamos escolher dois nimeros de C' = {1,...,30} — esta serd
uma sequéncia de comprimento 2 sem repeticdo, mas o que é diferente do que
tinhamos antes é que a ordem néo ndo importa. Quer seja (1,2) ou (2, 1), ainda
é 0 mesmo par de pessoas com a mesma data de aniversario! Para corrigir
isso, precisamos dividir por todas as maneiras possiveis pelas quais podemos
ordenar os dois elementos - cada forma serd uma sequéncia de comprimento 2
sem repeticdo, mas agora estamos escolhendo a partir de um conjunto de apenas

dois pontos, entdo o conjunto de todas as possibilidades é Oz ». Isto d&

|03072| o 30 x 29 o 30!
000 20 28121

Denotamos isso por (320). Agora, voltando a nossa questao: calculdmos o nimero

14



de maneiras pelas quais podemos escolher as duas pessoas com o0 mesmo
aniversario. Existem 365 maneiras de escolher o aniversario. Para as 28 pessoas
restantes, haverd 364 x --- x (365 — 28) maneiras de escolher seus aniversarios,
ja que todos precisam ser diferentes. Portanto, o niimero total de maneiras de
selecionar um resultado no evento “exatamente duas pessoas fazem aniversario
no mesmo dia” é

30!
5131 308 X 364 - x (365 — 28).

Finalmente, para calcular a probabilidade de exatamente duas pessoas fazerem
aniversario no mesmo dia, precisamos dividir pela cardinalidade de todas as

530

combinacoes de aniversarios possiveis dada por 365°", o que da aproximadamente

0,38 ou 38%.

Escolher duas pessoas de um conjunto de 30 é um exemplo de combinagao de 2
elementos de {1,...,30}. De forma mais geral, podemos perguntar o nimero de

combinagoes de k elementos de um conjunto finito A.

Definicao 2.8. Seja A um conjunto finito de cardinalidade n € N. Uma
combinacao de k elementos de A é um subconjunto de A com k elementos.

Denotamos por Cy, (A) o conjunto de combinagdes de k elementos de A.

XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX

Proposigao 2.9. Seja A um conjunto finito de cardinalidade n € N e k < n.

Entao
n'

Cr(A)] = (Z) = W

Demonstraciao. Observe que uma ordenacao de comprimento k dos elementos

de A pode ser obtida unicamente pelos seguintes passos:

(a) Escolher uma combinagdo de k elementos de A. Existem ny = |Cy, 1 (A)|
escolhas para isso.
(b) Escolher uma permutacao desses elementos. Pelo Coroldrio 2.11, existem

ny = k! escolhas para isso.

Pelo principio fundamental da contagem,

1Ok (A)] = |Cn ik (A)] - KL

15



A equacédo acima pode ser resolvida para o tnico termo desconhecido, resultando

em

O (A)] n "
|Cr i (A)] = | ,f! T (n— k)& :< )

Isso conclui a prova. O

O ntmero de ordenagoes de comprimento n quando a cardinalidade do conjunto

também é n é um caso especial importante das ordenacoes:

Definicdo 2.10. Seja A um conjunto finito de cardinalidade n € N. Uma
ordenacao de comprimento n dos elementos de A é chamada de permutagdo de

A.

Corolario 2.11. Seja A um conjunto finito de cardinalidade n € N. Entdao o

nidmero de permutagoes dos elementos de A é n(n —1)(n—2)...1=nl.

Demonstragio. E suficiente tomar k = n na Proposicao 2.5. O

Ezercicio 2.1. Um dado justo é lancado 8 vezes. Quantos resultados diferentes
podemos obter que contenham o resultado 2 exatamente trés vezes e o resultado

3 exatamente cinco vezes?

Solugdo. Cada resultado possivel é completamente determinado especificando
quais lancamentos resultam em um 2 - o restante serd 3. Por exemplo, o
resultado (2,3, 2,2, 3,3, 3, 3) é determinado pelo subconjunto {1, 3,4} do conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8}, em que o primeiro corresponde as posi¢oes do 2 e o segundo
é a numeracao de todos os langcamentos. Portanto, para calcular o namero de
resultados possiveis, é suficiente calcular o niimero de subconjuntos de tamanho
3 de um conjunto com cardinalidade 8. Isso é exatamente Cg 3, que é igual a
56. O

Ezxemplo 2.12. Vamos levar o exercicio 2.1 um pouco mais adiante: como
calculariamos o ntmero de resultados de 8 langamentos de um dado que
contenham exatamente trés 2, trés 4 e dois 5?7 Como antes, um resultado serd
completamente determinado especificando as posi¢oes de dois dos trés possiveis
resultados, por exemplo, 2 e 4. Por exemplo, o resultado (2,4,5,2,2,5,4,4)

corresponde aos conjuntos A; = {1,4,5} e Ay = {2,7,8}, onde As é o conjunto
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de posigoes do resultado 2 e da mesma forma para Ay. Segue-se que A5 = {3,6},

pois essas sdo as Unicas duas posi¢oes restantes.

Portanto, para responder a pergunta, precisamos contar quantas maneiras
podemos escolher um subconjunto de {1,2,3,4,5,6,7,8} de tamanho 3 e, em

seguida, outro subconjunto de tamanho 3 dos 5 elementos restantes. Temos (g)

5
3

principio fundamental da contagem, obtemos

8\ (5)_ 3 o _ s
3/\3/) 51313121 — 313121

O exemplo acima ilustra a contagem das maneiras de dividir um conjunto em um

escolhas para o primeiro conjunto e ( ) escolhas para o segundo. Aplicando o

numero fixo de subconjuntos. Para definir isso formalmente, primeiro precisamos

definir uma particao:

Definicao 2.13. Seja A um conjunto de cardinalidade n € N e r € N tal que
r < n. Uma particio de A em r subconjuntos é uma familia {4;,...,A,} de

subconjuntos de A tal que

(a) Cada subconjunto na familia é ndo vazio: A; 0 Vi=1,2,...,r.
(b) Os subconjuntos na familia sdéo mutuamente disjuntos: A; NA; =0 Vi # j,
ij=1,2,...,7

(¢) A unido de todos os subconjuntos na familia ¢ igual a A: |J_; A; = A.

Proposicao 2.14. Seja A um conjunto finito com |A| = n. Seja r € N, r < n.
Entao, o nimero de particoes de A em r subconjuntos {A,..., A}, de forma
que |Ay| = ki, [Az| = koo, [Ap| =kp (ky+ho+ -+ k. =n, 1<k <n), é

dado por
n!

kilka!. . k!

Demonstracio. Toda particio de A que satisfaca as suposicoes pode ser
determinada de forma tinica pelos seguintes passos:
(a) Escolher A; C A de modo que |A;| = k. Existem (,?1) opgoes para este
passo.
(b) Escolher Ay C A de modo que |As| = ko e A1 N A = 0 (o que implica que
As C A\ A;). Existem (";2]“) opc¢oes para este passo.
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(c) Escolher A3 C A de modo que |As| = k3, AsNAs=0e A3NA; =0 (o
que implica que A3 C A\ (A; U Ag)). Existem ("_1213_’“2) opgoes para este
passo.

r. Finalmente, escolher o conjunto restante A, C A de modo que |A,| =k, e
A;NAj =0 para todos i = 1,2,...,r — 1 (notamos que A, C A\ (4; U
-+~ UA,)). Existem (”_(kl"’kf”'*'k“l)) opc¢oes para este passo.

Assim, pelo principio fundamental da contagem, o nimero de partigoes de A
em r subconjuntos {41, Ag, ..., A} de modo que |A1| = k1,...,|A,| =k, com
k1+k2++kT:né

(Z) (n ;2k1> (n — (k1 +kr -+ kr—1)>

n! (n—k)! (n— (k14 +kr1))!
kil(n — ki) kol(n —ky — ko) kpl(n — (k1 + - + ky))!

n!
Tk kol .k

onde a ultima igualdade ocorre pela simplificagdo das fracoes e observando que
n—(ki+--+k)N)=mn-n)!=0=1 O

2.2 Amostragem

Selecionar um subconjunto de um conjunto maior também é chamado de
amostragem. A amostragem nos permite usar informagoes sobre um pequeno
grupo para fazer inferéncias sobre as propriedades ou preferéncias de um grupo
maior. E uma ferramenta fundamental em estatisticas. Quando a populacio é
"homogénea' (cada pessoa no grupo provavelmente tem as mesmas propriedades
ou preferéncias), qualquer amostra escolhida aleatoriamente (com probabilidade
uniforme) serd representativa do grupo - ainda precisamos usar ferramentas
matematicas avancadas para quantificar a incerteza em nossas inferéncias sobre
uma populacido, dada o tamanho da amostra, mas esse é o assunto de um
modulo diferente. O que gostariamos de entender agora é como a estrutura de
probabilidade nas amostras varia quando a populagdo é mista. Para entender a

pergunta, considere o seguinte.
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Ezemplo 2.15. O professor de ST120 quer saber até que ponto os alunos
entenderam o conceito de espaco de probabilidade. Dado o tamanho da turma,
nao é possivel perguntar a cada aluno individualmente. Em vez disso, eles desejam
amostrar um pequeno grupo de alunos e perguntar a eles. Como eles devem

escolher os alunos?

Uma solugdo pratica é conversar com alguns dos alunos na sala de aula.
No entanto, existe um viés - os alunos que frequentam as aulas tém mais
probabilidade de entender os conceitos! Portanto, o professor decide escolher
aleatoriamente um ntmero de ntmeros de identificagdo de alunos e envia-los
por e-mail, e vamos supor que todos os alunos respondam. Este seria um grupo
representativo, se a turma fosse homogénea. No entanto, sabemos que a turma é
composta por dois grupos de n; alunos de Matemaética e ng alunos de Ciéncia da
Computagdo. Para entender o viés, o professor precisa calcular a probabilidade
de o grupo acabar com k; alunos de Matematica e ko alunos de Ciéncia da
Computagao. Qual seria essa probabilidade?

ni

Existem ( k'l) maneiras de escolher k1 alunos de Matematica e (”2

ko
ko alunos de Ciéncia da Computagao. Portanto, a cardinalidade do conjunto

) de escolher

de todos os grupos de k; alunos de Matematica e ko alunos de Ciéncia da

(i) ()

A cardinalidade do conjunto de todos os grupos de ki + ko alunos serd (

Computacao sera

ni +n2)
ki+ka/"

Portanto, a probabilidade de escolher um grupo com k; alunos de Matematica e
ko alunos de Ciéncia da Computagao é
() (i2)

el

O préximo passo seria usar essa probabilidade para remover o viés, mas eles
precisarao consultar os professores de médulos de estatisticas mais avangados

sobre como fazer isso!

O exemplo acima é um caso de amostragem de uma populagdo de tamanho
n € N, que tem n; € N (n; < n) individuos do tipo 1 e no = n — ny individuos
do tipo 2. Retiramos uma amostra de tamanho k¥ < N da populacao inteira

"aleatoriamente’ sem reposi¢io (ou seja, um individuo nao pode ser escolhido
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duas vezes). Entao, a probabilidade de a amostra conter k; individuos do tipo 1

e ko individuos do tipo 2 é dada por
(2.16)

Exercicio 2.2. Construa o espago de probabilidade uniforme correspondente
a amostragem sem reposicado de uma populagdo com dois tipos de individuos
e prove (2.16). Em outras palavras, fornega o triplo (2, F,P) de acordo com
a proposicao 1.4, de modo que, todas as realizacbes w € ) tenham a mesma
probabilidade. O evento de interesse w é o conjunto de todas as combinagoes

que contém kq; nuimeros de 1 a ny e ks = k — k1 ntimeros de ny + 1 a n.

Ezxemplo 2.17. Agora considere o seguinte problema: um biélogo ambiental esta
estudando o peso de uma espécie especifica de peixe. Para fazer isso, eles retiram
uma amostra dessa populacdao de peixes, pesam os peixes e depois os liberam
de volta a natureza. Suponha que nado hé maneira de saber se um peixe ja foi
amostrado. Além disso, suponha que a populacéo consiste apenas em dois tipos
de peixes - machos e fémeas - que tém pesos médios ligeiramente diferentes e

isso precisa ser levado em consideracao ao remover o viés.

Se a populacdo inteira de peixes for n, com n; machos e ny = n — ny fémeas e o
tamanho da amostra for k, qual é a probabilidade de ter k1 machos e ko fémeas

na amostra?

A diferenga entre este exemplo e o exemplo 2.15 é que agora os individuos
podem ser escolhidos mais de uma vez. Como resultado, ndo é mais suficiente
determinar apenas as posi¢oes dos individuos do tipo 1 na amostra, mas também
precisamos especificar os individuos para que possamos acompanhar os escolhidos

repetidamente. Portanto, passamos pelo seguinte processo:

o Escolha a posigao dos machos (as posigoes restantes serdo ocupadas pelas
fémeas) - hd (kkl) escolhas.
« Escolha os machos que sio escolhidos - ha n%' escolhas.

« Escolha as fémeas que sao escolhidas - hé nk? escolhas.

Portanto, o niimero de amostras diferentes com ki machos e ko fémeas sera

k
(kl)n’flngz.
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Dado que o niimero total de amostras possiveis é n¥, a probabilidade de escolher

k1 machos e ko fémeas serd dada por

SEEL (0T e

O acima é um exemplo de amostragem de uma populagdo de tamanho n € N,
que possui n; € N (n; < n) individuos do tipo 1 e ng = n — n; individuos
do tipo 2. Nos tiramos uma amostra de tamanho k < N da populagao inteira
"aleatoriamente’ com reposi¢io (ou seja, um individuo pode ser escolhido duas
vezes). Entéo, a probabilidade de a amostra conter k; individuos do tipo 1 e
ky = k — k; individuos do tipo 2 é dada por (2.18).

FEzercicio 2.3. Construa o espago de probabilidade uniforme correspondente a
amostragem com reposicdo de uma populagdo com dois tipos de individuos e
prove (2.18). Agora, o evento de interesse w é o conjunto de todas as sequéncias

que contém k; numeros de 1 a ny e ks = k — k1 nimeros de n; + 1 a n.

Exercicio 2.4. As probabilidades de amostragem nao devem ser sensiveis a qual

tipo foi considerado "1’ e qual tipo foi considerado '2’. De fato,

() G705 = ()G e

Supondo que ki + ko = k e n1 + ny = n, verifique a identidade acima.

Revisao de Combinatdéria

Conjunto finito 4, n = |A|.

Sequéncias de comprimento k de elementos de A:
S (4)] = nt,

pois para especificar um elemento de Sy, x(A), precisamos fazer k escolhas, e em

cada escolha temos n opg¢oes.

Permutagdes (ou reorganizagdes) de elementos de A:

n!,
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pois precisamos fazer n escolhas, e a cada escolha o niimero de op¢des diminui.

(leia-se "fatorial de n")
Ordenagao de comprimento k de elementos de A:

0. (A n!
| n,k( )| = m )
porque podemos obter qualquer elemento de O, x(A) permutando os elementos
de A, mantendo os primeiros m elementos e esquecendo a ordem dos n — m

restantes.

Subconjuntos de A com cardinalidade k:

s = (1) = gy

pois podemos obter qualquer elemento de C, x(A) tomando os primeiros m
elementos em uma permutagdo de A, mantendo os primeiros m elementos e
depois esquecendo a ordem desses m elementos, assim como os n — m restantes.

(leia-se "combinagdo de n escolha k")

Decomposicdo de A em conjuntos rotulados Ai, ..., A, de modo que |4;| = k;

para j=1,...,r,onde ky +--- 4+ k., = n.

n!
kilks! -k,

pois podemos obter a parti¢cdo primeiro permutando todos os elementos de A,
tomando A; como os primeiros ki elementos dessa permutacdo, A, como os
préximos ko elementos e assim por diante, e depois esquecendo a ordem de cada
bloco. Este é o niimero de maneiras pelas quais n bolas rotuladas podem ser
distribuidas em r baldes rotulados sob a restricdo de que, para cada j =1,...,r,
o balde nimero j recebe k; bolas. As combinacoes C,, 1,(A) sdo apenas um caso

particular de dois baldes rotulados como "dentro"e "fora".

Para fornecer uma justificagdo mais rigorosa para os termos no denominador (que
chamamos de "esquecer a ordenagao"), podemos obter o niimero raciocinando de
trds para frente, como segue. Vamos produzir uma permutagao de A = {1,...,n}

de duas maneiras. A primeira maneira tem trés etapas:

(a) Escolher k elementos de A para irem primeiro, e deixar os n — k restantes

22



irem depois. Existem x possibilidades.
(b) Permutar os primeiros k elementos. Existem k! possibilidades.

(¢) Permutar os elementos restantes n — k. Existem (n — k)! possibilidades.

No total, existem z - k! - (n — k)! possibilidades. A segunda maneira é direta:
apenas permutar os n elementos ja existentes, existem n! possibilidades. Portanto,

nl = z-kl-(n—k)!, entdo acabamos de descobrir o que é z! Portanto, |C), (A)| =

n!
El(n—k)!"
Revisao de Amostragem
Populagao com n = ny + ny individuos, onde 1y sdo individuos do Tipo 1 e ng

sao individuos do Tipo 2.

Se tirarmos uma amostra de k individuos, sem reposicdo, entdo a chance de

escolher k; elementos do Tipo 1 (e, portanto, ko = k — k1 individuos do Tipo 2)
(er) - G2)
()

Isso pode ser obtido assumindo que os individuos foram amostrados simulta-

7

(&

neamente (entdo |2] = (7)) ou um apés o outro (entéo |Q| = (nfi'k),), e ambas

as abordagens fornecem a mesma probabilidade (como esperado!). De fato, a

segunda abordagem fornece

( k) ni! na!
kl (nlfkl)! (77/27]()2)!
n!

=k

que se simplifica para a primeira formula se expandirmos o primeiro termo.

Se tirarmos uma amostra de k individuos, com reposi¢io, entao a chance de

escolher k7 elementos do Tipo 1 (e, portanto, ke = k — k1 individuos do Tipo 2)

() G-

Isso s6 pode ser alcangado assumindo que os individuos foram amostrados um

é

apés o outro, para que possamos devolvé-los & populagio (entdo || = nF). A

férmula acima é obtida apds reescrever

(k/fl)nllﬁ n/2€2
nk
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de uma forma mais conveniente (ou significativa).

Observe que, se X denota o nimero de individuos do Tipo 1 na amostra com
reposicao, entao
X ~ Binom(k, %),
n

o que pode ser verificado combinando a férmula acima com a fung¢ao de massa

de probabilidade de uma variavel aleatéria binomial.
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3 Espacos de Probabilidade

Na sec¢ao 1.2, definimos um espaco de probabilidade uniforme como o triplete
(Q,F,P), onde © é um conjunto finito, F = P(Q) e P : F — [0, 1] satisfaz as
propriedades (1.2a) - (1.2c). Agora, vamos generalizar o conceito de espago de

probabilidade para permitir o seguinte:

e Espacos amostrais arbitrarios (2.
e Espacos de eventos que refletem informagoes parciais - ndo é necessario, e
as vezes nem é possivel, que F = P().

o Probabilidade definida em um espaco de eventos geral.

3.1 Espaco amostral e espago de eventos

Definicao 3.1. Um espaco amostral €2 é o conjunto de todos os possiveis
resultados de um processo aleatério (ou experimento), ou seja, um processo
cujo resultado nao pode ser determinado antecipadamente. Pode ser qualquer

conjunto.

Exemplo 3.2. Qual é o espaco amostral correspondente aos seguintes processos?

o O langamento de uma moeda: 2 = {Cara, Coroa}.

o O lancamento de um dado: Q = {1,2,3,4,5,6}.

e O namero de e-mails enviados por um enderego @google.com em um ano:
Q=N.

e O peso de uma maca: Q = [0,1].

e A posicido de um dardo lancado em um tabuleiro quadrado de tamanho 1:
Q=10,1] x [0,1].

e O preco das agoes do Twitter em um ano: 2 = R.

e As flutuagoes de temperatura em Coventry em 2023: neste caso, 0 espago
amostral é uma fungdo completa, mapeando o tempo ¢t para um nimero
em [—50, 50].

¢ O estado do mundo em um ano! Neste caso, o espago amostral nao pode ser
descrito, mas existe como conceito e pode ser parcialmente observado por
meio de sua interacdo com processos que podem ser medidos (por exemplo,
afetard as taxas de juros ou o numero de internagoes hospitalares em um

determinado dia no futuro, a frequéncia de eventos climaticos extremos,
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ete).

Observagdo 1. Embora 2 possa ser qualquer conjunto em teoria, em ST120,
consideraremos apenas os casos em que a cardinalidade de 2 é igual a n, para
algum n € N (espago amostral finito), |2 = |N| (espago amostral contével) ou
|2] = |R| (espago amostral ndo contdvel ou continuo - para incluir intervalos ou

produtos cartesianos de R e seus intervalos).

Como ja vimos no caso do espaco de probabilidade uniforme, eventos sao
subconjuntos de 2. Mais geralmente, um evento é um subconjunto de €2 quando
é possivel dizer se algum resultado dado pertence ao conjunto (ou seja, ’o evento
ocorreu’) ou nao, dadas as informagoes que temos sobre o resultado - observe que
nem sempre temos informagoes completas sobre o resultado e o espago de eventos
reflete as informagoes que temos. O exemplo a seguir demonstra exatamente

essa propriedade do espaco de eventos.

Ezemplo 3.3. Suponha que eu lance um dado (2 = {1,2,3,4,5,6}) e relato as
seguintes informagdes a dois alunos: eu digo a James se o resultado é um ntimero
par ou ndo, e digo a Lily o quociente de (w — 1) dividido por dois (ou seja, relato
0 para {1,2}, 1 para {3,4} e 2 para {5,6}). Quais sdo os espagos de eventos

correspondentes?

James s6 sabe se o resultado é impar ou par, entdo ele s6 pode dizer se pertence
a {1,3,5} ou {2,4,6}. J& que, pela construgio de €, todos os resultados estao
em €, ele também pode dizer que o resultado estd em € e ndo em () - observe
que tanto () quanto 2 sdo subconjuntos de 2. Portanto, a cole¢io de eventos (ou

seja, o espago de eventos) correspondente as informagoes que James possui é
Fr;=1{0,{1,3,5},{2,4,6},Q}.

(Pense sobre o motivo pelo qual James ndo pode afirmar com certeza se o

resultado estd em outro subconjunto).

Com base nas informagoes fornecidas a ela, Lily podera dizer se o resultado
estd em {1,2},{3,4} ou {5,6}. Ela também pode dizer se o resultado estara
em {1,2,3,4},{1,2,5,6} ou {3,4,5,6} (por exemplo, {1,2,3,4} corresponde ao
ntmero informado a Lily sendo 0 ou 1) e ela pode dizer, por padrao, que o
resultado estard em £ e ndo em @ (o () é definido como o complemento de 2 em

relagdo a 2, entdao todos os pontos em €2 que nao estdao em €2, que é, é claro,
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nenhum! E mais ficil pensar nisso como o evento em que o resultado néo estéd
no espago amostral do que no evento em que nada acontece). Portanto, o espago

de eventos correspondente as informacgoes fornecidas a Lily é
FrL= {(D’ {1’ 2}’ {3’ 4}’ {57 6}7 {17 2,3, 4}v {1, 2,5, 6}7 {37 4,5, 6}7 Q} .

Observe que hé redundancia na forma como as informagoes sao codificadas no
espaco de eventos - a informacgao corresponde a saber simultaneamente a resposta
para ‘o evento ocorreu ou niao’ para todos os eventos no espago de eventos, mas
saber, por exemplo, que tanto {1,2} quanto {1,2,3,4} aconteceram nos permite
deduzir a resposta para tudo o mais. Que suposicao estamos fazendo que nos

permite dizer isso?

Se A e B sao eventos, de acordo com nossa intui¢do, esperamos que o seguinte

também sejam eventos:

e AN B (Ambos A e B aconteceram).
e AU B (Ou A ou B aconteceu).
o A° (A nédo aconteceu).

o A\ B= AN B° (A aconteceu, mas B ndo aconteceu).

Notagao. Quando escrevemos A€, implicitamente estamos considerando o
complemento em relagdo a um espaco amostral dado 2. Uma notagdo mais

explicita é escrever 2\ A.

Portanto, gostariamos que o espago de eventos fosse fechado sob as operagoes de
unido, interse¢ao, complemento e diferenca (quando dizemos que um conjunto
é fechado sob uma operagao, queremos dizer que, se aplicarmos a operagio a
quaisquer elementos do conjunto, o resultado ainda estard no conjunto). Sera

que isso é suficiente? Vamos considerar o seguinte

Ezemplo 3.4. Considere o caso em que 2 = N (ou seja, qualquer niimero natural
pode ser o resultado do processo aleatério que consideramos) e suponha que
temos informagdes suficientes para dizer se o evento {n} aconteceu ou nio, para
qualquer n € N. De acordo com nossa intui¢ao, se podemos dizer se qualquer
resultado w pertence a qualquer conjunto {n} ou nao (o que vocé pode dizer
para w quando w € {n}?), entdo também deveriamos ser capazes de dizer se

w € {2n|n € N} ou néo, ou seja, deverfamos ser capazes de dizer se w é par.
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Portanto, esperamos

U {2n} = {2n|n € N}

n=0
estar no espaco de eventos. Agora estamos fazendo a suposicao de que o espaco de
eventos nao é apenas fechado para unides, mas também para unides de conjuntos

contaveis (ou seja, infinitos, mas com cardinalidade igual a |NJ).
Seguindo nossa intui¢do, definimos o espago de eventos da seguinte forma

Definigao 3.5. Seja 2 o espago amostral e F uma cole¢do de subconjuntos
de Q. F é um espago de eventos (também chamado de o-dlgebra) se satisfaz as

seguintes condigoes:

(i) Qe F.
(17) se ACQ, Ae F= A° € F (F & fechado sob complementos).
(731) se {An :n € N} é tal que A, € F Vn, entdo

GAnE}".
n=1

(F é fechado sob unides contéveis.)
FEzercicio 3.1. Seja  um conjunto nao vazio e F = P(2), ou seja, o conjunto de
todos os subconjuntos de 2. Entao, F é um espago de eventos em (2.
Solugdo. Precisamos mostrar que F = P () satisfaz as trés propriedades da 3.5.

(1) Q C Q e, portanto, Q € P(Q) = F.
(44) Suponha que A C Q, A € F. Entdo, A° =Q\ A C Q. Assim, A° € P(Q) =
F.
(#i1) Suponha que A,, sdo tais que A, C Q, Vn € N. Entao

e
n=1

Ezxercicio 3.2. Seja A C 2 um subconjunto néo vazio de €. Entao

0=0=|JA,ePQ)="F.

1 n=1

s

n

{0, A, A°,Q}

é um espacgo de eventos em ().

Solugdo. Precisamos mostrar que {(), A, A, Q} satisfaz as trés propriedades da
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3.5.

(i) Q € F por definigdo.
(74) Verificamos que a propriedade ¢ satisfeita para cada evento: (¢ = Q € F,
Ace F, (A)=AecF,Q=0eF.
(#91) Seja {B, : n € N} uma sequéncia de subconjuntos de Q2 tal que B,, € F
Vn. Vamos considerar todas as possibilidades:
e Se todos os conjuntos B,, forem idénticos e iguais a B (ou seja, B € F),
ou existe uma subsequéncia B,,, de conjuntos que sdo idénticos a B e
o restante é todo 0, entdo |J,—, B, = B € F.
 Se pelo menos um dos conjuntos for o espago amostral (por exemplo,

B; = Q, para algum i € N), entao

5o o
n=1

e, portanto, | J;—; By, € F.

e Se houver pelo menos um conjunto A e um conjunto A€, entao
o0
Q=AvAc|)B.cQ
n=1

onde o ultimo relacionamento segue do fato de que todos os eventos sao

subconjuntos de €. Portanto, | J7, B,, = e, assim, Uff:l B, € F.

n=1
Proposigao 3.6. Seja F um espago de eventos em ). Entdo

(a) F é fechado sob unides finitas.
(b) F é fechado sob intersegies finitas.

(c) F é fechado sob intersegies contdveis.

Demonstracao.

(a) Sejam Aq,..., A, € F.Defina A; =0 € FV j > n,portanto A,, € FVn >
1. Como os conjuntos vazios ndo contribuirdo para a unido, podemos mostrar

que
o0

OAj:UAjef,
j=1

Jj=1

pois F é fechado sob unides contaveis.
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(b) Sejam Aq,..., A, € F. Queremos mostrar que ﬂ;;l A; € F. Pelalei de De
Morgan (mostrando que cada elemento de um conjunto precisa pertencer

ao outro conjunto também)

c

N4 ={U4
j=1 j=1

Como o espago de eventos F ¢ fechado sob complementos, A € F, para
todo j = 1,...,n. Como é fechado sob unides finitas (afirmagao 1 da

proposicdo, mostrada acima),

OAj eF
j=1

. n
Ao tomar o complemento mais uma vez, segue que [ ) =1 Aj e F.
(¢) A prova é semelhante & da afirmagdo 2 acima, observando que a lei de De
Morgan também vale para unides e interse¢oes contaveis. Ou seja, podemos

escrever .

3.2 Probabilidade

O ultimo elemento da tripla do espaco de probabilidade é a medida de
probabilidade P. Na defini¢ao 1.1 do espago de probabilidade uniforme, definimos
a medida de probabilidade como uma func¢do do espago de eventos para [0, 1], de
modo que a probabilidade do evento Q (‘o resultado estd no espago amostral’)
é 1 e para dois eventos disjuntos A, B, P(AU B) = P(A) + P(B) — a ultima

propriedade pode ser generalizada por inducgdo para a aditividade finita: se

Ay, ..., A, sdo eventos disjuntos, entdo
i=1 k=1
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Isso é suficiente para espagos de probabilidade infinitos? Vamos considerar o

seguinte

Ezemplo 3.7. Seja Q =N* ={1,2,.. } o conjunto dos niimeros naturais positivos
e F =P(Q). Suponha que P({n}) = 2”, para todo n > 1. O que esperariamos

que o evento {2n|n > 1} (‘o resultado é um ntimero par’) seja?

Intuitivamente, somariamos as probabilidades correspondentes ao resultado ser

par, ou seja,
1 1 1
P({2n[n > 1}) = Z P({2n}) = Z S = Z o3
n=1 n=1 n=1

(Note que o evento {n} corresponde a ‘o resultado é n’). O cdlculo acima néo
pode ser justificado, a menos que estendamos a propriedade da aditividade finita
para valer também para unides contéaveis de eventos disjuntos. De fato, é isso

que fazemos!

Definicdo 3.8 (Medida de Probabilidade). Dado um espago amostral Q e
um espago de eventos F, uma funcao P : F — R é chamada de medida de

probabilidade se satisfaz
(i) P(B) € [0,1] para todo B € F;
(i) P(Q) = 1;
(791) (Aditividade Contével) Para todo A, € F, n > 1 eventos disjuntos (ou

seja, para todos m,n > tais que m #n, A, N A, =0,

P <U An) =Y P4,
n=1 n=1
Noés agora apresentamos a definicdo de um espago de probabilidade abstrato.

Definicao 3.9. Um espago de probabilidade é definido como o triplo (2, F,P),

onde

e Q (0 espago amostral) é o conjunto de todos os possiveis resultados do
experimento (sempre assumimos que nao é vazio);
e F é um espago de eventos de subconjuntos de €.

e P é uma medida de probabilidade em F.
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Proposicao 3.10. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Entio, P possui

as sequintes propriedades

(a) Se A,B € F tal que A C B, entdo
P(B— A) =P(B) —P(A).

Observe que B — A = B N A° e deve ser interpretado como ’todos os
elementos de B que nado estdo em A’.
(b) Para todo A € F,
P(A°) =1 - P(A).

(c) P(0) =0.

Demonstracao.

(a) Escrevemos B como a unido do conjunto com todos os elementos em B
que nao estdo em A e aqueles que estdo, ou seja, B = (B — A) U A. Pela
aditividade finita,

P(B) = P((B — A)UA) = P(B — A) + P(A),

0 que prova a afirmagcao.

(b) Usando a propriedade acima,
P(A) =P(Q2— A) =P(Q) —P(A) =1 —P(A).
() P0)=P(Q°)=1-P(Q)=1-1=0.

O

Podemos usar a aditividade contavel para calcular a probabilidade de uma uniao
de eventos disjuntos. Como podemos calcular a probabilidade de qualquer uniao

de eventos? A seguinte proposi¢ao nos fornece uma maneira de fazer isso.

Proposicao 3.11 (Férmula de Inclusdo-Exclusio). Seja (2, F,P) um espago de

probabilidade. Entdo, para qualquer colegio finita Ay, ..., A, de eventos em F,
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temos

P (U Ak> =D YT P4 NN Ay
k=1 k=1 1< < <ip<n
Observagdo 2. A férmula 3.11 acima usa uma notagdo concisa e ndo é

imediatamente facil de interpretar. Para entendé-la melhor, vamos considerar

alguns casos especificos.

e n=2
2 2
P (U Ak> => (=D T P(AIN N Ay)
k=1 k=1 1<ip < <ip <2
= P(A)— > P(A;, NA)
1<i<2 1<41<i2<2
= ]P)(Al) + P(AQ) — ]P(Al N AQ) .
e n=23

3 3
P (U Ak> => (=D YT P(AN-- N Ay)
k=1 k=1 1< << <3

= P(A)— > P(A;, NA;)

1<i<3 141 <i2<3

+ Y P(A,NA;,NAL)

1<41 <i2<i3<3
=P(A;) + P(As) + P(A3) —P(A; N Ay) —P(A; N A3)
—P(A2NA3)+P(A; NAsN A3).

Portanto, a soma Zl<i1<,__<ik<2 deve ser interpretada como a soma de
todos os k-uplas (i1,...,%) de nimeros {1,...,n} sem repeticdo (as
desigualdades sao estritas). Como vimos na segao 2, existem (2) dessas

k-uplas, portanto a soma tera (Z) parcelas.

Demonstragao. Vamos provar o resultado apenas para n = 2 (a prova do passo

de indugao no caso geral é semelhante, mas mais confusa!). Escrevemos

A1UA2:(A1—B)UBU(A2—B),
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onde B = A; N Ay. Os conjuntos A; — B, B e Ay — B sdo todos disjuntos, entao

podemos escrever
P(A; UAy) =P((A1 —B)UBU(Ay; — B)) =P(A; — B) + P(B) + P(A2 — B)

usando a aditividade finita. Sabemos, pela proposi¢ao 3.10, que P(A; — B) =
P(A;) — P(B) e, da mesma forma, P(A; — B) = P(A3) — P(B). Substituindo

esses valores na férmula acima, obtemos
P(A1 UAs) = (B(Ay) — B(B)) + B(B) + (P(As) ~ B(B)) = P(4;) +P(4z) ~B(B),

0 que comprova a alegacao. O

Proposigao 3.12. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Se A,B € F e
A C B, entdo
P(A) < P(B).

Demonstragio. Uma vez que A C B, segue que P(B — A) = P(B) —P(4) ou,
equivalentemente, P(A) = P(B) —P(B— A) < P(B), onde a desigualdade decorre

do fato de que as probabilidades sdo sempre nao negativas. O

Proposicao 3.13 (Desigualdade de Boole). Seja (Q, F,P) um espaco de
probabilidade. Se Aq,..., A, € F, entdo

P <U Ai> < Z]P’(Ai) (%)

Demonstrac¢do. Procedemos por indugao. Para n = 2, observe que
P(A; UAs) =P(A1) + P(4s) —P(A1 N As) < P(A1) + P(A4,).

—_———
>0

Portanto, (*) vale para n = 2. Suponha agora que (*) vale Vj < n, entdo
precisamos provar que vale para n + 1 eventos. Seja Ay,...,A,4+1 € F, entdo,

argumentando como acima, temos

n+1 n
P UAj =P UAj U An1
j=1 j=1
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P(U Aj +P(An+1)—]ID UAJ ﬂAn+1

j=

-
<.
Il
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=
>
+
i

b
3
£

3
<.
Il
_
3
T
—

P(A)) + B(Aui1) = Y P(A)). o

a=1 j=1

Revisao de espagos de probabilidade

Q — espaco amostral: elementos w € ) sado resultados, €2 é um conjunto nao vazio.
F — espago de eventos: elementos A € €2 sdo eventos (4 C Q)
Deve satisfazer trés condigoes:

« F£0D
e A¢ € F para todo A € F
. (UOO

n=1

A,) € F para toda sequéncia de eventos Aj, As, As, ...
Consequéncias dessas condicoes:

o Q€ F (de fato, tome A € F, AUA® =Q)
o 0 € F (de fato, Q¢ = 0)
o (N22,A4,) € F para cada sequéncia de eventos Ay, Az, As, ...
(de fato, N7 An = (U521 A7)¢)
P — medida de probabilidade: P : F — R.

Deve satisfazer trés condicoes:

o P(A) >0 para todo A € F
« P(Q)=1
o P é aditiva contdvel: P(US2, A,) = >"°° | P(A,)

para cada sequéncia de eventos disjuntos Ay, Ao, As, ...
O triplo (2, F,P) é chamado de espago de probabilidade.

Ezemplo 3.14 (Espagos de probabilidade uniformes). €2 é um conjunto finito,
F =P(Q), P(4) = 5.
Ezemplo 3.15. Nao existe um espago de probabilidade para modelar o

experimento "escolher um numero inteiro aleatoriamente'. Por mais que
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gostariamos de dizer que um niimero inteiro X escolhido aleatoriamente sera
par com probabilidade % e o ultimo digito em sua representacao decimal serd 7
com probabilidade %7 nao existe um espago de probabilidade que possa modelar
isso. Mais precisamente, para Q = Z, F = P(Z), nao existe uma medida de
probabilidade P : F — R tal que P({j}) = P({k}) para todos j,k € Z. De fato,
se P({j}) > 0, entdo P(Z) = > x € ZP({z}) = +o0, e se P({j}) = 0, entdo
P(Z) => x € ZP({x}) = 0, e em ambos os casos PP viola os requisitos para ser

uma medida de probabilidade, ou seja, P(Z) = 1.
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4 Probabilidade Condicional e Independéncia

4.1 Probabilidade Condicional

Ezemplo 4.1. Suponha que antes de langar um dado justo, vocé faz uma aposta
de uma libra que o resultado serd 3. Seu amigo vé o resultado antes de vocé e
lhe diz que o dado mostrou um niimero par. Vocé continuaria com a aposta ou
desistiria dela? E se vocé fosse informado de que o resultado é impar? Como

essas informacoes parciais sobre o resultado mudam a probabilidade?

Modelamos o espago de probabilidade correspondente ao langamento de um dado
justo tomando Q = {1,2,...,6}, F como o conjunto de todos os subconjuntos e
P como a probabilidade uniforme sobre ele. Entao, o evento que nosso amigo

nos diz que ocorreu é

3 1
B ={2,4,6}, e sua probabilidade é P(B) = 6= 3 >0
O evento favoravel para nos é
- , 1
A ={3} e sua probabilidade é P(A) = 5

Saber que o resultado é par pode ser interpretado como mudar o espago amostral
de € para B. Intuitivamente, assumiriamos que a probabilidade no novo espaco
amostral permanece uniforme, mas a probabilidade de cada resultado muda de
% para %7 pois agora existem apenas 3 resultados possiveis. Dado que nosso
resultado preferido, o 3, ndo esta no novo espago amostral, esperariamos que a
probabilidade de obter 3 seja 0 e, portanto, faria sentido desistir da aposta. Se,
por outro lado, nos dissessem que o resultado é impar, poderiamos reformular
o espago de probabilidade como um com espago amostral B¢ = {1,3,5} e
esperariamos que a probabilidade de vencer a aposta fosse %, pois é um dos 3

resultados possiveis.

E se apostdssemos em {2,3}7 Entdo estarfamos olhando para a quantidade
de maneiras pelas quais ainda podemos vencer, dividida pela quantidade de

resultados possiveis. Portanto, de acordo com nossa intuigcdo, esperariamos que
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a probabilidade atualizada, dada que o evento B ocorreu, fosse

Lot P(ANB)

_jAnB| (
Bl dEy  PB(B)

P (4) 5
2]
Mas isso é uma probabilidade bem definida?

Proposigao 4.2. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade e B € F tal que
P(B) > 0. Seja Pp : F — R tal que

Po(4) = P(AIB) = -5 o

Entdo, Pp ¢ uma medida de probabilidade.

Demonstracao. Precisamos verificar se todas as propriedades das medidas de

probabilidade sao satisfeitas.

(¢) Primeiro, precisamos mostrar que Pp estd definido para todo A € F e
assume valores em [0, 1], ou seja, Pp é um mapeamento de F para [0, 1],
como deveria ser.

e Seja A € F. Assumimos que B € F e, portanto, AN B € F, pois o
espago de eventos é fechado sob intersegoes. Portanto, P(A N B) esta
bem definido e, como P(B) > 0, sua razao Pp(A) = % estd bem
definida.

e AN B C B e, portanto, P(AN B) < P(B) (proposi¢ao 3.12). Segue
que Pp(A) < 1. Da mesma forma, como P(AN B) > 0e P(B) > 0,
segue que Pp(A4) > 0. Portanto, Pg(A) € [0, 1].

(i)
(QNB) P(B)

P
PO =T Ee)

conforme requerido.
(13¢) (aditividade contével) Seja A,, € F para todo n > 1, de modo que A, N

A, = 0 para todos n # m (eventos disjuntos). Entao

(0] ((04)
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Agora, como A, € F e B € F para todos n > 1, segue que A, N B € F para

todos n > 1. Além disso, os eventos A,, N B sdo disjuntos. De fato, para n # m
(A,NB)N(A,NB)CA,NA,=0.

Uma vez que P é uma medida de probabilidade, ela é aditiva contével, o que

implica que

(%) = ﬁ S FANB) =3 W =3P |B) = Y Po(4n).

n=1 n=1

O

Definicao 4.3. Seja (92, F,P) um espago de probabilidade e B € F tal que
P(B) > 0. Para A € F, a probabilidade condicional de A dado B é denotada por
P(A|B) e é definida como

P(AN B)

P(AIB) = ~p ()

Exzxercicio 4.1. Um experimento consiste em lancar uma moeda justa 7 vezes.

(a) Descreva o espago de probabilidade associado a ele.
(b) Seja E o evento correspondente a obter um ndmero primo de caras. Qual
éP(E)?
(c) Seja B o evento "Cara ocorre pelo menos 6 vezes'. Qual é P(E|B)?
Solugdo.
(a) @ = {(a1,...,a7) : a; € {H,T}} = So7({H,T}), F é o conjunto das

partes de €2 e P é a probabilidade uniforme, ou seja, P é tal que

|A]
VAe F P(A) = =.
|€2]
Lembrando que |Q| = |S27({H,T})| = 27.
(b) Para i = 1,...,7, seja A; o evento "obtemos exatamente i caras". Os

elementos de A; podem ser caracterizados de forma tnica pela posicao

de H na sequéncia. Portanto, pelo principio fundamental da contagem,
|A;| = (Z) Assim,
1/7
P40 = 5 (1)
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Agora, observe que A; N A; = ) para i # j (nenhum resultado tem tanto ¢
quanto j caras) e
E=AUA3UA5UA7.

Entéao, pela aditividade finita

P(E) = P(Ay) + P(A3) + P(A5) + P(A7)
-7+ @)z (e (e

(¢) B é o evento "H aparece pelo menos 6 vezes", entdo B = Ag U A7. Observe

que,

P(B) = P(Ag) + P(A7) = () ()217
1_

o 7! T+l _T+1 8 1
~ 6! 27+W 9T T o7 27T T o7 o4

Agora, podemos calcular P(F|B). Pela definicao,

P(E N B)

P(E|B) = P E]

Como ENB = (A2UA3U A5 U A7) N (Ag U A7) = Az, temos

7IP’(A)71/2772471
P(EIB) = IE”(B7) T1/2t 2T 8T

Exemplo 4.4. Um estudante compra 2 macas, 3 bananas e 5 cocos. Todos os dias

o estudante escolhe uma fruta uniformemente ao acaso e a come.

O espago amostral é o conjunto de todas as triades que podem ser construidas
com as frutas disponiveis, em que cada resultado corresponde a fruta comida
em cada dia. Como no final dos trés dias temos todas as informacoes, o espaco
de eventos é o conjunto das partes do espago amostral. Definimos os eventos
A; = {o estudante come uma maca no dia i}, B; = {o estudante come uma

banana no dia i} e C; = {o estudante come um coco no dia i}.

(a) Qual é a probabilidade de o estudante comer um coco no dia 1 e uma banana
no dia 27 O evento o estudante come um coco no dia 1 e uma banana no dia
2’ corresponde ao evento C'1 N By. Observe que a maneira como a informacgao

sobre a probabilidade é codificada é por meio de probabilidades condicionais:
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a afirmacdo 'todos os dias o estudante escolhe uma fruta uniformemente
ao acaso e a come’ pode ser interpretada como a probabilidade condicional
de escolher qualquer uma das frutas restantes uniformemente ao acaso,
entdo sabemos que 3

P(Bs|Cy) = 9

Segue da defini¢cdo de probabilidade condicional que

35 1
P(C1 N Bz) = P(B:|C1)P(Ch) = 910 " &

Escrever a probabilidade de intersecao de dois eventos como um produto de
uma probabilidade condicional e uma probabilidade é chamado de 'regra
da multiplicacao’ e pode ser estendido para interse¢oes de mais de dois

eventos. Por exemplo, consideremos a seguinte pergunta.
(b) Qual é a probabilidade de no terceiro dia o estudante comer a tltima maga?
Como existem exatamente duas magas, isso significa que o estudante comera
a primeira maga no dia 1 ou no dia 2. Portanto, se A é o evento ’estudante

come a ultima maca no terceiro dia’, podemos escrever
A= (A1 NASNA3)U (AN AN A3).
Observe que os eventos A1 NASN A3 e A{NAyN Ag sio disjuntos, portanto

P(A) =P(A1 N AN A3) + P(AT N Az N A3)

= P(A1)P(A3]|A1)P(A3[ Ay N AF) + P(AT)P(A2|A1)P(As| AT N Ap)
2 8 2 1 1 1 2

10

8 1 N
9 8 10 9 8 45 45 45

usando a regra da multiplicagdo duas vezes.

Proposigao 4.5 (Regra da Multiplicagao). Seja (2, F,P) um espago de
probabilidade e Ay, ..., A, € F de modo que P(A;N---NA,_1) > 0. Entdo,

P(A1N---NA,) =P(A1)P(A2|A1)P(As|A; N Ag) .. .P(AJA1 NN A1)

Demonstracao. Observe que parak =1,...,n—1, AiN---NA D AiN---NA,_1.
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Portanto, pela Proposicdo 3.12 e pela hipotese
P(AiNAsN---NA;) 2P(AN---NA,_1) >0.

que garante que todas as probabilidades condicionais no lado direito sejam bem
definidas. O resultado segue de uma aplicacgao direta da definicdo de probabilidade

condicional no lado direito:

P(Al)P(A2|A1)P(A3‘A1 N AQ) S P(An|A1 N---N Anfl)
P(A1 N As) P(As N A1 N Ay)  P(A1N---NAy)

P(A;) P(A;NAy)  TTPAIN--NAL1)
—P(AN---NA). 0

= P(4y)

4.2 Lei da Probabilidade Total

Ezemplo 4.6 (4.4 continuado). Suponha que agora nos seja perguntado para
calcular a probabilidade de o estudante comer um coco no dia 2. Para calcular
a probabilidade, precisamos condicionar o que aconteceu no dia 1, percorrendo
todas as opgoes possiveis. Neste caso, existem duas opcoes que afetam o célculo
da probabilidade condicional: se o estudante também comeu um coco no dia 1

(evento C7) ou nao (evento C%). Portanto,

1

5.3
910 2

P(C2) = P(Ca|Ch) - P(Cy) + P(C2|CY) - P(CY) = % : %

De onde vem esta féormula? Nés escrevemos
Cy=(CanCh) U (CanCY).
Assim, a partir da aditividade finita, segue que
P(Cy) =P(CaNCh) +P(Cy N CY).

Ao aplicar a regra da multiplicagdo as probabilidades condicionais acima, obtemos

a férmula que é um exemplo especifico da lei da probabilidade total.

A lei da probabilidade total nos permite calcular a probabilidade de um evento,

condicionando em todas as instancias possiveis de um ’evento diferente’, ou, de
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forma mais formal, em todos os conjuntos de uma particao do espago amostral.

Definigao 4.7. Seja (Q, F,P) um espago de probabilidade. Seja B,, € F para
todos n=1,..., N} (onde N é finito ou infinito). Entdo, a cole¢io de todos os
B, {B,:n=1,...,N}, é chamada de particio de 2 se

oB #@ Vn 7J\/v.
e B,NB, =10 Vn;&m
.Ur]jl =Q.

Portanto, uma particdo é uma colegao de eventos nao vazios e disjuntos que

abrange todo o espago.

Proposicao 4.8 (Lei da Probabilidade Total). Seja (2, F,P) um espago de
probabilidade e {B,, :n=1,...,N} com N finito ou infinito, seja uma parti¢io
de Q tal que P(B,) >0, Vn=1,...,N. Entdo, para todo A € F

N
B(A) = S P(A[B,)P(B,).

Demonstragao. Observe que, uma vez que {B, : n = 1,..., N} forma uma
particao de 2, temos
N N
A=AnQ=AnJ)B.=JANB,).
n=1 n=1
Além disso, uma vez que os B,,’s sdo disjuntos, os conjuntos {ANB, :n=1...N}

também sdo disjuntos, portanto, pela aditividade finita/contével, temos

=P <LNJ An Bn> = ZN:IP(A NB,) = iIF’(A|Bn)]P’(Bn).

n=1

Na tultima igualdade, usamos a definicdo de probabilidade condicional com a
suposicao de que P(B,) >0 Vn=1,...,N. O

Exemplo 4.9. Um estudante enfrenta uma pergunta de multipla escolha, com 4

opgoes. O estudante ou sabe a resposta ou escolhe uma das respostas de forma

2

uniforme e aleatéria. A probabilidade de o estudante saber a resposta é 3.

(a) O estudante deseja calcular a probabilidade de responder corretamente.
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Vamos comecar definindo os eventos de interesse:

A = {o estudante responde corretamente}

B = {o estudante sabe a resposta}

As informagoes que temos sobre a probabilidade sdo que ’o estudante ou
sabe a resposta (e, portanto, responde corretamente)’ ou ’escolhe uma
das respostas de forma uniforme e aleatéria’. Isso pode ser expresso como
P(A|B) = 1 e P(A|B®) = 1. Também nos foi dito que a probabilidade
de o estudante saber a resposta é % Portanto, P(B) = % Dadas essas
informacoes, nos é pedido para encontrar P(A).

Uma vez que B e B° formam uma particdo do espago amostral, aplicando

a lei da probabilidade total obtemos

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|BS)P(B) =1- = +

W =
B

Wl N
| =

(b) O professor gostaria de saber a probabilidade de o estudante saber a resposta se
ele respondeu corretamente, ou seja, P(B|A). Como podemos usar as informagoes
que temos para calcular isso? Escrevemos

P(AnB) P(AB)P(B) % 8

PEIN="5@) = B4) 34 0o

Isso é um exemplo especifico do que é conhecido como a féormula de Bayes.

4.3 Teorema de Bayes

Teorema 4.10 (Teorema de Bayes). Seja (Q, F,P) um espago de probabilidade

e{Bn,:n=1,...,N}, com N finito ou infinito, seja uma particio de Q tal que

P(B,) >0 VYn=1,...,N. Entdo, para A € F tal que P(A) >0
P(A|B,)P(B,)

Demonstracao. Pela definicdo de probabilidade condicional e como A é tal

que P(A) > 0, entdo pela definigdo de probabilidade condicional e pela lei da
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probabilidade total:

_ P(B,NA) P(AB,P(B,)  P(A|B,)P(B,)
PO ="y = By - SN P(A|B)P(B;)

Ezemplo 4.11 (Falsos Positivos). Uma doenga tem uma incidéncia de 1 em 100
na populagdo. O teste diagndstico disponivel é tal que

2
100

e se vocé nao tem a doencga, o teste é positivo com probabilidade

e se vocé tem a doencga, o teste é positivo com probabilidade

_5_
1000

Uma pessoa recebe um resultado positivo. Qual é a probabilidade de ela realmente

ter a doencga?

Os dois eventos de interesse sio D = {a pessoa tem a doenca} e P = {a pessoa
tem um teste positivo}. Estamos interessados em P(D|P). As informagdes que
temos sdo P(D) = 15, P(P|D) = {2 e P(P|D°) = 5. Pelo Teorema de Bayes
P(P|D)P(D)

(P|D)P(D) + P(P|D¢)P(D¢) ~ 0.59.

P(DIP) = 3

O Teorema de Bayes nos permite calcular a probabilidade condicional de
um evento, dado outro, em termos das probabilidades condicionais inversas.
E particularmente 1til em Estatistica, levando a uma drea inteira chamada
Estatistica Bayesiana: enquanto na probabilidade, estamos interessados em
calcular probabilidades dadas um 'modelo’ (ou seja, informagoes suficientes que
determinam as probabilidades), na estatistica, estamos interessados em escolher
um modelo, dadas as observagoes que fazemos. O Teorema de Bayes nos permite

conectar os dois.

4.4 Independéncia

Definicdo 4.12. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Dizemos que os
eventos A e B sdo independentes se P(AN B) =P(A) - P(B).

Uma maneira de pensar na independéncia é que o conhecimento sobre a ocorréncia

de um dos eventos nao aumentard nem diminuird a chance de o outro ocorrer. De

fato, assumindo que P(B) > 0, vocé pode verificar que A e B sdo independentes
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se e somente se P(A|B) = P(A) (exercicio!). Em particular, se A e B sao

independentes, entdao A° e B também sdo independentes.

Observagdo 3. As nogdes de eventos "independentes'e "disjuntos"sdo muito
diferentes. Na verdade, essas noc¢oes sao normalmente incompativeis: dois eventos
disjuntos sdo independentes se e somente se a probabilidade de um deles for 0

(exercicio!).

Definicdo 4.13. Seja (Q, F,P) um espago de probabilidade e A;, As, ..., A,
sejam eventos. Dizemos que os eventos Ay, . .., A, sdo mutuamente independentes
aos pares se A; e Ay, forem independentes para todas as escolhas de j e k distintos.

Dizemos que os eventos Ay, ..., A, sao mutuamente independentes, se
P(Ajl N Ajz n---N Ajk) = P(Ajl )P(Ajz) T P(Ajk)
para todo k = 2,...,n e para todas as escolhas de 1 < j; < jo < -+ < jp < n.

No caso em que n = 2, independéncia aos pares é obviamente o mesmo que

independéncia mutua. No caso em que n = 3, independéncia aos pares significa

P(A; N Ag) = P(A;) - P(As)
P(A; N Az) =P(A;) - P(A3)
IP(AQ N As) = ]P(AQ) . P(Ag,)

enquanto independéncia mutua significa

P(A; N Ap) = P(A;) - P(A,)
P(A; N As) = P(A;) - P(A3)
P(Ay N As) = P(As) - P(A3)
P(A; N As N As) = P(Ay) - P(As) - P(A3).

Isso ilustra que a independéncia mutua é mais forte do que a independéncia aos

pares. E dificil listar as condigoes para valores maiores de n. Por exemplo, se

5
2

e a independéncia miitua envolve 2° — 5 — 1 = 26 condicdes a serem verificadas.

n = 5, a independéncia aos pares envolve ( ) = 10 condigdes a serem verificadas,
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Ezemplo 4.14. Dois dados sdo lancados. Sejam

Ay = {o primeiro dado é par}
As = {o segundo dado é impar}
Az = {soma dos dados é T7}.

Esses eventos sao independentes aos pares, pois

1

P(Al N AQ) = 1 = ]P)(Al) . P(AQ)
P(4; N A3) = 1—12 =P(A;) - P(A43)
P(A; N Ag) = %2 — P(As) - P(As).

Isso significa que, para cada par de eventos dessa familia, o conhecimento sobre a
ocorréncia de um deles nao afetard as chances de que os outros dois ocorram. Em
particular, nem A; nem A, isoladamente afetardo as chances de Az. No entanto,

saber que A1 e A ocorrem aumentard de fato a chance de que A3 ocorra, como

P(A3|A; N Ag) =

# = =P(4y).

=

1
3
De maneira mais formal,

1 1
P(A1 N A2 N Ag) = 5 # 52 = P(A1 N A2 11 Ag) = P(41) - P(Az) - P(4y).

Exemplo 4.15. Lance trés moedas justas. Considere os eventos:

A1 = Primeira moeda d4 Cara
Ay = Segunda moeda da o mesmo que a primeira moeda
Az = Segunda moeda d4 o mesmo que a terceira moeda

A, = Terceira da Coroa

Entao:
Esses eventos sao independentes aos pares.
Ay, As e Az sdo mutuamente independentes.

Ay, Ay, A3 e A4 ndo sdo mutuamente independentes.
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5 Variaveis Aleatorias

5.1 Definicao

Com frequéncia, estamos interessados em uma quantidade que é determinada

como resultado de um experimento dado.

Por exemplo, considere um jogo de azar em que dois dados sdo langados e vocé
recebe uma recompensa em dinheiro dada pelo valor méximo obtido entre os
dois dados. Como vocé modela essa situagao? Como de costume, cada resultado
é um par w = (w1,ws) onde ambos wy e wy estdo em {1,2,3,4,5,6}. Isso
é, O = {1,2,3,4,5,6}% = {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}. A recompensa é

determinada pelos valores de w; e wy por meio da tabela a seguir:

1 2 3 4 5 6
£1 £2 £3 £4 £5 £6
£2 £2 £3 £4 £5 £6
£3 £3 £3 £4 L5 £6
£4 £4 £4 £4 £5 £6
£5 £5 £5 £5 £5 £6
£6 £6 £6 £6 L6 £6

S T s W N

A palavra-chave aqui é ’determinada’: mesmo que o resultado seja aleatério, ele

é aleatorio apenas porque o resultado w é aleatorio.

Matematicamente, isso significa que o prémio X pode ser escrito como uma
funcdo do resultado w. Em geral, uma variavel aleatéria é uma fungao

X: Q=R

do espago amostral para o conjunto dos nimeros reais. Mais formalmente,
exigimos que as condicbes especificadas em termos de X sejam eventos aleatérios,

ou seja, eventos que o observador pode determinar se ocorrem ou nao.

Definicao 5.1 (Varidvel Aleatéria). Sejam (€, F,P) um espaco de probabilidade.
Uma varidvel aleatéria é uma fungdo X : @ — Rtalque {w € Q: X(w) < a} € F
para todo a € R.

No exemplo acima, podemos escrever X explicitamente como a funcao que atribui
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a cada par (wi,ws) o valor maximo entre eles, ou seja, X ((z,y)) = max{z,y}.

Usando essa ferramenta, podemos fazer afirmagdes como

Notagao. Por conveniéncia, usaremos a notacao simplificada

{X=5}={weQ: X(w)=5}), eP(X=5)=P{X =5}), etc.

E muito 1til considerar a medida de probabilidade no conjunto dos nimeros
reais induzida por uma variavel aleatéria. Se estamos interessados apenas no
valor de X, podemos deixar (2, F,P) de lado e tomar o espago amostral como
R.

Definigao 5.2 (Distribuicao). A distribui¢io de uma varidvel aleatéria X é a

medida de probabilidade em R denotada por Px e dada por
Px(B) =P({w € Q: X(w) € B})

para subconjuntos B em algum espaco de eventos no conjunto dos nimeros reais.

No exemplo anterior, Px (B) é determinada por seus valores

2k -1
Prl(h) = o k=1,2,8456 Px(R\{1,2,8,456)) =0

Notagao. O espago de eventos em R, denotado por B(R), é um espago de
eventos que contém conjuntos como {x} e (a,b]. Nao entraremos em detalhes
sobre a descrigdo de B(R). Vocé pode pensar nisso como a colegdo de todos os
conjuntos que podem ser obtidos aplicando um nimero contével de operagoes de

conjuntos (unido, interse¢do, complemento) a intervalos.

Observagdo 4. O espago 2 pode ser mais complicado do que R. Em geral,
(R,B(R),Px) pode ser mais simples do que (€2, F,P). Observe que Px foi
construido a partir de P e X. No entanto, nao é possivel reconstruir (2, 7, P)

nem X a partir de Px.

Proposigao 5.3. A funcio Px € uma medida de probabilidade em R.

Demonstracdo. Lembrando da Definicao 3.8. Verificamos as trés condigoes:
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(i) Px(B) =P(X € B) €[0,1].
(i71) Px(R) =P{w e N: X(w) e R}) =P(Q) = 1.
(i4i) Se By, Ba, Bs,--- € B(R) sdo disjuntos, entdo

Px <[j Bn> :IP({WIX(OJ) € G Bn}>
:P(G{w:X(w) EBn}>

=21 P({w: X(w) € By})
= Ezozl ]PX(Bn)

Nas desigualdades acima, usamos: definicdo de Px; que a pré-imagem da
uniao ¢é a uniao da pré-imagem; que a pré-imagem de conjuntos disjuntos

é disjunta, combinada com a aditividade contéavel de P; definicao de Px.

Isso prova a proposigao. O

5.2 Variaveis Aleatérias Discretas

Definicdo 5.4 (Varidvel Aleatéria Discreta). Seja (2, F,P) um espaco de
probabilidade e X uma variavel aleatéria. Dizemos que X e Px sdo discretos se

existir um conjunto finito ou infinito contdvel S C R tal que P(X € R\ S) = 0.

Defini¢ao 5.5 (Funcdo de Massa de Probabilidade). Seja (Q, F,P) um espago
de probabilidade e X uma variavel aleatoria discreta. Definimos a funcdo de

massa de probabilidade de X como a funcao px : R — [0,1] dada por
px(z) = Px({z}).

Observe que px € construido a partir de Px, e px é mais simples do que Px,
porque px recebe como entrada um ntmero e Px recebe como entrada um
conjunto de nimeros. Veremos abaixo que é possivel reconstruir Py a partir de

px no caso em que Px é discreto.

Defini¢do 5.6 (Suporte discreto). Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade e

X uma varidvel aleatéria discreta. Definimos o suporte discreto de X, ou, mais
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precisamente, o suporte discreto de sua distribui¢ao Py, como o conjunto

{z e R:px(z) > 0}

Como afirmado acima, para estudar Py, é suficiente conhecer px.
Proposigao 5.7. Seja X uma varidvel aleatéria discreta. Entdo

Px(B)= Y px(@)

rx€BNDx

para todo B € B(R), onde Dx denota o suporte discreto de X.

Notagao. Antes de escrever a prova, precisamos explicar o significado de
> wepnp- Uma vez que o conjunto BN D é contavel, podemos escrever BN D =

. o0
{®1,22,23,...}, e podemos considerar ) _p-p,px(z) como > .~ px (k).
Precisamos ter cuidado aqui, pois usamos uma "enumeragaoarbitraria de BN D.
No entanto, uma vez que os termos na soma sao nao negativos, outra enumeragao

significaria reordenar os termos, o que nao afeta o valor da soma.

Demonstracao. Pela definicdo de Px ser discreta, existe um conjunto contével
S C R tal que Px(S¢) = 0. Podemos decompor

Px(B) =Px(BNS)+Px(BNSY.
O segundo termo é zero, porque, uma vez que B NS¢ C 5¢,
0 <Px(BNSY) <Px(5°) =0.
Portanto,

Px(B) =Px(BNS) =Px(Urcpns{z}) = > Px({z}).
rzeEBNS

Se substituirmos D° em vez de B na férmula acima, obtemos Px(D¢) =
> wenens Px({z}) = 0, porque Px ({z}) = px (x) = 0 para todo = € D°.

Pelo mesmo argumento,

Px(B) =Px(BND)+Px(BND°)=Px(BND)= Y px(z),
zeBND
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0 que é o que queriamos provar. O

E conveniente especificar a distribui¢do de uma varidvel aleatéria dizendo o que
é px. Quando dizemos "seja X uma variavel aleatéria discreta com funcgao de
massa de probabilidade tal e tal,"o que queremos dizer? Isso realmente descreve
uma varidvel aleatoria? A préxima definicdo e proposicao respondem a essa

pergunta.

Definicdo 5.8 (Fungdo de Massa de Probabilidade). Uma funcdo f: R — [0, 1]

é uma fungdo de massa de probabilidade se o conjunto D dado por D = {x :
f(x) >0} é contével e Y\ f(z) = 1.

Proposigao 5.9. Seja f : R — [0,1] uma fungdo de massa de probabilidade.
Entao existe um espago de probabilidade (0, F,P) e uma varidvel aleatdria

discreta X tal que px(x) = f(z) para todo x € R.
Demonstragio. Tome D = {z : g(x) > 0}. Tome Q =R, F = B(R) e

P(B)= Y fla)

rxeBND

Finalmente, tome X (z) = z. Entdo X é uma varidvel aleatéria. Além disso,

Px(D)= Y flx)=0,

zeDND¢e

porque a soma sobre um conjunto vazio sempre é igual a zero. Portanto, X é

uma variavel aleatéria discreta. Vamos verificar que px = p.

Para x € D, temos

px(z) =Px({z}) =P{z}) = Y flz)= D [f(z)=f(a)

ze{xz}ND ze{z}

porque a soma de um tunico fator é igual a esse fator.

Por outro lado, para 2 € D¢, temos f(z) =0 e

px(@) =Y flz)=) f(z)=0=f(x).

z in{z}ND z€l

Portanto, px = p, como reivindicado, e isso completa a prova da proposicao. [J
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5.3 As distribuicoes discretas mais comuns

Definigao 5.10 (Distibui¢ao de Bernoulli). Dizemos que uma varidvel aleatéria
discreta X tem uma distribuicdo de Bernoulli com pardmetro p € [0, 1], denotado

X ~ Bernoulli(p), se sua fungdo de massa de probabilidade for

Ds z=1,
px(x) = 1—p, =0,

0, caso contrario.

Ezemplo 5.11. Seja Q = {C, T} (cara ou coroa para um lancamento de moeda)
com P(C) =peP(T) =1—-p, eseja X(C) =1e X(T) = 0. Entéo, X ~
Bernoulli(p).

Defini¢ao 5.12 (Distibuigdo Geométrica). Dizemos que uma varidvel aleatéria
discreta X tem uma distribuicio geométrica com pardmetro p € (0, 1], denotado

X ~ Geom(p), se sua funcdo de massa de probabilidade for

p'(l_p)x_17 LCEN,
px(z) =
0, caso contrario.

Para ver que px é de fato uma funcao de massa de probabilidade, observe que

dopx(k)=p-Y (1-pFt=p > (1-p'=p
k=0 = =

1 £=0

1 1
1—-(1-p

Variaveis aleatérias com distribuigdo geométrica surgem na seguinte situacao.
Suponha que realizamos repetidamente ensaios, cada um dos quais pode ser
um sucesso ou um fracasso. Assuma que os ensaios sdo independentes e a
probabilidade de sucesso é a mesma em cada um deles, igual a p. Entao, o nimero
de ensaios realizados até obtermos o primeiro sucesso segue uma distribuicao
geométrica com parametro p.

Observagio 5. Algumas referéncias menos comuns usam uma defini¢io diferente
para a distribuicdo geométrica com parametro p: eles consideram a distribuicao
em Ny (em vez de N) e a fungdo de massa de probabilidade px (k) = p- (1 — p)*,

para k € Ny. Uma variavel aleatéria com funcdo de massa de probabilidade px
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conta o nimero de ensaios fracassados realizados antes de obter o primeiro
sucesso. Portanto, no caso de um sucesso ja ocorrer no primeiro ensaio, o niimero

de ensaios fracassados é zero.

FEzxzemplo 5.13. Lancamos um dado repetidamente até obtermos um 6 pela
primeira vez. Seja X o ntmero total de vezes que langamos o dado. Entdo, X ~

Geom(3).

Definigdo 5.14 (Distribui¢do binomial). Dizemos que uma varidvel aleatéria
discreta X tem uma distribui¢io binomial com parametros n € Ny e p € [0,1],

denotado X ~ Binom(n, p), se sua funcdo de massa de probabilidade for

(Z)px(l_p)n—x7 376{0,1’_“77[},

0, caso contrario.

px(w) =

Observe que px ¢ de fato uma funcdo de massa de probabilidade, pois
n n -
1=+ - =3 (7)o -
k=0

Ezemplo 5.15. Lance um dado dez vezes e seja X o nimero de vezes que sai um
5 ou um 6. Entdo, X ~ Binom(10, 1).

Lembrando que 0° =1 e 0! = 1.

Defini¢do 5.16 (Distribuicdo de Poisson). Dizemos que uma varidvel aleatéria
discreta X tem uma distribuicio de Poisson com pardmetro A > 0, denotado
por X ~ Poisson(n, p), se sua fungdo de massa de probabilidade for

e M\
z!

z € Ny,
px(z) =
0, caso contrario.

Para mostrar que px ¢é de fato uma funcao de massa de probabilidade, calculamos

- - /\k A A . >‘k A A
Sopxly = Yo A e = e A oo
k=0 k=0 k=0

Variaveis aleatérias que contam ocorréncias raras entre muitos ensaios (como:

nimero de acidentes em uma estrada ao longo de um ano, niimero de erros
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de digitagdo em uma pagina de livro) normalmente seguem a distribuicao de
Poisson. Mais precisamente, uma variavel aleatéria de Poisson pode ser usada

para aproximar uma Binomial(n, p) quando n é grande, p é pequeno e np = X é
A

fixo. De fato, se X ~ Binom(n,p) para p = 2, entdo

pex =0 = () )i -t

() (0

:&n(n—l)...(n_k+1) (1_,\>n (1_/\>_k

k! nk n n
)\k
— ﬁe_)‘, para n grande

onde a aproximagao segue das seguintes aproximagoes para n grande:

A\" A
n(n—1).(n— k+1)/n* -1, (1) e A,
n n

Breve revisao de variaveis aleatodrias

Variavel aleatéria:
X: Q=R

com a exigéncia de que {w: X(w) < a} € F para todo a € R.

A distribuicio de X é Px : B — R, dada por
Px(B) =P({w: X(w) € B})

é uma medida de probabilidade em R, onde B é o espaco de eventos em R.

Uma variavel aleatéria X é discreta se existe um conjunto contavel S tal que
Px(S¢) =0.

Para X discreto, definimos a funcdo de massa de probabilidade de X como a

fun¢do px : R — R dada por

px(z) = Px({z}).

e o suporte discreto de X como o conjunto {z € R: px(z) > 0}.
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Se X é discreto, entdo

Px(B)= » px(@)

xe€BNDx

para todo B € B, onde Dx denota o suporte discreto de X.

Dizemos que uma fungdo f : R — R é uma funcio de massa de probabilidade se

f(x) > 0 para todo = € R, o conjunto {x € R : f(z) > 0} é contdvel e

> fl@)=1

z:f(x)>0

Dada uma funcao de massa de probabilidade f, é possivel construir um espaco
de probabilidade (€2, F,P) e uma varidvel aleatéria X tal que f seja a funcdo de

massa de probabilidade de X.
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6 Esperanca

Se lancarmos um dado justo muitas vezes, esperamos que cada um dos seis
resultados possiveis aparega cerca de um sexto do tempo, e assim a média dos

nimeros obtidos seria aproximadamente

Chamamos esse numero de esperanca de X.

6.1 Defini¢ao e exemplos

Definicdo 6.1 (Esperanga). Seja X uma varidvel aleatéria discreta. Definimos

a esperanga de X, denotada por E[X], como o nimero real dado por

EX]= Y  z-PX=a),

z:P(X=2)>0

desde que essa soma convirja absolutamente, caso contrario E[X] ndo estd
definida.

Terminologia. Dizer que ) a, converge absolutamente significa que >, |a,|

converge.

Definicado 6.2 (Integravel). Dizemos que uma varidvel aleatéria discreta X é

integrdvel se a sua esperanca estiver definida, ou seja, se a soma
> |z| - P(X =)
z:P(X=x)>0
for convergente.

Notagao. O fato de que E[X] depende de X fica evidente pelo fato de
"X'"aparecer em "E[X]"e o fato de que depende de P fica em parte aparente

pelo uso da mesma fonte em "E'e "P".

Exemplo 6.3. Lance uma moeda justa 4 vezes e conte o nimero de caras.

E[X]=0-P(X=0)+1-P(X =1)+2-P(X =2) +
+3-P(X =3)+4-P(X =4)
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1 4 6 4 1
=0 gl 2 e 3 A

=2.
Ezemplo 6.4 (Funcéo indicadora). Seja A € F e defina X como

1, weA,
X(w) =
0, we A"

Uma funcgéo assim é chamada de fun¢do indicadora do conjunto A e é denotada
por 1 4. Nesse caso, E[X] =0 x P(A°) +1 x P(A) = P(A4). Ou seja,

E[14] = P(A).

Ezxemplo 6.5. Lance um dado justo duas vezes e some os valores observados.

3 4 5 6
E[X]=2% — 43X = 44X 2 +5% —+6x > +7x —

[X] ><36+ 36+ T T T ST
5 4 3 2 1

=l 0% S b1l = 412% — =T,
8><36+9><36+ 0><36+ ><36+ 36

Ezemplo 6.6. Pegue 3 cartas de um baralho de 52 cartas, uma apés a outra e

sem reposicao, e conte quantas sdo damas de ouros.

48 - 47 - 46 1 3-48-47-4

E[X] =
X =0x o550t X 525150
Lg 34843 . 432 3
52-51-50 52-51-50 13"

Ezemplo 6.7 (Poisson). Se X ~ Poisson(\), entéo

L Ae? L AN
X]:ZO" nl :Z(n—l)!:
n=

n=1

_ At _ _
— e AZ n_l _ /\Zk'_ )\)\:)\.

Portanto, a esperanga de uma varidvel aleatéria distribuida como Poisson()) é
A
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Ezemplo 6.8 (Binomial). Se X ~ Binom(n,p), entdo

n

BT = Z’“(Z)”k“ -t = ZH(Z_ i)p’“u —p

k=0 k=1
n—1 n—1
an (n;1>pj+1(1_p)n—j—1 :npz (n]_,l)pj(l_p)n_l_j
=0 =0

=nplp+ (1 —p)]""' = np.

Ezemplo 6.9 (Geométrica). Suponha que X ~ Geom(p). Vamos calcular

E[X] =Y n(l-p)"'p

através da diferenciacdo de uma série de poténcias. Escrevendo x = 1 — p,

podemos desenvolver da seguinte forma:

EX =Y np-(1-p)t =p3 . an!
n=1 o
ngi[mn]: i[g n]:p %[1;;}
—p-(~(1-2)7?) (71)—%.

1
z
Sabemos que a série de poténcias ), x™ converge se || < 1, e estamos aceitando

Portanto, a esperancga de uma variavel aleatéria distribuida como Geom(p) é

uma propriedade que diz que a série de poténcias pode ser diferenciada termo a

termo dentro desse intervalo.

6.2 Propriedades da esperanca

. . ; 1 1 1 1 -7 7 3 _ 1 1 1
Nos exemplos acima, 2 = 5+ 5+ 5+ 35, 7T=5+35, 73 =13 +13+ 13 ©

np =p+ -+ p. Isso ndo é uma coincidéncia. Vem do fato de que
E[X +Y] =E[X]+E[Y]

para variaveis aleatérias discretas integraveis X e Y.

Teorema 6.10. Sejam X e Y waridveis aleatdrias discretas integrdveis definidas
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no mesmo espago de probabilidade (2, F,P). Entdo:

(1) E[14] =P(A) para todo A € F,
(2) Se0< Z < X para todo w € Q, entdo 0 < E[Z] < E[X],
(3) E[aX +bY] = aE[X] + DE[Y].

Dizemos que a expectativa é unitdria, mondtona e linear.
Veremos uma prova mais adiante.

Exemplo 6.11. No Exemplo 6.3, podemos definir X7, X5, X3 e X4 como a funcdo
indicadora dos eventos em que o primeiro, segundo, terceiro e quarto lancamentos
da moeda resultaram em Caras, respectivamente. Como X = X1 + X5 + X3+ X4,

podemos obter a expectativa usando a linearidade, como em
1 1 1 1
E[X] = E[Xi] + E[Xo] + E[X3] + E[X4] = 3t3tsts=2

em vez de calcular a funcao de massa de probabilidade de X.

Exemplo 6.12. No Exemplo 6.5, observe que X =Y 4+ Z, onde Y e Z representam
o resultado do primeiro e do segundo dados. Assim,
E[X]=E[Y]+E[Z] =

+-=T

N~

Ezemplo 6.13. No Exemplo 6.6, observe que X = X; + X5 + X3, onde Xj é a

indicadora de se a k-ésima carta é uma rainha. Diferentemente dos exemplos

anteriores, observe que aqui X1, X2 e X3 nio sdo "independentes’ (uma nogao

precisa de independéncia serd introduzida mais adiante). No entanto, cada uma
1

delas individualmente satisfaz E[X}] = 13, e podemos calcular

E[X] = E[X1] + E[Xs] + E[Xs] = %

FEzemplo 6.14. No Exemplo 6.8, observe que X tem a mesma distribuicdo que

X1+ -+ X, onde cada X}, é distribuida como Bernoulli(p), e, portanto,

E[X] =E[Xi] +-- + E[Xo] = (p+--- +p) = np.

Nos exemplos anteriores, foi mais facil calcular a expectativa usando a linearidade

do que usando a distribuicdo de X. Em muitos outros casos, descrever a
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distribuicao de X de uma forma que nos permita calcular a expectativa pode
ser muito dificil ou até mesmo impraticiavel, mas ainda assim pode ser possivel

calcular a expectativa usando a linearidade.

Exemplo 6.15. Uma gaveta contém 10 pares de meias, todos diferentes entre si.
Alguém abre a gaveta no escuro e retira 6 meias dela. Qual é a expectativa de
X, o ntimero de pares formados pelas meias retiradas? E mais conveniente supor
que as meias sejam retiradas em ordem, da 1-? & 6-*. Vamos contar quantas delas
tém um par que também foi retirado. Isso dard um niimero N que é o dobro
do ntimero de pares, porque cada par serd contado duas vezes, entao N = 2X.
Observe que N = X; + ---+ X, onde Xi, = 14, e Ag é o evento de que o par
da k-ésima meia retirada também foi retirado Entdao P(Ag) = 3

19

portanto, E[N] = E[X;] + - -+ + E[Xg] = 6 - ;. Portanto, E[X] = E[J] = 13. A

combinatorial envolvida em mostrar que ]P’(Ak) = 1—9 pode nao ser muito facil,

(exercicio!) e

mas é muito mais facil do que descrever a distribui¢do de V.

6.3 Funcao de uma variavel aleatéria

Proposigao 6.16. Seja X uma varidvel aleatoria discreta e g : R — R uma

fungdo qualquer. Entdo

Elg(X)] = Y g(z) -P(X =),

r€Dx

se esta soma convergir absolutamente, e E[g(X)] € indefinida se nio convergir.

Na soma, Dx denota o suporte discreto de X.

Exemplo 6.17. Suponha que px(z) = 3 para 2 = 1,2,3. Vamos calcular E[(X —

2)?] de duas maneiras. Para a fungio g(z) = (z — 2)?, queremos calcular E[g(X)].

A primeira maneira é a seguinte. Defina a varidvel aleatéria Z = g(X) = (X —2)?
e calcule E[Z] a partir da definigdo. Comegamos calculando pz(0) = P(X €
{2}) =3 e pz(1) =P(X € {1,3}) = 2, obtendo a tabela

pz(2)

= O
Wi Wl
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e, finalmente, E[Z] =0 - % +1-2= % Para a segunda maneira, basta escrever

)
—~
&
e
~
—
=

[l
Wl Wl Wl

e calcular E[g(X)]=1-3+0-2+1 -3 =2

n=0 n=1

> /\"8_>‘ 0 )\ne—)\
_;(nq)ﬁ;(” ey

0 A 0 AteA
_;(n—l)!+z(n—2)'

& )\n72

e )\nfl
AN Ny
— (n—1)! = (n— 2)!

=X i )\fk + A% i A"
k! m!
k=0 m=0

=+ A2

Embora tenha havido muita computacao algébrica envolvida, a alternativa seria
pior: definir Z = X2, descrever o suporte discreto de Z, encontrar uma expressao

para pz(z), escrever E[Z] =) z-pz(2) e, em seguida, tentar avaliar a soma.

Ezemplo 6.19. Suponha que X ~ Geom(p). Como antes, calcularemos
EX? =Y n*(1—p)" 'p
n=1

por meio da diferenciacédo de duas séries de poténcia. Para fazer isso, escrevemos

z =1 — p e desenvolvemos da seguinte maneira:

oo
]E[XQ] — Z n? p- an_l
n=1
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n=0
oo oo 2
Zpgd*[xn]‘prnZ_oﬁ[mn}

d - n 2 — n
= g [ X e [ ]
B 1 2
TP TP e
_1 —p
=R
_2-p
==

Como antes, sabemos que a série de poténcia ) x™ converge se |z| < 1, e
estamos aceitando uma propriedade que diz que a série de poténcia pode ser
diferenciada termo a termo dentro desse intervalo.

Ezemplo 6.20. Suponha que X ~ Geom(p). Para quais valores de ¢ a funcio e*X

é integravel e qual é o valor de E[e!X]? Podemos escrever
o0 oo e
E[etX]:Zetn.p.(l_p)n—l:petZ[et_(l_p)}n—lz p
n=1 k=0

Isso pode ser reescrito como

E tX) p
[ et+p—1

e é definido se e’ - (1 — p) < 1, ou alternativamente ¢ < In ﬁ, e é indefinido

caso contrario.

6.4 Variancia

Aqui introduzimos outra quantidade fundamental que descreve a distribuigao
de uma variavel aleatéria. Enquanto E[X] fornece o niimero médio de X, agora
definimos uma quantidade que quantifica o grau de dispersao de X em relagao

ao seu valor médio.
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Definicao 6.21 (Varidveis aleatérias quadrado-integraveis). Dizemos que uma
varidvel aleatéria discreta X é quadrado-integrdvel se X? for integravel, o que

significa que a soma

z:P(X=z)>0

é convergente. Observe que varidveis aleatorias quadrado-integraveis sao

automaticamente integrdveis, pois |z| < 1+ 2.

Definicdo 6.22 (Variancia). Seja X uma varidvel aleatéria discreta quadrado-

integravel e denote p = E[X]. Definimos a variincia de X como

Var(X) = E[(X — p)?].

Embora esta férmula seja a melhor definicdo para entender as propriedades da

variancia, muitas vezes existe uma maneira mais conveniente de calcula-la:
_ 2 2
Var(X) = E[X7] — (E[X])7,

que obtemos expandindo E[(X — p)?] = E[X? — 2uX + p?] = E[X?] — p?.

Ezemplo 6.23 (Poisson). Suponha que X ~ Poisson(\). Entao
Var(X) = E[X?] — (E[X])? = A+ A2 = A =),

portanto, a varidncia de uma varidvel aleatéoria de Poisson é igual a sua

expectativa.

Ezemplo 6.24 (Geométrica). Suponha que X ~ Geom(p). Entao

Var(X) = E[X?] — (E[X])® = - ==
Ezemplo 6.25 (Bernoulli). Suponha que X ~ Bernoulli(p). Entao

Var(X) = E[X?] - (E[X])* =p—p* =p- (1 —p).

Observe que
Var(aX) = a® - Var(X)

o que significa que Var(X) nao estd na mesma unidade de medida que X. Por
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exemplo, se X é medido em metros, entdo E[X] também é medido em metros,

mas Var(X) é medido em metros quadrados.

Para quantificar a dispersdo de X nas mesmas unidades de medida que X,

precisamos calcular a raiz quadrada.

Definicdo 6.26 (Desvio padrdo). Seja X uma varidvel aleatéria discreta

quadrado-integravel. Definimos o desvio padrao de X como
o(X) = +/Var(X).

Ao contrario da varidncia, o desvio padrao satisfaz o(aX) = |a| - 0(X).

O desvio padrao de uma varigvel aleatéria de Poisson é v/A, de uma varidvel
aleatéria de Bernoulli é 1/p(1 — p), e de uma varidvel aleatéria geométrica é

p72 _ pfl'
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7 Distribuigoes discretas multivariadas

7.1 Funcao de massa de probabilidade conjunta de duas

variaveis

Definicdo 7.1 (Fungdo de massa de probabilidade conjunta). Dadas duas
variaveis aleatérias discretas X e Y, definimos a fun¢do de massa de probabilidade

conjunta de X e Y, denotada por pxy : R? — R, e dada por
pX,Y(xvy) = IP(X = .’L‘,Y = y)7

ou, mais formalmente, P({w € Q: X (w) = z,Y (w) = y}).

Ezemplo 7.2. Lance dois dados, e seja X o valor maior e Y o valor menor. Entao,

pxy(z,y) paraxz=1,...,6 ey =1,...,6 é dado pela tabela

1 2 3 4 5 6
1 2 2 2 2 2
36 36 36 3 36 3
9l0 1 2 2 2 2
36 36 36 36 36 36
3/0 o 1 2 2 2
36 36 36 36 36 36
410 0o o 1 2 2
36 36 36 36 36 36
5/0 0o 0o o 1 2
36 36 36 36 36 36
6lo o 0o o o 1
36 36 36 36 36 36

e p(z,y) = 0 se x ou y ndo pertencerem a {1,2,3,4,5,6}.

Observe que

px(x) =P(X = x)
Y P(X=z,Y=y)+P(X =2Y ¢Dy)

yEDy

= Y P(X=2Y=y)
yEDy

= Z pX,Y(xay)
yEDy

para cada x € R, onde Dy denota o suporte discreto de Y.

Terminologia (Fungdo de massa de probabilidade marginal). A férmula acima
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para calcular a funcao de massa de probabilidade de X a partir da funcao de
massa de probabilidade conjunta de X e Y é chamada de fun¢do de massa de

probabilidade marginal.

Ezemplo 7.3. Uma sacola contém 1 bola vermelha, 2 verdes e 2 azuis. Retiramos 2
bolas da sacola, sem reposicao. Seja X o ntimero de bolas verdes retiradas, e Y o
niumero de bolas vermelhas retiradas. Entao, a funcdo de massa de probabilidade

conjunta de X e Y ¢é dada pela célula central da tabela abaixo:

yY\e| 0 1 2] total
0/01 04 0.1 0.6
1102 0.2 0 0.4
total | 0.3 0.6 0.1 1

Somando cada coluna, encontramos a funcao de massa de probabilidade marginal
de X, que é dada por px(0) = 0.3, px(1) = 0.6, e px(2) = 0.1. Somando cada
linha, encontramos a funcao de massa de probabilidade marginal de Y, que é
dada por px(0) = 0.6 e px (1) = 0.4.

7.2 Esperanca no caso bivariado discreto

Proposigao 7.4 (Esperanca no caso bivariado). Sejam X e Y wvaridveis

aleatorias discretas e g : R2 — R uma funcdo qualquer. Entdo

Eg(X, V)= > > glz.y) P(X=1Y =y),

ze€Dx y inDy

se essa soma convergir absolutamente, e E[g(X,Y")] € indefinida caso contrdrio.

Os conjuntos Dx e Dy na férmula denotam os suportes discretos de X e Y.
Demonstragao. Seja Z = g(X,Y'). Primeiro, observamos que, para cada z € R,

P(Z=2)=P(g(X,Y) =2z)
=P((X,Y) €g7'(2))

= > P(X =z, =y),

(zy)eg=t(2)ND
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onde D = {(z,y) : P(X = 2,Y = y) > 0}. O suporte de Z é dado pela imagem

Dy = g(D), que é contéavel. Finalmente,

Esperanca[Z] = Z z-P(Z =2)

z inDy

> > 2 P(X=2,Y =y)

2€Dz (z,y) ing—1(z)ND

> Y. lwy) P(X=2Y =y)

2€Dz (z,y) ing—*(2)ND

> glay) P(X =1,V =y)
(x,y) inD

= Y. > gy PX=zY=y),

z inDx y inDy

e a soma converge absolutamente se e somente se Z for integravel. Isso conclui a

prova. O

Prova da Proposi¢ao 6.16. Se tomarmos Y = 0 e aplicarmos a Proposi¢do 7.4

com §(z,y) = g(x), obtemos

Esperanca[X] = Esperanga[§(X,Y)]

z inDx y in{0}

x inDx

e as somas convergem absolutamente se e somente se Esperanga[X] estiver

definida. Isso conclui a prova da Proposigao 6.16. O]

Corolario 7.5. A esperanga € linear.

Demonstrac¢do. Suponhamos que X e Y sdo integraveis, e que a,b € R. Usando

a Proposicao 7.4 com g(z,y) = ax + by, g(z,y) = z e g(x,y) = y, obtemos

ElaX +bY]= Y Y (az+by) -P(X =2,V =y)

reDx yeDy
=a Z Z - P(X=2,Y=y)+b Z Z y-PX=2Y=y)
r€Dx yeDy r€Dx y€Dy
=aE[X]+bE[Y],
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0 que é o que queriamos provar. O

7.3 Variaveis aleatoérias discretas independentes

Defini¢ao 7.6 (Independéncia). Duas varidveis aleatérias discretas X e Y séo
independentes se

pxy(z,y) = px () - py(y)
para todo x,y € R.

FEzxzemplo 7.7. Lance uma moeda justa 5 vezes. Seja X o ntmero de Caras nos
trés primeiros lances e Y o niimero de Caras nos dois ultimos lances. Entao, a

funcdo de massa de probabilidade conjunta é mostrada na tabela

y\z 0 1 2 3 | total
0 |1/32 3/32 3/32 1/32| 1/4
1 |2/32 6/32 6/32 2/32| 1/2
2 [1/32 3/32 3/32 1/32| 1/4
total | 1/8 3/8 3/8 1/8| 1

Observe como cada entrada no meio da tabela é dada pelo produto de sua soma de

coluna e soma de linha, o que significa exatamente que px y (z,y) = px (z)-py (y).

Definicdo 7.8 (Independéncia par a par). Dizemos que uma cole¢ao de varidveis
aleatérias discretas Xy, X2, X3,... é independente par a par se X; e X}, forem

independentes para todo j # k.

Definicao 7.9 (Independéncia mitua). Dizemos que uma colegdo de varidveis
aleatorias discretas X1, Xo, X3,... é mutuamente independentes se, para todo k

e todo z1,x9,..., Tk, tivermos

P(Xl = xl,XQ = .Z‘Q,...,Xk = ij) :P(Xl = 321) -P(XQ = xQ)HD(Xk = .’L‘k).

Teorema 7.10 (Esperanca de varidveis aleatdrias independentes). Se X e Y sdo

varidveis aleatorias discretas independentes integrdveis, entdo XY € integrdvel e

E[XY] = E[X]-E[Y].
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Demonstracdo. Usando a Proposicao 7.4, temos:

E[XY] = Z Z 2y -P(X =2Y =y)

r€Dx yeEDy

= Zx Zy~]P’(X::c)IP’(Y:y)

r€Dx y€Dy

=) wPX=2)| > yPY=y

x€Dx yEDy
= Zy~IP’(Y:y) (ZxP(Xx))
=E[X]-E[Y].

Para usar a Proposicao 7.4, deveriamos ter sabido que XY era integravel desde
o inicio. Isso pode ser verificado usando exatamente o mesmo desenvolvimento

com |z| em vez de z e |y| em vez de y. Isso prova o teorema. O

Ezemplo 7.11. Lance um dado justo duas vezes e multiplique os valores

observados.

1
EX]=—(1-1+2-2+3-244-34+5-246-44+8-24+9-1+10-2+

36
+12-4+15-2+16-1+18-2+20-2+24-2+25-1+30-2+36-1)
49
==

Uma solugdo mais simples é observar que X =Y Z, onde Y e Z representam o

primeiro e o segundo lancamento do dado. Usando o teorema acima,

7T 7T 49
E[X]=E[Y]-E[Z]=Z - = —
2 2 4
Observe como o calculo foi simplificado.
Proposigao 7.12. Se X;,...,X,, sdo varidveis aleatdrias discretas integrdaveis

independentes duas a duas, entdo
Var <Z XZ-> = Z Var(X;).
i=1 i=1
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Demonstragio. Seja p; = E[X;], i = 1,2,...,n e defina p = Y 1" p; =
E >, X;] pela linearidade da esperanga. Entao,

() o[(En]
(gw_wﬂ

=E ) (X — )’ | +E | D (X — ) (X, - Mj)]
(i1 i

i=1 i#j
= > Var(xX) + 3 (EXX] - uiny)
i=1 i#£j
= i:Var(Xl) O

71



8 A Lei dos Grandes Numeros

Um dos principais topicos da Probabilidade é a "lei dos grandes nimeros". Ela

afirma que a soma de um grande niimero de varidveis independentes tende a se

aproximar da esperanca. Mais precisamente, a média observada 21Hu+Xn

X1+“'+Xn]
n

, que

é aleatoria, se aproximard da média tedrica E| , que é deterministica!

A manifestagdo mais simples desse fendmeno diz respeito as frequéncias relativas.
Imagine que executamos um experimento muitas vezes, sob as mesmas condigoes,
e contamos quantas vezes resultou em sucesso e quantas vezes resultou em
fracasso. Tomando X,, como o indicador de que o n-ésimo teste resultou em
sucesso, a frequéncia relativa de sucesso é exatamente dada por %
Enquanto escrevia esse preambulo, os palestrantes simularam o lancamento de
uma moeda justa um milhao de vezes e obtiveram "Cara"499.947 vezes. Repetindo
o mesmo procedimento, eles obtiveram "Cara'499.508 vezes, depois 500.318 vezes
e, em seguida, 500.512 vezes. Obviamente, algo esta acontecendo aqui. Conforme
previsto pela lei dos grandes nameros, a frequéncia relativa sempre foi muito
proxima da probabilidade de obter "Cara'"em cada langamento da moeda, que é
exatamente % Intuitivamente, tendemos a associar a probabilidade de sucesso a
frequéncia relativa de sucessos, e essa associagdo estd quase arraigada em nosso

pensamento.

Mais genericamente, o resultado relevante de cada experimento nao precisa ser 0
ou 1 para representar fracasso ou sucesso. Pode ser qualquer varidvel aleatéria.
Antes de escrever este paragrafo, os palestrantes lancaram um dado 10 vezes,
e a soma dos valores obtidos foi 38. Repetindo o mesmo procedimento, eles
obtiveram 33, 28, 37 e, finalmente, 43. Nao parece muito com essa soma estar
bem concentrada perto de algum valor deterministico. No entanto, as palestras
prosseguiram com a simulacao de 10.000 langamentos do dado, e a soma dos
resultados foi 35.082. Repetindo esse procedimento, eles obtiveram uma soma
de 34.769, depois 35.419 e, finalmente, 34.691. Conforme previsto pela lei dos
grandes ntimeros, quando o nimero de langamentos dos dados era grande, a
média observada estava sempre préxima da média tedrica, dada por E[X1] = 1.
Na teoria da Probabilidade, a lei dos grandes ntimeros nao é apenas uma histéria
ou um fenémeno misterioso, € um teorema que pode ter muitas formulagdes

diferentes. Aqui consideraremos a versdo mais simples possivel.
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Teorema 8.1 (Lei dos Grandes Numeros). Se X1, Xo, X3,... forem varidveis
aleatorias discretas independentes duas a duas e com variancia quadrdtica
integrdvel, com a mesma média u e mesma varidncia o2, entdo, para todo

a>0eneN,

X1+ +X o?

P(u—a<—”<u+a) >1- .
A lei dos grandes ntimeros é comumente conhecida como a Lei dos Grandes

Numeros.

Chamamos a atencao para o fato de que, ndo importa quao pequeno seja a, essa
probabilidade pode ser aproximada por 1, desde que escolhamos um valor grande
o suficiente para n (é claro, se a for muito pequeno, precisaremos de um valor

realmente muito grande para n).

Nosso proximo objetivo é entender como tal estimativa de probabilidades surgiu.
Até agora, usamos probabilidades para calcular esperancas e desvios padrao,
e agora de repente estamos usando o desvio padrao para fazer estimativas

extremamente interessantes sobre probabilidades!

Essa empreitada terd duas partes: entender qual é a variancia da soma de muitas
varidveis aleatorias e entender como a variancia de uma varidvel aleatéria fornece

estimativas sobre a probabilidade de ela se desviar de sua média.
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9 Covariancia

9.1 Definicao

O que acontece com a varidncia quando adicionamos varidveis?

Ezemplo 9.1. Lance cinco moedas justas. Seja X o nimero de "Cara'nos primeiros
dois lancamentos de moedas, e Y o niimero de "Cara'nos tltimos trés langamentos
de moedas. Seja Z = X + Y o ntmero total de "Cara'em todos os cinco
langamentos. Apés calculos (que omitimos), obtemos Var(X) = 1, Var(Y) = 2
e Var(Z) = 2. Neste caso, a relagio Var(X +Y) = Var(X +Y) foi verificada.
Isso é uma coincidéncia? Em quais condi¢bes essa relagao é verificada?

FEzemplo 9.2. Suponha que X ~ Bernoulli(%) e seja Y = X. Neste caso, temos

Var(X) = %, Var(Y) = 1, Var(X +Y) = 1, entdo Var(X +Y) # Var(X +Y).

— 4

Para entender melhor o que acontece com Var(X +Y), expandimos:

Var(X +Y) = E[(X — E[X]) + (Y — E[Y)]))?
= Var(X) 4+ Var(Y) + 2 - E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Definicdo 9.3 (Covarincia). Suponha que X e Y s@o varidveis aleatérias
discretas de variancia quadratica integravel. Definimos a covaridncia de X e Y

como

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

A partir dos célculos anteriores, vemos que Var(X +Y) = Var(X) 4+ Var(Y) se
e somente se Cov(X,Y) = 0. Quando essa condigdo é satisfeita, dizemos que X

e Y sdo ndo correlacionados.

9.2 Propriedades

Vejamos as principais propriedades da covariancia. Trocando X e Y, temos

Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
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Substituindo X no lugar de Y, obtemos
Cov(X, X) = Var(X)

Proposicao 9.4. Suponha que X, Y e Z sdo varidveis aleatorias discretas de

variancia quadrdtica integrdvel. Entdo
Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z)
para todo a,b € R.

Demonstracdo. Basta expandir e agrupar:

Cov(aX 4+ bY,Z) = E[((a bY) — E[aX + bY])(Z — E[Z])]
=E[(aX — E[aX] + bY — E[pY])(Z — E[Z])]
=E[(aX — E[aX])(Z - E[Z]) + (0Y — E[bY])(Z — E[Z])]
= aE[(X - E[X])(Z - E[Z])] + bE[(Y - E[Y])(Z - E[Z])]
=aCov(X,Z)+bCov(Y, Z),
provando a identidade. O
Corolario 9.5. Suponha que X1,...,X,,Y1,...,Yy sdo varidveis aleatorias

discretas de variancia quadrdtica integrdvel. Entdo
n m n m
COV(Z anj s Z kak) = Z Z ajbkCov(Xj, Yk)
j=1 k=1 j=1k=1

para todo ayi,...,0n,b1,..., by €R.

Demonstracao. Usando a proposicao anterior repetidamente e a simetria,

n m

COV(ZCL] ],Zb ) ZCLJCOV( J,Zb]Y])

Jj=1
= Za]Cov(Z b;Y;, j>
Jj=1 k=1



=D ahCov(X;,Y)),

o que prova a identidade declarada. O

Corolario 9.6. Sejam X1,...,X, varidveis aleatorias discretas de variancia

quadrdtica integrdvel. Entdo
Var( 3 Xk) =Y Var(Xp)+2 > Cov(X;, Xy)
k=1 k=1 1<j<k<n

Demonstracao. Usando as propriedades anteriores,
Var( 3 Xk) = Cov (3 X5, 3 X4
k=1 j=1 k=1
=> ) Cov(X;, Xx)

j=1k=1

> Cov( Xy, Xx) + Y Cov(X;, Xi)
1

k

— j#k
= Var(Xg)+2 > Cov(Xj, Xg). O
k=1 1<j<k<n

Definicao 9.7. Dizemos que uma colecdo de varidveis aleatérias discretas
de varidncia quadratica integravel X, Xo, Xs3,... € ndo correlacionada se
Cov(X;, Xx) = 0 para cada j # k.

Corolario 9.8. Se X1,...,X,, sdo varidveis aleatorias discretas ndao correlacio-

nadas, entao
n

n

Var(ZXk) = ZVar(Xk).
k=1 k=1

Demonstracio. Aplique a férmula anterior e observe que a covaridncia entre

termos diferentes é zero. O

Isso nos da a "lei da raiz quadrada': se Xi,...,X, sdo varidveis aleatérias

discretas nio correlacionadas com a mesma média u e varidncia o2, entdo

E[X1+~T'L~+Xn} =p e O.(X1+'T‘L'+Xn) _ ﬁ_
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Isso comega a explicar por que a lei das médias emerge quando somamos muitas

variaveis aleatorias.

9.3 Somas de variaveis independentes duas a duas
Talvez uma expressao mais conveniente para a covariancia:
Cov(X,Y) =E[XY] - E[X] - E[Y].

Se X e Y sdo independentes, entdo, pelo Teorema 7.10, Cov(X,Y) = 0.

Coroléario 9.9. Se X1,..., X, sdo varidveis aleatorias discretas de variincia

quadrdtica integrdvel independentes duas a duas, entdo
n n
Var( Z Xk) = Z Var(X}).
k=1 k=1

Pela observacao anterior, uma familia de variaveis aleatérias discretas indepen-

dentes duas a duas também é nao correlacionada.
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10 Desigualdade de Chebyshev

Agora veremos como a média e o desvio padrao de uma variavel aleatéria nos
permitem fazer algumas estimativas sobre probabilidades envolvendo a variavel

aleatoéria.

10.1 Desigualdade de Markov

Para chegarmos 14, comecamos com algo mais modesto: a Desigualdade de
Markov. Ela nos permite dizer algo sobre a distribuicado de uma variavel aleatéria

com base no conhecimento de sua expectativa.

Teorema 10.1 (Desigualdade de Markov). Seja X wuma varidvel aleatoria

discreta integrdvel ndo negativa. Entdo,

E[X]

P(X >z) <
para todo x > 0.
Demonstragio. Fixe x > 0. Defina a variavel aleatéria

r se X > u;
Y =
0 caso contrario.

Temos que X > Y, porque:

e se X > x,entdo Y =z, entdo X > Y
e se X €[0,z), entdo Y =0, entdo X > Y.

Isso também nos d4 E[X] > E[Y]. Em seguida, observe que Y é uma varidvel

aleatéria discreta (ela assume apenas os valores 0 e ) com
py(z) =P(X > z), py(0) = P(X < x).
Portanto,
E[X] > E[Y] = 0- py(0) + 2 - py(2) =2 - py(z) = 2 - B(X > a).
Rearranjando isso, obtemos a desigualdade desejada. O
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Ezemplo 10.2. Suponha que uma empresa produza em média 50 itens por semana.
Vocé pode estimar a probabilidade de que a produgdo de uma semana especifica
exceda 75 itens? Seja X o numero de itens que a empresa produz a cada semana.
Pela afirmagéo, sabemos que X > 0 e E[X] = 50. Portanto, as premissas da
Desigualdade de Markov sdo satisfeitas e podemos deduzir uma estimativa sobre
a probabilidade solicitada, que é P(X > 75). Portanto,
E[X] 50 2
PX>2Th) S —=—=-.
X2 <=5 =773
E interessante notar que a Desigualdade de Markov nem sempre fornece uma
limitacao util. De fato, se X for uma varidvel aleatéria nao negativa com

expectativa igual a p, e x € (0, p], entdo na desigualdade

P(X > ) <

SHES

)

o lado direito é maior que 1, entao a limitacao apenas nos diz que a probabilidade

é menor ou igual a 1, mas ja sabiamos disso!

10.2 Desigualdade de Chebyshev

Enquanto a Desigualdade de Markov fornece uma limitagao sobre a probabilidade
de uma varidvel aleatdria ser grande, a Desigualdade de Chebyshev fornece uma
limitagdo sobre a probabilidade de uma variavel aleatéria estar longe de sua

expectativa.

Teorema 10.3 (Desigualdade de Chebyshev). Seja X uma varidvel aleatoria

discreta de variancia quadrdtica integrdvel. Entdo,

Var(X)

P(X ~E[X]| > a) < —

para todo a > 0.

E importante destacar que aqui nio fazemos suposi¢des quanto ao sinal de X.

Demonstragio. Seja a > 0. Defina Y := (X — E[X])*. Portanto, Y é ndo negativa
e
E[Y] =E [(X - E[X])Q} = Var(X).
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Em particular, Y é integravel. A seguir, observe que os seguintes eventos sao os

mesmos:
{IX ~E[X]| > a} = {(X —E[X])? > a®} = {¥ > a?}.
Portanto, pela Desigualdade de Markov, temos

P(IX ~E[X)| > a) = B(Y > a®) < - =

Isso conclui a prova do teorema. O

Ezemplo 10.4. Suponha que E[X] = 10 e o(X) = 2. Vamos encontrar uma
estimativa da probabilidade de que 6 < X < 14. Tomando & = 4 na Desigualdade
de Chebyshev,

22
]P’(6<X<14)>IP’(6<X<14):1—]P’(|X—]E[X]\24)21—4—2:%
10.3 Prova da lei das médias
Lembrando que X7, Xo, X3,... sdo variaveis aleatérias discretas de varidncia

quadratica integravel independentes duas a duas com a mesma média p e mesma

variancia o2.

Queremos mostrar que, para todo a > 0en € N,

X e+ X, 2
P(u—a<L<u+a)>l—Z—.
n an

Usando a linearidade da expectativa e o fato de que todos os X tém a mesma

média pu,

| = E[Xi+ 4 Xa] = - (BIX] + - +EIX)) =

n

X1+ + X,
E{ 1+ +
n

Usando o Coroldrio 9.9 e o fato de que todos os X, tém a mesma varidncia o2,
X, 4.4t X
Var (g>

1
— —Var(X; + - +Xn)
n n

% (Var(Xl) +o 4 Var(Xn))
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3‘ QM 3&\;‘ —

Usando a Desigualdade de Chebyshev, obtemos:

p(u_a<%<,£+a) :1_p<‘w_ﬂl >a>

Var(£1t4Xa)

2l= gt
a

2

:1—

)

a?-n

0 que conclui a prova.
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11 Coeficiente de Correlagao

A covariéncia é uma quantidade util que descreve como duas variaveis aleatoérias
variam juntas. No entanto, ela tem uma desvantagem: ndo é invariante a escala.
Para explicar o que isso significa, suponha que X e Y sejam duas varidveis
aleatérias, ambas medindo comprimentos em metros. Vamos assumir que U e V
fornecem as mesmas medidas que X e Y, respectivamente, mas em centimetros,
ou seja, U = 100X e V = 100Y. Entao,

Cov(U, V) = Cov(100X,100Y") = 100 - 100 - Cov(X,Y) = 10* - Cov(U, V).
Isso significa que alterar a escala também altera a covariancia. Para obter uma
quantidade invariante a escala, fazemos a seguinte definicao.

Definicdo (Coeficiente de Correlagdao). Sejam X e Y varidveis aleatérias
discretas quadrado-integraveis com variancia positiva. O coeficiente de correlagdo

entre X e Y é definido como

Cov(X,Y)

PXY) =T oy

Conforme prometido, o coeficiente de correlagdo ndo muda quando escalamos ou

deslocamos as variaveis aleatorias.

Proposigdo. Sejam X e Y waridveis aleatdrias quadrado-integrdveis com

variancia positiva. Para qualquer a,b,c,d € R com a,c > 0, temos
plaX +b,cY +d) = p(X,Y).

Demonstracdo. Primeiro, observamos que a covaridncia entre uma constante e

qualquer outra varidvel aleatoria é igual a zero. De fato,
Cov(b,Y)=EDY]—E[B]-E[Y]=b-E[Y]-b-E[Y] =0.

Portanto,
Cov(aX 4+ b,¢Y +d) = ac- Cov(X,Y).
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Substituindo isso na férmula do coeficiente de correlagao,

Cov(aX +b,c¢Y +d)
o(aX 4+0b)-o(cY +d)
~ac-Cov(X,Y)
Ca-o(X)-c-a(Y)
Cov(X,Y)

= 00 ey = MY m

p(aX +b,cY +d) =

Além disso, como o(=Y) = o(Y) e Cov(X,Y) = Cov(Y, X), o coeficiente de

correlagdo também satisfaz.

p(X,Y) =p(Y,X) e p(X,-Y)=—p(X,Y).

A préxima proposigao descreve ainda mais em que sentido o coeficiente de
correlagdo p(X,Y) é um indice adimensional que quantifica o qudo bem X e Y

estdo alinhados, veja a Figura 11.1 para uma descrigao visual.

Proposigao. Sejam X e Y waridveis aleatérias quadrado-integrdveis com
variancia positiva. Entao
-1<p(X,Y) < 1.

Nos casos extremos, p(X,X) =1 e p(X,—X) = —1.

Figura 11.1: Tlustragao de p(X,Y") assumindo que o par (X,Y) tem a mesma
probabilidade de estar em cada ponto na nuvem representada. (retirado da
Wikipedia)

83



Demonstracdo. Observe que

X -E[X] Y -E[Y]\?
(S - wr) 2o

Tomando a expectativa e expandindo, obtemos

E(X - EX)])?  E[Y -E[Y])?* E[X -EX])Y —E[Y])]

72(X) 2(Y) o (X)o(Y) >0,

0 que significa
2p(X,Y) <2,

logo p(X,Y) < 1. O mesmo argumento com —Y no lugar de Y nos da p(X,Y) =
—p(X,-Y) < 1, portanto p(X,Y) > —1. Finalmente,

LX) = TRy

ep(X,—X)=—p(X,X)=-1 O
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12 Teorema do Limite Central

Teorema 12.1 (Teorema do Limite Central). Sejam X1, X, X3, ... varidveis
aleatorias independentes entre si, quadrado-integrdaveis, com a mesma distribuicdo.

Denote sua média por i e varidncia por o? > 0. Entdo, para todo a < b

Xi+-+Xn—n-p ’ 1 —z?/2
]P’(a< o v <b)~/aﬁe dx.

A aproximacio “~” significa que a probabilidade se aproxima o quanto desejarmos
da integral (como mostrado na Figura 12.1) se escolhermos n suficientemente

grande.

Esse fenémeno notavel estd no cerne da estatistica e da maioria das
ciéncias naturais. Ele afirma que, independentemente da distribuicio de X,
se adicionarmos um nimero suficiente de amostras de X, sé veremos sua média

14 e varidncia o2.

Nao demonstraremos o Teorema do Limite Central neste mdédulo, pois sdo

necessarias ferramentas mais avangadas.

No caso de X ~ Bernoulli(%), o que corresponde a lancar uma moeda justa,
podemos visualizar como a distribui¢ao de X7 4 - -+ + X, se aproxima da funcdo

1 —2?/2

Y= 7€
Ezemplo 12.2. Ao contar os votos em uma eleigdo muito disputada, 25.301 votos
ja foram contados: 12.636 para o Candidato A e 12.665 para o Candidato B.

, como ilustrado na Figura 12.2.

Ainda faltam 400 votos para serem contados. Qual é a probabilidade de que o

Candidato B venca a eleigao?

Supondo que cada voto seja como uma moeda justa, a pergunta que estamos

A
S

/
/" |probability
— a ib -
Figura 12.1: Gréfico de y = \/%e’wrzm e a probabilidade de que Z € [a,b]

representada pela area esverdeada entre os pontos a e b.
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fazendo é:

]P(Xl 4+ -+ Xyoo 2 215)

onde X, ..., X, sio independentes e tém distribuicdo Bernoulli(3). Pela simetria,

isso é o mesmo que:

P(Xl 4+ -+ X0 < 185)

e, portanto, isso é igual a:

: {1 —P(185 < X1 + -+ + X400 < 215)]

DN | =

Dado que u = % eo = %, reescrevemos convenientemente o evento como:

X1+ + Xago — 400 -
1+ -+ Xa00 N<1.5)

o1/400

e, usando o Teorema do Limite Central, aproximamos por:

-P(—1.5 <

N =

1
2

1 1 /M
- — f/ e 2 dr ~ 0.07
2 2 _15 V2T

Vocé nao deve tentar calcular esta integral em casa, a inica maneira de obter
esse valor é consultando uma tabela, veremos mais sobre isso posteriormente.

Portanto, a resposta é 0.07, ou 7

Observe que fornecemos apenas uma resposta aproximada com uma figura
significativa. Para obter mais precisao do que isso, seriam necessarias

consideragoes mais cuidadosas e seriam o tema de médulos mais avangados.

Também podemos usar as "versoes de um lado"do Teorema do Limite Central.

Dessa forma, o exemplo anterior fica simplificado:

X1+"'+X400—400'M
>15)
o+/400
“+o0

2
~ L o= /24y

15 VAT

P(X1 + -+ Xyo0 = 215) :]P(
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=~ 0.07.

Se reescrevermos o Teorema do Limite Central como

o X1+ + X, o b 1 —a?)2
P(N'Fﬁagfgﬂ'f'ﬁb)w/a ﬁe dz,

obtemos uma boa descricdo do comportamento estatistico da média observada
% Conforme previsto pela lei das médias, a média observada estd
concentrada em torno de p, mas agora podemos dizer algo mais preciso. A média

observada flutua como u + aﬁZ , onde Z é essa "coisa'descrita por

b
Pla < Z <b) = / L7/ 4y,
a \/ﬁ

Variaveis aleatérias descritas em termos de integrais sdo chamadas de varidveis

aleatorias continuas, que é o tema da proxima segao.

Figura 12.2: Funcdo de probabilidade de 22=2£ para S, com

distribui¢des Binom(4, 3) e Binom(16, 1) para valores entre —3 e 3. A 4rea
de cada retangulo é dada pela funcdo de probabilidade. O terceiro grafico é a
funcao de densidade de uma normal padrao, assim como as linhas pontilhadas.
O quarto grafico representa as frequéncias relativas de S;;\/%“ para S,, com
distribui¢do Binom(16, §), em um experimento real com 200 amostras.
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13 Variaveis aleatorias continuas

13.1 Funcao de densidade de probabilidade

Considere a variavel aleatéria X definida informalmente da seguinte maneira:
"Seja X um ntimero escolhido no intervalo (0,1) de forma uniforme ao
acaso."Ao pensarmos com cuidado, percebemos que essa descricdo é um pouco
desconcertante. A palavra "uniforme'deveria significar que qualquer ntimero
z € (0,1) tem igual probabilidade de ser escolhido, ou seja, P(X = x) deveria
ser o mesmo para cada z. No entanto, existem infinitos = € (0,1), o que forcaria
P(X = z) a ser zero. Isso de fato acontecerd para todas as varidveis aleatérias

com distribui¢des continuas, que definimos agora.

Definigao 13.1. Dizemos que uma variavel aleatoria X é continua, com fung¢io
de densidade de probabilidade fx : R — R, se

b
P(angb):/ fx(z)dx

para todo a < b € R.

.

Uma densidade fx especifica a "probabilidade por unidade de comprimento."E
algo andlogo a funcdo de probabilidade de massa, mas nao exatamente. A
probabilidade de X estar em um pequeno intervalo de comprimento Ax é dada
por fx(x)Ax, em vez de fx(x), e fx em si pode assumir valores muito grandes

em pequenos intervalos. Portanto, é " fx (x)Az "que é andlogo a px (x).

Uma funcdo de densidade deve satisfazer necessariamente

/+<>0 fx(z)dz = 1.

— 00
13.2 Variaveis Uniformes

Sejam a e b em R com a < b. Uma varidvel aleatoria X tem a distribuigdo

uniforme (continua) em (a,b) se

1
fX(I) _ b—a
0

caso contrario.
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Escrevemos X ~ U(a,b).

Observe que, para qualquer intervalo [¢,d] C [a, b], temos

MXG@JD:/d L gp-9=¢

b—a b—a

ou seja, o intervalo [c¢,d] tem uma probabilidade dada pela propor¢io do seu

comprimento dentro do intervalo [a, b]. Por outro lado, se ¢ < a e d € [a, ], entdo

d—a

b—a

P(X € [c,d]) =

porque a parte do intervalo [¢, d] que ndo se sobrepoe com [a,b] ndo conta.

13.3 Distribuicao Normal

Seja p € R e 0 > 0. Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢io normal

2

(ou gaussiana) com pardmetros p e o se tiver uma funcdo de densidade de

probabilidade dada por

1 _(@=w?

fX (x) = %271_02 e 202

para todo = € R. Escrevemos X ~ N (u,0?).

O pardmetro i d4 o centro da funcio de densidade, e o pardmetro o2 especifica a
escala com que essa densidade estd sendo alongada. Através de uma mudanca de
varidveis na integral, podemos ver que X ~ N(u,0?) é equivalente a X = pu+o-2
com Z ~ N(0,1). De fato, definindo Z = £=#,

(o2




Observagdo 6. Nao é facil ver que f:r;o fx(z)dz = 1. Ao substituir, obtemos

teo (@—m)? teo g
/ N / — e du.
0o V2mo? —o0 ﬁ

2
—x

, . . —+oo . . .
Portanto, é suficiente verificar que fioo e = /7. Na maioria dos livros
didéticos, isso é feito usando coordenadas polares para integrais em RZ, mas nao
queremos usar esse método. Em vez disso, usamos um truque diferente: trocamos

as integrais iteradas em

+oo “+o00 400 + o0
/ (/ ye—(l-l—x?)y?dy) de = / (/ ye—12y2e—y2d$) dy,
0 0 0 0

0 que podemos fazer porque o integrando é nao-negativo. A primeira integral

pode ser calculada como

# -1 2 277 1
li _(1+x2)y2d — i [ —(1+z)%y } _
Z—E‘Poo 0 ye Y z—ir-i{loo 2(1 —+ $2) ¢ 0 2(1 =+ 12)
e
o0 +o0 z
/ / yef(1+x2)y2dy dr = lim #dx = lim arctan 2 —_
0 0 z—=to00 fo 2(1 4 22?) z—+o0 2 4
A segunda integral pode ser reescrita como
+o0 400 ) R
/ / e " du)e ™ dy.
0 0
Desta forma, concluimos que f0+oo e = @ Por simetria, fj;o e = /T,

que era o que queriamos.

13.4 Tempo de Vida Exponencial

Seja A > 0. Uma variavel aleatéria X tem distribuigdo exponencial com pardmetro
A se
e ™ se x>0,

fx(x) =

0 se r < 0.

Escrevemos X ~ Exp(\).
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Observe que
P(X >t) =e M.

A distribuicdo exponencial é comumente usada para modelar a vida util de
entidades que tém a propriedade de falta de memdria, normalmente objetos
inanimados que nao sofrem efeitos de envelhecimento. Para explicar o que
isso significa, vamos pensar nas lampadas. Suponhamos que a vida ttil das
ldmpadas de uma determinada marca tem uma distribuicdo Exponencial())
(vamos assumir que ligamos a luz e ndo a desligamos até a lampada queimar).
Entao, a propriedade de falta de memdria significa que, independentemente de a
lampada ter sido ativada recentemente ou ter estado ativa por um certo periodo
de tempo, a distribui¢do do tempo restante de vida é a mesma. Matematicamente,

isso é expresso pela seguinte identidade, que vale para todos s,t > 0:

PX>t+s|X >t)=P(X > s).

13.5 Esperanca

Definicdo 13.2 (Esperanga). Seja X uma varidvel aleatéria continua com
densidade fx. Definimos a esperanca de X, denotada por E[X], como o ntimero

real dado por

+oo
E[X] :/ z fx(z)dz,

— 00
desde que esta integral convirja absolutamente. Se a integral convergir

absolutamente, dizemos que X é integravel; caso contrario, E[X] ndo estd definida.

Ezemplo 13.3 (Uniforme). Se X ~ UJa,b], entdo

b
E[X]:/m L =20

b—a 2

Isso significa que a esperanga de uma variavel aleatoria com distribuicao uniforme

no intervalo [a,b] é o ponto médio do intervalo.

Ezemplo 13.4 (Exponencial). Se X ~ Exp(\), entdo, integrando por partes,

uU—+00

+oo w 1
EX] = e Mdr = lim |—ze ™ — LeTA| =
0 A A
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Ezemplo 13.5 (Normal). Suponha que X ~ A(0,1), Entao, substituindo u =

x?/2,
/+oo efac2/2d i [6302/2]2 1
T z = lim = .
0 v 21 z—+00 V2m 1o V2T

Por simetria,

0 6—12/2 1

T dr = —
oo V2m V2T

e, portanto, E[X] = 0.

Ezemplo 13.6 (Cauchy). Suponha que X é uma varidvel aleatéria com densidade

1
@ = ey
Entao
“+o0 “+o0 T +oo T
= _— > _—
/0 xfx(x)dx /0 7ro(1—|—x2)dx//1 7r~(1—|—x2)dx’
e assim

2rx 2T z—o0

+oo +oo 1 1
/ xfx(x)de/ ——dz = — lim Inz = +o0.
0 1

Neste caso, E[X] ndo € definida, apesar da simetria. Finalmente, temos um

exemplo de uma varidvel aleatéria que nao € integrdvel!

13.6 Variancia

Proposigao 13.7. Seja X wuma varidvel aleatoria continua com densidade fx .

Seja g : R — R uma fungio piecewise continua. Entdo
+oo
Blo(X) = [ gla) fx(o)do

— 00

se a integral convergir absolutamente, e E[g(X)] é indefinida se ndo convergir

absolutamente.

A analogia com a funcdo de massa de probabilidade estd resumida na Tabela 1.

Ezemplo 13.8 (Uniforme). Se X ~ U[a,b], entdo

dx =

/b x? a® + ab+ b2
o b—a 3 '



Ezemplo 13.9 (Exponencial). Se X ~ Exp()\), entdo, integrando por partes duas

vezes,

+o0 z
E[X?] = / *he ™ dz = lim [—xze#‘z — 2T %67)\35} =—.
0

0 z—-+00

Ezxemplo 13.10 (Normal). Se X ~ N(0, 1), entdo, integrando por partes,

) +oo 28—.192/2
E[X*] = x W

1t 2
=2 — z- (ze™ /%) dx
\/27r,/0

2 2 w 2 w
— li {_ —x%/2 / —z /2d }
\/%"J’I‘P‘X’ e + 0 ¢ v 0

2 [T e
= — 7w/2d :1
e T .
\/ﬂ/o

Defini¢ao 13.11 (Quadrado-integrével). Como no caso de varidveis aleatérias

dx

discretas, dizemos que uma variavel aleatoria continua é quadrado-integrdvel se

X2 for integravel.

Assim como no caso discreto, se uma variavel aleatoria for quadrado-integravel,

ela serd automaticamente integravel (porque |z| < 1+ z?).

Dx fx
px :R—=R fx R=R
px(r)=20Vx R fx(x)>0VzeR
P(X = z) = px(z) P(X =2)=0

Pla< X <b) =Y ,coppx(z) | Pla< X <b)= [ fx(z)de

px(z) = P(X = ) definido implicitamente acima
Sapx(z)=1 2 fx(x)de =1
px(r) <1Vaz fx(x) pode ser > 1

Elg(X)] = ¥, 9(@)px(x) | Elg(X)] = [7 g(z) fx (2)dz

Tabela 1: Funcao de massa de probabilidade e funcao de densidade de
probabilidade.
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Definicao 13.12 (Variincia). Seja X uma varidvel aleatéria continua quadrado-
integravel com densidade fx e média pu = E[X]. Definimos a varidncia de X

como

Var(X) = E[(X — p)?].

Como fizemos no caso de variaveis aleatérias discretas, podemos expandir a

defini¢do de varidncia para obter uma férmula alternativa:
Var(X) = E[X?] - (E[X])?,

que usamos nos exemplos a seguir.

Ezemplo 13.13 (Uniforme). Se X ~ Ula, b], entdo

a®>+ab+b*  a®+2ab+b*  (b—a)?
Var(X) = 3 - 1 =1

Ezemplo 13.14 (Exponencial). Se X ~ Exp(A), entao

2 1\2 1
V) =5 - (3) =3
Ezemplo 13.15 (Normal). Se X ~ N(0, 1), entdo

Var(X)=1-0%=1.

94



14 Uma tnica teoria para discretas e continuas

14.1 Funcao de distribuicao cumulativa

Uma maneira de especificar uma distribuicdo de probabilidade em R é dizer o
quanto de probabilidade estd a esquerda de cada ponto z. Em termos de uma
variavel aleatoria X com a distribuicao dada, essa probabilidade é uma funcao

de .

Definigao 14.1. Seja X uma varidvel aleatéria. A funcdo de distribuicio

cumulativa de X é a fungao Fx : R — [0, 00) definida por

para todo x € R.

Outras probabilidades a partir de Fx

Agora, observamos que, embora F'y (z) seja definido como P(X < ), é possivel
usar F'x para obter outras probabilidades envolvendo X. Férmulas importantes
sao

PX>z)=1-P(X<z)=1- Fx(z)

e, para r < ¥,

Pz < X <y) = P(X <y) — P(X <) = Fx(y) — Fx(a).

Observe também que
P(X =z) >0 seesomentese Fyx tem um salto em z

e, nesse caso, o tamanho do salto é a probabilidade de X = =.

Fx determina Px

Proposicao 14.2. Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias com Fx = Fy,

entao X eY tém a mesma distribuicdo.
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Essa proposicao nos diz que a funcdo de distribuicdo cumulativa realmente
codifica a distribuigdo de uma varidvel aleatéria (no sentido de que, dada a
fun¢ao de distribuicao cumulativa, hd apenas uma distribuicdo correspondente a

ela).

J4 vimos que Fx determina Px({z}) para cada z € R e Px((a,b]) para todo
a<beR

Faltam-nos as ferramentas necessdrias para provar que ela determina Px (B)
para todo B € B.
14.2 Casos discretos e continuos

Para obter uma primeira ideia de como se parece uma funcao de distribuicao
cumulativa, consideremos o caso em que X é discreto e tem suporte discreto

contido em Ny, de modo que

Em seguida, observe primeiro que Fx(x) =P(X < z) = 0 para todos os z < 0.

A seguir, e para todo z € [0, 1),

Fx(z) =P(X < z) =P(X < 0)+P(X = 0)+P(0 < X < ) = 0+px (0)+0 = px(0).

g
px(0) +px(1) +px(2)|
px(0) +px(1)| —o

-0
8

Figura 14.1: Funcao de distribuicdo cumulativa de uma variavel aleatdria discreta.

96



Figura 14.2: Funcao de distribuicao cumulativa de uma variavel aleatéria

uniforme.

Ao argumentar de maneira semelhante, concluimos que

0

px(0)

Fx(z) = { px(0) + px (1)

px(0) +px (1) +px(2)

O grafico de F'x se parece com o da Figura 14.1.

Se X for continuo, entdo

Fx(z) =P(X <2) =P(X € (—o0,x])

se x <0,
se z €[0,1),
se x € [1,2),

se x € [2,3)

- ; Fx()dy.

O teorema fundamental do Célculo implica entdo que, nos pontos onde fx é

slope= A

1> area fX

Zo

Figura 14.3: Funcdo de distribuicdo cumulativa de uma variavel aleatoria

exponencial.
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continuo,

ou seja, a funcao de distribuigdo cumulativa é diferencidvel e sua derivada é a
funcdo de densidade de probabilidade. O grafico de Fx se parece com o das
Figuras 14.2 e 14.3.

14.3 Esperancga e variancia

E possivel fornecer uma definicio unificada de esperanca de uma varigvel aleatéria,
sem assumir que ela seja discreta ou que tenha uma densidade. H4 uma férmula
magica usando Fx que funciona simultaneamente para qualquer tipo de varidvel
aleatéria. Nao vamos nos preocupar em fornecer tal férmula, mas é importante
ter em mente que a esperanga ¢é algo que pode ser definido para qualquer variavel
aleatoria limitada (e, desde que algumas somas ou integrais sejam convergentes,
também pode ser definida para varidveis aleatérias ilimitadas). Novamente,

dizemos que X é integrdvel se E[X] for definido e finito.
Essa definicao geral de esperanca ainda satisfaz as trés propriedades:

o Unitéria: E[14] = P(A),
o Monoétona: Se 0 < Z < X para todo w € , entdo 0 < E[Z] < E[X],
o Linear: E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]

desde que X e Y sejam integraveis.

Nao provaremos essas propriedades. Claro, ndo poderiamos possivelmente prova-
las, pois nem mesmo fornecemos a definicao geral de esperanca. Mas mesmo que
tivéssemos escrito a férmula, com as ferramentas atuais nao serfamos capazes de
provar que a esperanga é linear em geral. A ideia da prova é a seguinte: quaisquer
varidveis aleatérias X e Y podem ser aproximadas por varidveis aleatorias
discretas X’ e Y’ e, uma vez que E[X’ + Y'] = E[X'] + E[Y”], concluimos que
E[X +Y] =E[X] + E[Y].

Mais uma vez, e X é quadraticamente integrdvel se E[X?] for finito, e observe
que se X é quadraticamente integravel, entao ele é automaticamente integravel

(porque |x| < 1+ 22).

Definicao 14.3 (Variancia). A variincia de uma variivel aleatéria quadratica-
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mente integravel X é definida como

Var(X) = E[(X — E[X])?.

Observamos que a desigualdade de Chebyshev é valida para qualquer variavel
aleatéria quadraticamente integravel. De fato, na prova dada na Secao 10.2,

usamos apenas as propriedades de esperanga mencionadas acima e nada mais.

Definicdo 14.4 (Covaridncia). Também definimos a covaridncia de duas

variaveis aleatérias quadraticamente integraveis como
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y - E[Y])]
e dizemos que elas sdo nao correlacionadas se sua covariancia for zero.

Observe que a covariancia possui todas as propriedades mencionadas na Secgao 9.2.
De fato, a prova dessas propriedades usou apenas as trés propriedades de
esperanga mencionadas acima e nada mais. Em particular, o Coroldrio 9.8

vale em geral, ou seja,
Var(X; +---+ X,,) = Var(X1) + - - - + Var(X,,)

desde que Xj, ..., X, sejam nao correlacionados.

A independéncia é discutida na préxima secéo.
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15 Distribuicoes Conjuntas e Independéncia

15.1 Funcao de Densidade Conjunta

Agora explicaremos o que significa para duas varidveis aleatérias seguirem uma

distribuigdo conjunta continua.

Definicao 15.1 (Densidade Conjunta). Duas varidveis aleatérias X e Y definidas
no mesmo espago de probabilidade sao chamadas de conjuntamente continuas

com uma fungio de densidade conjunta fxy : R?* — R, se

b2

Pla; < X < ag, by <Y<b2)=/ ( fxy(z,y) dy)dx

by
para todo a; < as e by < bs.

As fungoes de densidade marginal sao dadas por:

Fx(a) = /_ T ho@ndy e frly) = /_ " v (@ y)da.

Em resumo, densidades marginais sdo obtidas da densidade conjunta "inte-

grando'a outra variavel.

Ezemplo 15.2. Considere o quadrado Q = {(x,y) € R? : |2|+|y| < 1}, e suponha
que a fungdo de densidade conjunta de X e Y seja fxy(z,y) = %]IQ(x,y).

Podemos determinar a fungdo de densidade marginal de X integrando:

+oo
fx@)= [ Mol dy = (1~ o110 (@),

—00
Se integrarmos em relagao a x, obtemos fy (y) = (1 — |y[) =1 11(v)-

15.2 Funcgao de Distribui¢cdo Conjunta

Definicao 15.3. Sejam X,Y varidveis aleatorias. A funcdo de distribuicio
conjunta de (X,Y) é a fun¢io Fxy : R? — [0,1] dada por

Fxy(z,y) =P(X <z, Y <y)
para todo x,y € R.
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Para varidveis discretas, essa definicao se reduz a

Fxy(z,y)= Z ZPX,Y(S» t)

s<z ty

para todo z,y € R. Para varidveis aleatdrias conjuntamente continuas, a fungdo

de distribuicao conjunta é dada por

z Y
Fxy(z,y) = / / fxv(s,t) dt ds.

De qualquer forma, é possivel recuperar a funcdo de massa de probabilidade
conjunta e a funcao de densidade de probabilidade conjunta a partir da fungao
de distribui¢ao conjunta, mas nao entraremos em detalhes sobre isso.

15.3 Independéncia

Definicdo 15.4 (Independéncia de Duas Varidveis Aleatérias). Dadas duas

variaveis aleatérias X e Y, dizemos que X e Y sdo independentes se
P(X € A Y € B)=P(X € A)P(Y € B)
para todos os conjuntos A, B € .

Para varidveis aleatérias discretas, essa definicdo é equivalente a

pxy(z,y) = px () - py (y)

para todos os valores z,y € R, conforme explicado na Segao 7.3.

Surpreendentemente, a funcdo de distribui¢do conjunta é capaz de capturar se

duas varidveis aleatorias sao independentes ou néo.

Proposicao 15.5. Duas varidveis aleatorias X e Y sdo independentes se e

somente se
Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y)

para todo x,y € R.
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Fragmento da prova. Para A = (a,b] e B = (¢, d], expandimos para obter

Pla< X <be<Y<d)=Pla<X<bY<d-Pla<X<bY <
—PX<bY<d)-P(X<aY <d-Pla<X<bhY <)
=Fxy(b,d)— Fxy(a,d) — [Fxy(bc)— Fxyl(a,c)]
= Fx(b)Fy(d) — Fx(a)Fy(d) — [Fx (b)Fy (c) — Fx(a)Fy(c)]
= [Fx(b) — Fx(a)] - [Fy(d) — Fy(c)]
=Pla< X <H)P(c<Y <d).

Portanto, P(X € A,Y € B) =P(X € A)P(Y € B) quando tanto A quanto B
$20 compostos por uma unidao de intervalos finitos desse tipo (abertos & esquerda
e fechados a direita). O caso de conjuntos mais gerais A e B requer ferramentas

que atualmente nao possuimos. O

Para varidveis aleatérias conjuntamente continuas, a situacdo é um pouco mais
complicada. Suponha que X e Y tenham fx e fy como fungoes de densidade.
Entao, elas sao independentes se e somente se forem conjuntamente continuas

com uma funcdo de densidade conjunta dada por

fxv(z,y) = fx(@)fy(y)

para todo x,y € R. No entanto, se nos for fornecida uma funcao de densidade
conjunta fx y e desejarmos mostrar que X e Y ndo sdo independentes, ndo basta
encontrar um unico ponto (z,y) tal que fx y(z,y) # fx(z)fy (y). Precisamos
verificar que fx y(z,y) # fx(x)fy (y) para todos os z € [a,b] e todos os y € [c, d]
para alguns intervalos ndo degenerados [a,b] e [c,d]. Isso ocorre porque, ao
contrario da funcdo de massa de probabilidade, as fungoes de densidade de
probabilidade ndo s@o tUnicas, e podemos modifici-las em um tnico ponto,

fazendo com que a identidade mostrada acima deixe de ser valida.

Teorema 15.6. Se X e Y sdo varidveis aleatorias independentes integrdveis,

entdo XY ¢€ integravel e
E[XY] =E[X]-E[Y].

Em particular, varidveis aleatérias independentes quadrado-integrdveis sGo nao

correlacionadas.
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Nos fornecemos uma prova assumindo que X e Y sdo discretas. Uma prova que
funcione no caso geral requer ferramentas que atualmente ndo temos. Quanto a
linearidade da esperancga, ela se baseia no fato de que qualquer variavel aleatéria
pode ser aproximada por varidveis aleatérias discretas, reduzindo o problema ao

caso que ja conhecemos.

Definicdo 15.7 (Independéncia par a par). Dizemos que uma colegdo de
variaveis aleatérias X1, X9, X3,... é independente par a par se X; e X, forem

independentes para todo j # k.

Defini¢ao 15.8 (Independéncia miitua). Dizemos que uma colegdo de varidveis
aleatorias discretas X1, Xo, X3,... é mutuamente independentes se, para todo k
e todo Ay,..., Ay € B, tivermos

]P)(Xl €A17...,Xk EAk) :P(Xl GAl)P(Xk EAk).

Existem condigoes andlogas para independéncia muitua quando as variaveis
aleatorias sao continuas ou discretas, e também uma condi¢do equivalente em
termos de fungées de distribuicdo cumulativa conjunta. Mas ndo entraremos em

detalhes sobre isso.

15.4 Covariancia e a lei das médias

Como mencionado na se¢ao anterior, se Xq, ..., X,, sdo variaveis aleatérias nao

correlacionadas, entao

Var(X; +--- 4+ X,) = Var(X;) + - - - + Var(X,,).

Usando isso e a desigualdade de Chebyshev, podemos novamente provar a lei
das médias para qualquer sequéncia de varidveis aleatérias ndo correlacionadas

2

com a mesma média ;4 e a mesma variancia o©, sem assumir que sejam discretas.

A prova é idéntica a vista na Secao 10.3.

O Teorema do Limite Central também se aplica a qualquer sequéncia de
varidveis aleatérias quadrado-integraveis mutuamente independentes com a

mesma distribui¢do, sem assumir que sejam discretas.
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16 Somas de variaveis aleatoérias independentes

Somas de varidveis aleatérias independentes surgem em muitos contextos
diferentes. Dadas duas varidveis aleatérias independentes X e Y, qual é a
distribuicao de X +Y?

Se X e Y sdo ambas discretas, X + Y é discreta e sua funcdo de massa de

probabilidade pode ser calculada usando a Lei da Probabilidade Total:

px+v (%) :ZP(X::C,Y:Z—Q:) :ZP(X:;E)]P(Y:Z—J:)

Ezemplo 16.1. Suponha que X ~ Binom(n,p) e Y ~ Binom(m,p). A fungio de
massa de probabilidade de X + Y pode ser obtida da seguinte forma:

pxiy (k) =) P(X = jP(Y =k - j)
=0
k

(P =p) ()P (1= p)m
7=0

k
= Pk(l - P)m+n_k Z (?) (ij)
§j=0

— (ntm)pk(l _ p)m—&-n—k.

Quando as varidaveis X e Y sdo independentes e tém densidades fx e fy, temos

a relacao analoga a seguir
+oo
frove) = [ fxla)vt -0 da.
Ezemplo 16.2 (Exponenciais e Gama). Sejam X e Y independentes, ambas com

a distribuigdo Exponencial com parametro A > 0, ou seja,

Ae ™ se x> 0;
fx(@) = fy(z) =

0 caso contrario.
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Seja Z := X 4+ Y. Queremos calcular
fz(z) = / fx(@) - fy(z—2) da.

Agora, observe que o produto dentro da integral é igual a zero quando x < 0
(pois fx(z) = 0 nesse caso) e quando = > z (pois fy(z —z) = 0 nesse caso). A

integral é entdo igual a
4 z
/ e M XemAET) g = 22 / e M de =Xz e
0 0

A distribui¢do acima corresponde a uma distribuicio Gama com parametros 2 e
A. Em geral, Z tem distribuicdo Gama com pardmetros n e A se a sua densidade

n—1,

for dada por fz(z) = (n%nl), z e~ para z > 0.

O caso em que X e Y sdo normais é tdo importante que o apresentamos como

uma proposicao.

Proposigdo 16.3. Se X1 ~ N(u1,0%) e Xo ~ N(p2,03) sdo independentes.
Entio X1 + Xo ~ N (u1 + po, 03 + 03).

Demonstragio. Como X1 — 1 ~ N(0,0%) e Xo— pz ~ N(0,03), podemos supor
que p1 = pe = 0. Ap6s manipulagbes algébricas longas e trabalhosas, é possivel

obter

1 Foo 7@ 7L22 7%
fxqv(z) = / e ¥ e ¥idp=--=——t_—_ .¢ 21t

- 2mo 09 o \/2m(o2+032)

Portanto, fx iy é a densidade correspondente & distribuicdo N(0,0% + 03), que

era o que queriamos mostrar. O
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17 Momentos e funcgoes geradoras de momentos

Definigao 17.1. Dada uma varidvel aleatoria X, definimos a func¢do geradora
de momentos de X como a fungdo My dada por

Mx (t) = E[e'¥]

tX

para os valores de ¢ para os quais e"* ¢ integravel.

Ezemplo 17.2 (Geométrica). Se X ~ Geom(p), entdo

— —r . t< IHL7
Mx(t) =Y emp(l—p)"t = 7Y N
n=1 +OO7 t> In ﬁ

Ezemplo 17.3 (Poisson). Se X ~ Poisson(\), entao

e 7)\)\71, o0 )\ t\n : ,
Mx(t) = Z emeT — Z ( Z') — e Are — A1)
n=0 ’ n=0 :

Ezemplo 17.4 (Normal). Seja X uma varidvel aleatéria normal com parametros p

e 02, ou seja,
1 _(@—w)?
fx(z) = e 22, xER.

V2mo? .

A funcao geradora de momentos de X pode ser calculada da seguinte forma:

Mx(t) = /00 e - fx(x) da

— 00

Agora, completamos o quadrado:

(x —p)? =202t = 2 — 2(u+o?t) -z + p?

22 = 2(u+ o?t) -z + p? £ (2uo’t 4+ o*t?)

(x — p—o?t)? = 2uo’t — ot

106



Isso da

1
—ﬁ[(x — p)? = 20%ta] = —

(r —pu—o%t)? o*t?
-_— + 1 _—
202 Tt

A integral em (17.5) entdo se torna

o2t? > 1 (x — p— o%t?)?
exp {t,u + 5 } ~/_Oo 727m2 - exp {—202 }} dz.

Agora, observe que a funcdo sendo integrada é a funcdo de densidade de

probabilidade de N (i + 02t, 02), entdo a integral ¢ igual a 1. Em conclusio,

o2t?
MX(t)exp{tquQ}, th.

Definicao 17.6 (Momentos). Definimos o k-ésimo momento de uma varidvel

aleatéria X como E[X*] se X* for integravel.

O nome "fungdo geradora de momentos'vem do seguinte fato.

Proposigao 17.7. Se Mx(t) é definido em (—a,a) para algum a > 0, entdo X

tem todos os momentos e eles sio dados por
E[X*] = My (0),
onde M)((k) denota a k-ésima derivada da funcio Mx .

Nao temos as ferramentas para provar esta proposicdo, mas se estivermos

dispostos a ser atrevidos, podemos fazer:

k k k
L My(t) = L B[] =K [% etx} = E[X*e!X]

e, avaliando em ¢ = 0, obtemos a proposi¢ao.

Ezemplo 17.8 (Geométrica). Se X ~ Geom(p), entao

E[X] = My (0) = L, E[X?] = M%(0) = 21, Var[X] = E[X?]—(E[X])? = 12,

1
P’ p2 p

Ezemplo 17.9 (Poisson). Se X ~ Poisson(\), entéo
E[X] = M5%(0) = A\, E[X?] = M%(0) = A+ )\, Var[X] = E[X?] — (E[X])? = \.
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Ezemplo 17.10 (Normal). Seja X ~ N (u,0?). Vamos calcular sua média (ou
seja, sua esperanca) e variancia. No exemplo anterior, provamos que Mx () esta

definido para todos t € R, com

t2 2
Mx(t) zexp{g —l—,ut}.

Em seguida, usamos o teorema acima para calcular

d 9 t202
E[X]= —Mx(t)| = |(to”+p) expq—— +nut = p
dt =0 2 t=0
e
2 d? 2 2
Portanto,

Var(X) = E[X?] — (B[X])? = 0% 4 p? — p? = o2

Esta é a razao pela qual X é dito ser uma varidvel aleatoria normal com média p
2

e variancia o“.
Proposicao 17.11. Para todos a,b € R,
M,xp(t) = et - Mx(at)

para todo t no qual as funcées geradoras de momentos estdao definidas.
Demonstracao. No6s calculamos

M,x () = E[e!0X V)] = b . E[eH0X)] = e . My (at). O
Proposigao 17.12. Quando X eY sdo independentes,

Mx 4y (t) = Mx(t) - My (t)

para todo t no qual as funcoes geradoras de momentos estdo definidas.

X

Demonstracio. Se X e Y sdo independentes, entdo e!X e ¥ também sdo.
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Portanto,
My (t) = Ee") = E[eX - "] = E[e"Y] - E[e"] = Mx(¢) - My (1). O

Ezemplo 17.13 (Soma de varidveis de Poisson independentes). Sejam X ~

Poisson(A) e Y ~ Poisson(x) independentes. Entao
My iy (t) = Mx () - My (t) = M Den(e"=1) — (Qtm(e'=1) — pr) (1),

onde Z ~ Poisson(A + ). Isso implica que X + Y ~ Poisson(A + p)?

O exemplo acima nos faz pensar se conhecer a fun¢do geradora de momentos de
uma variavel aleatéria nos diz qual é a distribuicdo da variavel aleatéria. E, de

fato, este é o caso.

Teorema 17.14 (A funcido geradora de momentos determina a distribuigdo).
Dadas duas varidveis aleatorias X eY, se existe a > 0 tal que Mx (t) e My (t) sdo

finitas e coincidem para todo t € [—a, al, entdo X eY tém a mesma distribuicgo.

Também omitimos a prova deste teorema, observando que ela requer ferramentas

ainda mais dificeis de construir do que outras provas omitidas nestas notas.

Ezemplo 17.15 (Soma de varidveis de Poisson independentes). Se X ~ Poisson(\)
e Y ~ Poisson(u) sdo independentes, entdo X + Y ~ Poisson(A + p).

Ezemplo 17.16 (Soma de varidveis normais independentes). Sejam X e Y duas
varidveis normais independentes, com médias pux e py e varidncias 0% e o2,
respectivamente. Também sejam a e b € R com a # 0. Vamos determinar as

distribuigoes de aX + b e de X 4+ Y. Na ultima aula, mostramos que

t?0% t?0
Mx(t) = exp 5 +tux ¢, My (t) = exp 5 +tuy o

Temos que
2,2 42 2,2 42
M,x4p(t) = et Mx (at) = et-exp {auxt + 2 U2X } = exp {(a,ux +b)t + a4 JQX } .

Portanto, aX + b tem a mesma fun¢ao geradora de momentos que uma variavel
aleatoria N (au + b, a®0?). J& que esta funcdo geradora de momentos é definida

em uma vizinhanga da origem (na verdade, em toda a reta real), concluimos
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que aX +b~ N(apx +b,a?c%).

Em seguida, como X e Y sao independentes, temos

o3 t? o3 t?
Mx 4y (t) = Mx(t) - My(t) = exp { puxt + 5 [ OXPHvEE 5

(0% +o¥)t? }

—eXp{(ux + py )t + 5

Isso mostra que X + Y tem a mesma fungdo geradora de momentos que uma
varidvel aleatéria N (ux +puy , 0% +0%). J& que esta fungdo geradora de momentos
é definida em um intervalo aberto que contém zero, concluimos que X +Y ~

N(px + py,0% + oy).
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A Somas uteis

(a+b)" = (n) alp" I a,b € R,n € Ny
=0\
— n 1
Zx =1-2 O<z<l
n=0
i 1
n—1 __

n=0
oo o 9
n=0
= . 3!
n=0
x Lk

€z T
> H:e zeR
=0
- 1
Zk:m neN
k=1 2
- D2n+1
k=1

As cinco primeiras sdo: teorema binomial, série geométrica, derivada da série
geométrica, segunda derivada da série geométrica, terceira derivada da série
geométrica. Acontece que é legitimo diferenciar uma série da forma ) a,z™
termo a termo, mas nao estamos preocupados com os detalhes de por que isso é

verdade.

A quinta é a chamada "série de Taylor"da fun¢io exponencial. Para verificar se
a férmula faz sentido, observe que ambos os lados resultam em 1 para x =0 e
cada lado é igual a sua propria derivada. Esses dois fatos implicam que ambos
os lados sdo iguais para todos os valores de x, mas nao estamos preocupados

com os detalhes disso.

As duas ultimas férmulas, uma vez escritas, podem ser provadas por indugao
(suponha que sejam corretas para um certo valor de n, mostre que sdo corretas
para n + 1). Se vocé estd curioso sobre como essas férmulas surgiram, elas

podem ser derivadas fazendo inicialmente um palpite educado de que devem
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ser representadas por polinémios um grau maior do que o termo somado e, em
seguida, usando os dois ou trés primeiros termos para escrever um sistema de

equagOes para os coeficientes.
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B Exponenciais superam polinémios

Para todox > 0en €N,

2 LL‘3 "

x
| b T I
e +x+2+3!+ +n!

Demonstraciao. Para n = 0, ja sabemos que e* > 1. Paran =1,

e’”zl—l—/ e”’dx}l—i—/ lde=1+=z

0 0
Para n = 2,
61:14—/ e"”dx}l—i—/ (1—|—x)dx:1+x+%2
0 0
Para n = 3,
ele—i—/ e‘””dx}l—l—/ (1+x+12—2)dx:1+x+%2+§—?.

0 0

O padréao é claro. O

Isso implica que
ap + arx + -+ apa”

eaz

tende a 0 & medida que z — 400, para todo a > 0.

~ n+1
Demonstracao. De fato, como e*® > hx”“, cada termo em

ao al1x And
6(11) eax eax
estd se aproximando de zero a medida que = aumenta. O

Isso é 1til ao calcular integrais improprias que incluem polindmios e fungoes

exponenciais.
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