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1. Por que estudar Inferéncia Causal?

Vocé ja deve ter ouvido diversas vezes que correlacao nao implica causalidade. Contudo, o que é causalidade e
como ela pode ser usada para resolver problemas praticos? Antes de estudarmos defini¢ées formais, veremos como
conceitos intuitivos de causalidade podem ser necessarios para resolver questoes usuais em Inferéncia Estatistica.

Para tal, a seguir estudaremos um exemplo de 7.

1.1. O Paradoxo de Simpson

Considere que observamos em 700 pacientes 3 varidveis: T e C' sao as indicadoras de que, respectivamente, o
paciente recebeu um tratamento e o paciente curou de uma doenca, e Z é uma varidavel binaria cujo significado
sera discutido mais tarde. Os dados foram resumidos na tabela 1.1.

Em uma primeira andlise desta tabela, podemos verificar a efetividade do tratamento dentro de cada valor de
Z. Por exemplo, quando Z = 0, a frequéncia de recuperacao dentre aqueles que receberam e nao receberam
o tratamento sao, respectivamente: % ~ 0.93 e 3 234

6-+234
192 55

frequéncias sao: s ~ 0.73 e 55775 ~ 0.69. A primeira vista, para todos os valores de Z, a taxa de recuperacao

¢ maior com o tratamento do que sem ele. Isso nos traz informagao de que o tratamento é efetivo na recuperacao

~ 0.87. Similarmente, quando Z = 1, as respectivas

do paciente?
Em uma segunda anélise, podemos considerar apenas as contagens para as variaveis T e C, sem estratificar por

Z. Dentre os pacientes que receberam e nao receberam o tratamento as taxas de recuperacao sao, respectivamente:

814192 ~ 0.78 e 234+55
6+71+81+192 7 Y- 36-+25-+234+4-55

dentre aqueles que nao receberam o tratamento do que dentre aqueles que o receberam.

~ (0.83. Isto é, sem estratificar por Z, a frequéncia de recuperagao é maior

O que é possivel concluir destas andlises? Uma conclusao ingénua poderia ser a de que, se Z nao for observada,
entao o tratamento ndo é recomendado. Por outro lado, se Z é observada, nao importa qual seja o seu valor, o
tratamento serd recomendado. A falta de sentido desta conclusao ingénua é o que tornou este tipo de dado famoso
como sendo um caso de Paradoxo de Simpson (7).

Contudo, se a conclusao ingénua ¢é paradoxal e incorreta, entao qual conclusdo pode ser obtida destes dados?
A primeira licdo que verificaremos é que nao é possivel obter uma conclusao sobre o efeito causal do tratamento
usando apenas a informacao na tabela, isto é, associagoes. Para tal, analisaremos a tabela dando dois nomes

distintos para a varidvel Z. Veremos que, usando exatamente os mesmos dados, uma conclusao valida diferente

## C 0 1
## Z T

## 0 O 36 234
## 1 6 81

##* 1 0 25 55
## 1 71 192

Tabela 1.1.: Frequéncia conjunta das variaveis binarias T, C, e Z.



¢é obtida para cada nome de Z. Em outras palavras, o efeito causal depende de mais informagao do que somente
aquela disponivel na tabela.

Em um primeiro cendrio, considere que Z ¢ a indicadora de que o sexo do paciente é masculino. Observando a ta-
bela, notamos que, proporcionalmente, mais homens receberam o tratamento do que mulheres. Como o tratamento
nao tem qualquer influéncia sobre o sexo do paciente, podemos imaginar um cendrio em que, proporcionalmente,
mais homens escolheram receber o tratamento do que mulheres.

Usando esta observacao, podemos fazer sentido do Paradoxo anteriormente obtido. Quando agregamos os
dados, notamos que o primeiro grupo de pacientes que receberam o tratamento é predominantemente composto
por homens e, similarmente, o segundo grupo de pacientes que nao receberam o tratamento é predominantemente
composto por mulheres. Isto é, na andlise dos dados agregados estamos essencialmente comparando a taxa de
recuperagao de homens que receberam o tratamento com a de mulheres que nao receberam o tratamento. Se
assumirmos que, independentemente do tratamento, mulheres tem uma probabilidade de recuperagao maior do
que homens, entao a taxa de recuperacao menor no primeiro grupo pode ser explicada pelo fato de ele ser composto
predominantemente por homens e nao pelo fato de ser o grupo de pacientes que recebeu o tratamento. Também,
da andlise anterior, obtemos que para cada sexo, a taxa de recuperacao ¢ maior com o tratamento do que sem ele.
Isto é, neste cenario, o tratamento parece efetivo para a recuperacao dos pacientes. Isto significa que a anélise
estratificando Z é sempre a correta?

Caso o significado da variavel Z seja outro, veremos que esta conclusao é incorreta. Considere que Z é a
indicadora de que a pressao sanguinea do paciente estd elevada. Além disso, é sabido que o tratamento tem como
efeito colateral aumentar o risco de pressao elevada nos pacientes. Neste caso, o fato de que ha mais individuos
com pressao elevada dentre aqueles que receberam o tratamento é um efeito direto do tratamento.

Usando esta observagao, podemos chegar a outras conclusoes sobre o efeito do tratamento sobre a recuperacao
dos pacientes. Para tal, considere que o tratamento tem um efeito positivo moderado sobre a recuperacao dos
pacientes, mas que a pressao sanguinea elevada prejudica gravemente a recuperacao. Quando fazemos comparacoes
apenas dentre individuos com pressao alta ou apenas dentre individuos sem pressao alta, nao é possivel identificar
o efeito coletaral do tratamento. Isto é, observamos apenas o efeito positivo moderado que o tratamento tem sobre
a recuperacao. Por outro lado, quando fazemos a andlise agregada, observamos que a frequéncia de recuperacao
¢ maior dentre os individuos que nao receberam o tratamento do que dentre os que o receberam. Isso ocorre pois
o efeito colateral negativo tem um impacto maior sobre a recuperagao do paciente do que o efeito geral benéfico.
Assim, neste cendrio, o tratamento nédo é eficiente para levar a recuperacao do paciente.

Como nossas conclusoes dependem de qual histéria adotamos, podemos ver que a mera apresentacao da tabela
¢ insuficiente para determinar a eficiéncia do tratamento. Observando com cuidado os cendrios, identificamos uma
explicacao geral para as diferentes conclusoes. No primeiro cenario, quando Z é sexo, Z é uma causa do individuo
receber ou nao o tratamento. Ja no segundo cenario, quando Z é pressao elevada, o tratamento é causa de Z.
Isto é, a diferenca nas relacoes entre as variaveis explica as diferengas entre as conclusoes obtidas.

Ao longo do curso, desenvolveremos ferramentas para formalizar a diferenca entre estes cendrios e, com base
nisso, conseguir estimar o efeito causal que uma varidvel X tem sobre outra varidvel Y. Contudo, para tal, sera
necessario desenvolver um modelo em que seja possivel descrever relacoes causais. Esta questao serd tratada no

capitulo 2.

1.1.1. Exercicios

Exercicio 1.1 (?[p.6]). H4 evidéncia de que ha correlacdo positiva entre uma pessoa estar atrasada e estar

apressada. Isso significa que uma pessoa pode evitar atrasos se nao tiver pressa? Justifique sua resposta em
8



palavras.






2. Modelo Causal (CM)

No capitulo 1 vimos que as relagdes causais entre varidveis sao essenciais para conseguirmos determinar o efeito
que uma variavel pode ter em outra. Contudo, como podemos especificar relagoes causais formalmente?

Como resposta a esta pergunta iremos definir o Modelo Causal (CM ), que permite especificar formalmente
relacoes causais. Para tal, serd necessario primeiro introduzir modelos probabilisticos em grafos. Um curso
completo sobre estes modelos pode ser encontrado, por exemplo, em ?. A seguir, estudaremos resultados essenciais

destes modelos.

2.1. Elementos de Modelos Probabilisticos em Grafos

2.1.1. Grafo Direcionado

Defini¢ao 2.1. Um grafo direcionado, G = (V, £), é composto por um conjunto de vértices, V = {V1,...,V,},

e e um conjunto de arestas, £ = {E1, ..., E,,}, onde cada aresta é um par ordenado de vértices, isto é, F; € V2.

Para auxiliar nossa intuicdo sobre a Definicao 2.1, é comum representarmos o grafo por meio de uma figura.
Nesta, representamos cada vértice por meio de um ponto. Além disso, para cada aresta, (V;, V), tracamos uma
seta que aponta de V; para Vj.

Por exemplo, considere que os vértices sao V = {Vi, Va, V3} e as arestas sao € = {(V1, Va), (V4, V3), (Va, V3)}.
Neste caso, teremos os 3 pontos como vértices e, além disso, tracaremos setas de V; para V5 e para V3 e, também,

de V5 para V3. Podemos desenhar este grafo utilizando os pacotes dagitty e ggdag (?7):

library(dagitty)
library(ggdag)
library(ggplot2)

grafo <- dagitty("dag {
vi-> { v2 V3 }
V2 -> V3

)

ggdag(grafo, layout = "circle") +
theme (axis.text.x = element_blank(),
axis.ticks.x = element_blank(),
axis.text.y = element_blank(),
axis.ticks.y = element_blank()) +
xlab("") + ylab("")

11



Figura 2.1.: Exemplo de grafo.

Grafos direcionados serao lteis para representar causalidade pois seus vértices serao variaveis e suas arestas irao
apontar de cada causa imediata para seu efeito. Por exemplo, no Capitulo 1 consideramos um caso em que Sexo
e Tratamento sao causas imediatas de recuperacao e, além disso, Sexo é causa imediata de Tratamento. O grafo
na figur 2.1 poderia representar estas relagoes se definirmos que V; é Sexo, V5 é Tratamento e V3 é Recuperacao.

Usando a representacao de um grafo, podemos imaginar caminhos sobre ele. Um caminho direcionado
inicia-se em um determinado vértice e, seguindo a direcao das setas, vai de um vértice para outro. Por exemplo,
(V1,V2,V3) é um caminho direcionado na figur 2.1, pois existe uma seta de V; para Vo e de Vo para Vs. E
comum denotarmos este caminho direcionado por V; — Vo — V3. Similarmente, (V, V3, V5) nao é um caminho

direcionado, pois nao existe seta de V3 para Vo. A definigdo de caminho direcionado é formalizada a seguir:

Definigao 2.2. Um caminho direcionado é uma sequéncia de vértices em um grafo direcionado, C' = {C4,...,Cy}
tal que, para cada 1 <i < n, (C;,Ci11) € €.

Definicao 2.3. Dizemos que V5 é descendente de V7 se existe um caminho direcionado de V4 em V5.

Um caminho é uma generalizacao de caminho direcionado. Em um caminho, comecamos em um vértice e,
seguindo por setas, mas nao necessariamente na direcao em que elas apontam, vamos de um vértice para outro.
Por exemplo, na figur 2.1 vimos que (V7, V3, V3) ndo é um caminho direcionado pois nao existe seta de V3 para
Va. Contudo, (V7, V3, V3) é um caminho pois existe uma seta ligando V3 e V3, a seta que aponta de V, para V. E

comum representarmos este caminho por Vi — V3 <= Vo. Caminho é formalizado a seguir:
Definigao 2.4. Dizemos que vértices V] e V5 sao adjacentes se (V1, V) € € ou (Va, V) € €.

Defini¢ao 2.5. Um caminho é uma sequéncia de vértices, C' = {Cy,...,C,} tal que, para cada 1 <i <mn, C; e

Ci+1) sao adjacentes.

2.1.2. Grafo Direcionado Aciclico (DAG)

Um DAG é um grafo direcionado tal que, para todo vértice, V', nao é possivel seguir setas partindo de V' e voltar

para V. Este conceito é formalizado a seguir:
12



Definigao 2.6. Um grafo direcionado aciclico (DAG) é um grafo direcionado, G = (V, ), tal que, para todo

vértice, V' € V, nao existe um caminho direcionado, C' = {C1,...,C,} tal que C; =V = C,,.

Usualmente representaremos as relagoes causais por meio de um DAG. Especificamente, existird uma aresta de
V1 para V5 para indicar que V; é causa imediata de V5. Caso um grafo direcionado nao seja um DAG, entao existe
um caminho de V em V, isto é, V seria uma causa de si mesma, o que desejamos evitar.

Um DAG induz uma ordem parcial entre os seus vértices. Isto é, se existe uma aresta de V; para Vs, entao
podemos interpretar que V; antecede V5 causalmente. Com base nesta ordem parcial, é possivel construir diversas
definigoes que nos serao uteis.

Dizemos que V; é pai de V5 em um DAG, G, se existe uma aresta de V; a V3, isto é, (V4,V3) € £. Denotamos
por Pa(V') o conjunto de todos os pais de V. Similarmente Pa(V) é o conjunto de vértices que sao pais de algum

vértice em V:

Definigao 2.7. O conjunto de pais de V C V em um DAG, G = (V,€), é:
Pa(V):={V*e€V:3V €V tal que (V*,V) € £}.

Similarmente, dizemos que V7 é um ancestral de V5 em um DAG, se V; antecede V5 causalmente. Isto é, se V3
é pai de V5 ou, pai de pai de Vo, ou pai de pai de pai de V5, e assim por diante ... Denotamos por Anc(V) o

conjunto de todos os ancestrais de elementos de V:

Defini¢ao 2.8. Em um DAG, G = (V,€), o conjunto de ancestrais de V C V, Anc(V), é tal que Anc(V) C Ve

V* € Anc(V) se e somente se existe V' € V e um caminho direcionado, C, tal que C; =V* e C; = V.

Note que podemos interpretar Anc(V) como o conjunto de todas as causas diretas e indiretas de V.
Finalmente, diremos que um conjunto de vértices, A C V é ancestral em um DAG, se nao existe algum vértice
fora de A que seja pai de algum vértice em A. Segundo nossa interpretagao causal, A serd ancestral quando

nenhum vértice fora de A é causa direta de algum vértice em A:
Definigao 2.9. Dizemos que A C V é ancestral em um DAG se, para todo vértice V € A, temos que Pa(V) C A.

Lema 2.10. Em um DAG, G, para todo V CV, Anc(V) € ancestral.

2.1.3. Modelo Probabilistico em um DAG

Um modelo probabilistico em um DAG é tal que cada um dos vértices é uma varidvel aleatéria. O DAG serd
usado para descrever relagoes de independéncia condicional existentes entre estas varidveis. Mais especificamente,
cada vértice serd independente dos demais vértices dados os seus pais. Uma maneira alternativa de pensar sobre
esta afirmacgao é imaginar que cada vértice é gerado somente pelos seus pais. Esta intuicao é formalizada em
Definigao 2.11:

Definicao 2.11. Para V um conjunto de varidveis aleatérias, dizemos que uma funcao de densidade sobre V, f,

é compativel com um DAG, G, se:
n

flor,. o) = [ £ Wil Pa(v:)).

i=1

Quando nao hé ambiguidade, também dizemos que G é compativel com f neste caso.
13



Exemplo 2.12. Considere que X ~ Bernoulli(0.5), Y|X = 1 ~ Bernoulli(0.99) e Y|X = 0 ~ Bernoulli(0.01).

Neste caso,

JY=1)=fX=0Y=1+fX=1Y=1
= (X =0)f(Y =X =0) + f(X =1)f(Y =1[X = 1)
=0.5-0.014+0.5-0.99=0.5

Como f(X =1,Y =1) =0.5-099 # 05-0.5 = f(X = 1)f(Y = 1), decorre da Definigao 2.11 que f nao é
compativel com o DAG sem arestas em que V = {X,Y}. Em outras palavras, X e Y nao sao independentes.
Como sempre é verdade que f(z,y) = f(x)f(y|z) e que f(x,y) = f(y)f(z|y), f é compativel com os DAGs X — Y
ecom X «+ Y.

Exemplo 2.13. Considere que f(z,y) = f(z)f(y). Isto é, (X,Y) sdo independentes segundo f. Neste caso, f é
compativel com qualquer DAG sobre V = {X,Y}.

Quando V tem muitos elementos, pode ser dificil verificar se a Definicao 2.11 esta satisfeita Para esses casos,

pode ser til aplicar o Lema 2.14:

Lema 2.14. Uma fun¢do de densidade, f, € compativel com um DAG, G, se e somente se, eristem funcdes,

g1, - .-, 9n tais que:
n
flor, .o ) = Hgi(vi, Pa(v;)), e /gi(vi,Pa(vi))dvi =1
=1

Exemplo 2.15. Considere que
f@1, 20, 23) = 0.5 - 0.91@=22) . o Her722) g glwa=za) . glwaries)

Tome G = X; — X9 — X3. Para G, Pa(X1) = 0, Pa(X2) = {X1} e Pa(X3) = {X2}. Assim, tomando
g1(z1, Pa(z1)) = 0.5, ga(2, Pa(xy)) = 0.91=1=22) .0, 11@1722) ¢ g (3, Pa(x3)) = 0.81*2=23) . 0,21(®2723) temos que

f(z1, 22, 23) = g1 (21, Pa(z1)) - g2(x2, Pa(z2)) - g3(z3, Pa(z3))
Isto é, decorre do Lema 2.14 que f é compativel com G.

Exercicio 2.16. Usando a mesma f do Exemplo 2.15, prove que f é compativel com o DAG X; + X + X3.

Temos que f é compativel com quais outros DAG’s?

Se A ¢é ancestral em um DAG, entao f(A) pode ser decomposto de forma similar a f(V). Este fato sera til e

é formalizado no Lema 2.17.

Lema 2.17. Seja G = (V,€) um DAG. Se A é ancestral e f é compativel com G, entdo

fA) = I[ f(vIPa(V))

VeA

A seguir, estudaremos trés tipos fundamentais de modelos probabilisticos em DAG’s com 3 vértices. A intuigao

obtida a partir destes exemplos continuara valendo quando estudarmos grafos mais gerais.
14



Figura 2.2.: Tlustragao de confundidor.

2.1.4. Exemplos de Modelo Probabilistico em um DAG

Nos exemplos a seguir, considere que V = (V1, Vo, V3).

Confundidor (Confounder)

No modelo de confundidor, as unicas duas arestas sao (Va, V1) e (V2, V3). Uma ilustragdo de um confundidor pode
ser encontrada na figur 2.2. O modelo de confundidor pode ser usado quando acreditamos que V5 é uma causa
comum a Vi e a V3. Além disso, V7 nao é causa imediata de V3 nem vice-versa.

Em um modelo de confundidor a relagao de dependéncia entre V7 e V3 é explicada pelos resultados a seguir:
Lema 2.18. Para qualquer probabilidade compativel com o DAG na figur 2.2, Vi L V3|Vs;.
Lema 2.19. FEziste ao menos uma probabilidade compativel com o DAG na figur 2.2 tal que Vi X V3.

Combinando os Lemas 2.18 e 2.19 ¢é possivel compreender melhor como usaremos confundidores num contexto
causal. Nestes casos, V5 serd uma causa comum a Vi e a V3. Esta causa comum torna V; e V3 associados, ainda
que nenhum seja causa direta ou indireta do outro.

Podemos contextualizar estas ideias em um caso de diagndstico de dengue. Considere que V5 é a indicadora de
que um individuo tem dengue, e V; e V3 sao indicadoras de sintomas tipicos de dengue, como dor atras dos olhos
e febre. Neste caso, V7 e V3 tipicamente sdo associados: caso um paciente tenha febre, aumenta a probabilidade
de que tenha dengue e, portanto, aumenta a probabilidade de que tenha dor atras dos olhos. Contudo, apesar
dessa associacao V3 nao tem influéncia causal sobre Vi. Se aumentarmos a temperatura corporal do individuo,

nao aumentars a probabilidade de que ele tenha dor atras dos olhos. A dengue que causa febre, ndo o contrario.

Cadeia (Chain)

No modelo de cadeia, as unicas duas arestas sao (V1,V2) e (Va,V3). Uma ilustragdo de uma cadeia pode ser
encontrada na figur 2.3. Neste modelo, acreditamos que V; é causa de Vo que, por sua vez, é causa de V3. Assim,
V1 é ancestral de V3, isto é, o primeiro é causa indireta do segundo.

Em um modelo de cadeia a relacao de dependéncia entre V; e V3 é explicada pelos resultados a seguir:
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Figura 2.3.: Tlustragao de cadeia.

Lema 2.20. Para qualquer probabilidade compativel com o DAG na figur 2.3, Vi L V3|V;.
Lema 2.21. FEziste ao menos uma probabilidade compativel com o DAG na figur 2.3 tal que Vi X V3.

Combinando os Lemas 2.20 e 2.21 é possivel compreender melhor como usaremos cadeias num contexto causal.
Nestes casos, V5 serd uma consequéncia de V7 e uma causa de V3. Assim, a cadeia torna V7 e V3 e associados,
ainda que nenhum seja causa direta do outro. Contudo, ao contrario do confundidor, neste caso Vi é uma causa
indireta de V3, isto é, tem influéncia causal sobre V3.

Para contextualizar estas ideias, considere que V; é a indicadora de consumo elevado de sal, V5 é a indicadora
de pressao alta, e V3 é a indicadora de ocorréncia de um derrame. Como consumo elevado de sal causa pressao
alta e pressao alta tem influéncia causal sobre a ocorréncia de um derrame, pressao alta é uma cadeia que é um
mediador entre consumo elevado de sal e ocorréncia de derrame. Assim, consumo elevado de sal tem influéncia

causal sobre a ocorréncia de derrame.

Colisor (Collider)

O dltimo exemplo de DAG com 3 vértices que estudaremos é o de modelo de colisor, em que as tinicas duas arestas
sao (V1,V3) e (V3,V3). Uma ilustracao de um colisor pode ser encontrada na figur 2.4. O modelo de colisor pode
ser usado quando acreditamos que V; e V3 sdo causas comuns a V5. Além disso, V] néo é causa imediata de V3
nem vice-versa.

Em um modelo de colisor a relacao de dependéncia entre Vi e V3 é explicada pelos resultados a seguir:
Lema 2.22. Para qualquer probabilidade compativel com o DAG na figur 2.4, V1 1L V3.
Lema 2.23. Existe ao menos uma probabilidade compativel com o DAG na figur 2.4 tal que Vi X V3|Vs.

Combinando os Lemas 2.22 e 2.23 vemos como utilizaremos confundidores num contexto causal. Nestes casos,
V1 e V3 serdo causas comuns e independentes de V5. Uma vez que obtemos informagcao sobre o efeito comum, V5,
V1 e V3 passam a ser associados.

Esse modelo pode ser contextualizado observando a prevaléncia de doencas em uma determinada populacao

(?). Considere que V; e V3 sao indicadoras de que um individuo tem doengas que ocorrem independentemente na
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Figura 2.4.: Tlustracao de colisor.

populacao. Além disso, V5 é a indicadora de que o individuo foi hospitalizado, isto é, V5 é influeciado causalmente
tanto por Vi quanto por V3. Para facilitar as contas envolvidas, desenvolveremos o exemplo com distribuigoes
ficticias. Considere que V; e V3 sdo independentes e tem distribui¢ao Bernoulli(0.05). Além disso, quanto maior o
numero de doencas, maior a probabilidade de o individuo ser hospitalizado. Por exemplo, P(Vao = 1|V} =0, V3 =
0)=0.01,P(Vo=1V;=0,V3=1)=0.1,P(Vo =1|V; =1,V3=0)=0.1,e P(Vo =1|V; =1,V53=1) = 0.5.

Com base nestas especificacoes, podemos verificar se V7 e V3 estao associados quando Vo = 1. Para tal,

primeiramente calcularemos algumas probabilidades conjuntas que serao tteis:

P(V; =0,V =1,V5=0) =0.95-0.01-0.95 = 0.009025

P(Vi=0,Va=1,Va=1) =0.95-0.1-0.05= 0.0475 1)
P(Vi=1,Va=1,V5=0) =0.05-0.1-0.95=0.0475

P(V; =1,Va=1,V3=1) =0.05-0.5-0.05=0.00125

Com base nestes cédlculos é possivel obter a prevaléncia da doenga dentre os individuos hospitalizados:

P(Vi=1,Vo=1)

P(Vy=1)
B 0.0475 + 0.00125
~0.009025 + 0.0475 4 0.0475 + 0.00125
~ 0.46

PVi=1Va=1) =

likning (2.1)
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Finalmente,

V=1LV=1V=1)
P(Va=1,V3=1)
_ P(Vi =1,V =1,V3=1)
PV =0,Vo=1,3=1)+PVi=1,Vo=1,13=1)
B 0.00125
~0.0475 + 0.00125

~ 0.26

P
P(Vi=1|Vo=1,V3=1) =

likning (2.1)

Como P(V; = 1|Va = 1) = 0.46 # 0.26 = P(V} = 1|V, = 1, V3 = 1), verificamos que V; nao é independente de
V3 dado V5. De fato, ao observar que um individuo esta hospitalizado e tem uma das doencas, a probabilidade de
que ele tenha a outra doenga é inferior aquela obtida se soubéssemos apenas que o individuo estd hospitalizado.

Esta observagao nao implica que uma doenca tenha influéncia causal sobre a outra. Note que a frequéncia
de hospitalizacao aumenta drasticamente quando um individuo tem ao menos uma das doencas. Além disso,
cada uma das doencgas é relativamente rara na populagao geral. Assim, dentre os individuos hospitalizados, a
frequéncia daqueles que tem somente uma das doencas é maior do que seria caso as doengas nao estivessem
associadas. Quando fixamos o valor de uma consequéncia comum (hospitalizagao), as causas (doengas) passam a
ser associadas. Esta associacao nao significa que infectar um individuo com uma das doencgas reduz a probabilidade

que ele tenha a outra.

2.1.5. Modelo Causal (Causal Model)

Com base nos conceitos abordados anteriormente, finalmente podemos definir o Modelo Causal (CM ):

Definicao 2.24. Um CM é um par (G, f) tal que G = (V,€) é um DAG (Definigao 2.6) e f é uma fungao de
densidade sobre V compativel com G (Defini¢ao 2.11). Neste caso, é comum chamarmos G de grafo causal do

CM (G, f).

Note pela Definigao 2.24 que um CM é formalmente um modelo probabilistico em um DAG. O principal atributo
de um CM que o diferencia de um modelo probabilistico genérico em um DAG é como o interpretamos. Existe
uma aresta de V; em V5 em um CM se e somente se V7 é uma causa direta de V5.

Dentre os modelos causais, é de particular interesse o modelo linear Gaussiano.

Defini¢ao 2.25. Dizemos que (G, f) é um CM linear Gaussiano de parametros p e /3 se, existe matriz diagonal
positiva, &, u € RVl e g € RIVIXIVI tal que, para todo vértice V, Bv,w =0 quando W ¢ Pa(V) e

VIPa(V)~ N [ py+ > Bvw - W, S,
WePa(V)

O modelo causal linear Gaussiano tem algumas propriedades especiais, que tornam mais simples suas compre-

ensao. Algumas destas sao apresentadas abaixo:
Lema 2.26. Se (G, f) € um CM linear Gaussiano, entiao V seque distribui¢ao normal multivariada.

Lema 2.27. Seja (G, f) um CM linear Gaussiano com coeficientes . Para cada V)Y €V, defina Cyy como o
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conjunto de todos os caminhos direcionados de V a'Y .

Cl-1
EY]=>" > w- ] Benc
=1

Vey CE(CV’Y

No proximo capitulo estudaremos consequéncias desta interpretagao causal. Contudo, antes disso, a préxima
secdo desenvolverda um resultado fundamental de modelos probabilisticos em DAGs que serd fundamental nos

capitulos posteriores.

2.1.6. Exercicios

Exercicio 2.28. Em um DAG, G = (V, &), Considere que Anc*(V) C V é definido como o menor conjunto tal
que V C Anc*(V) e, se V € Anc*(V), entao Pa(V) C Anc*(V). Prove que Anc(V) = Anc*(V).

Exercicio 2.29. Prove o Lema 2.10.
Exercicio 2.30. Prove que se Z ¢ ancestral, entdo f(Z) =[],z f(Z|Pa(Z)).

Exercicio 2.31. Sejam G; = (V,&1) e Go = (V, &) grafos tais que & C &. Prove que se f é compativel com Gy,

entdao f é compativel com Gs.

Exercicio 2.32. Prove o Lema 2.14.

Exercicio 2.33. Prove o Lema 2.17.

Exercicio 2.34. Prove que, para qualquer V C V, Anc(V) = Anc(Anc(V)).
Exercicio 2.35. Prove que V é ancestral se e somente se Anc(V) = V.

Exercicio 2.36. Considere que (Xi, X3) sao independentes e tais que P(X; = 1) = P(X; = —1) = 0.5. Além
disso, Y = X - Xs.

a) Desenhe um DAG compatfvel com as relacoes de independéncia dadas pelo enunciado.
G
b) Prove que Y e Xl sao independentes. Isso contradiz sua resposta para o item anterior?

Exercicio 2.37. Para cada um dos modelos de confundidor, cadeia e colisor, dé exemplos de situagoes praticas

em que este modelo é razoavel.

Exercicio 2.38. Considere que, dado 7', X7, ..., X, sdo ii.d. e X;|T ~ Bernoulli(7"). Além disso, T ~ Beta(a, b).
(a) Seja f(t,x1,...,x,) dada pelo enunciado. Exiba um DAG, G, tal que f é compativel com G.
(b) (X1,...,Xy) sao independentes?
(c) Determine f(x1,...,2zp).

Exercicio 2.39. Exiba um exemplo em que Vi, Vo, V3 sejam bindrias, que V5 seja um colisor e que, além disso,
Corr[V1, V3|Va = 1] > 0.

Exercicio 2.40. Seja V = (V1, Vs, V3) Exiba um exemplo de f sobre V e grafos G e G2 sobre V tais que G # Ga

e f é compativel tanto com G; quanto com Go.
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Exercicio 2.41. Seja f uma densidade arbitraria sobre V = (V4,...,V,,). Exiba um DAG sobre V, G, tal que f

é compativel com G.

Exercicio 2.42. Exiba um exemplo em que V5 é um colisor entre Vi e V5, V4 tem como tinico pai Vo e V] e V3

sao dependentes dado V.

Exercicio 2.43. Prove o Lema 2.26.

2.2. Independéncia Condicional e D-separacao

Independéncia condicional é uma forma fundamental de indicar relagoes entre varidveis aleatorias. Se Xy, ..., Xy
e Y s@o vetores de varidveis aleatdrias, definimos que (Xy,...,Xy)|Y, isto é, Xy,..., X, sao independentes dado
Y, se conhecido o valor de Y, observar quaisquer valores de X nao traz informacao sobre os demais valores. Nesta

se¢ao veremos que as relagoes de independéncia condicional em um CM estao diretamente ligadas ao seu grafo.

2.2.1. Independéncia Condicional

Definigao 2.44. Dizemos que (X4, ...,Xy) sao independentes dado Y se, para qualquer x1,...,X, ey,

d
f(x17 s 7an’) = Hf(xz’}’)
i=1
Em particular, (Xi,...,Xy) sdo independentes se, para quaiquer (Xi,...,Xg),
d
fxi,..xq) =[] £(xi)
i=1

Verificar se a Definigao 2.44 esta satisfeita nem sempre é facil. A principio, ela exige obter tanto a distribuigao
condicional conjunta, f(xi,...,X4|y), quanto cada uma das marginais, f(x;|y). O Lema 2.45 a seguir apresenta

outras condigcoes que sao equivalentes a independéncia condicional:
Lema 2.45. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. (X4,...,Xy) sao independentes dado Y,
2. Existem fungoes, hy, ..., hq tais que f(X1,...,%X4|ly) = H?Zl hj(x;,y).
5. Para todo i, f(xilxi,y) = f(xily).

4. Para todo 1, f(Xi\Xli—l,Y) = f(xily)-

As condigoes no Lema 2.45 s@o, em geral, mais faceis de verificar do que a defini¢do direta de independéncia
condicional. A seguir veremos que, em um SMC, pode ser mais facil ainda verificar muitas das relagoes de

independéncia condicional.

2.2.2. D-separacao

Em um CM , é possivel indicar as relagoes de independéncia incondicional em V por meio do grafo associado.
Intuitivamente, haverda uma dependéncia entre Vi e Vo se for possivel transmitir a informacao de Vi para Vo por
um caminho que ligue ambos os vértices. Para entender se a informacao pode ser transmitida por um caminho,

classificaremos a seguir os vértices que o constituem.
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Figura 2.5.: Tlustragao do conceito de bloqueio de um caminho. No caminho (V1, V2, V4), V2 é um colisor. Isto
ocorre pois, para chegar de V1 a V4 passando apenas por V2, as duas arestas apontam para V2. J4
no caminho (V1, V2, V3, V4) temos que V2 é uma cadeia. Para chegar de V1 a V3 passando por
V2, passa-se por duas arestas, uma entrando e outra saindo de V2. Como V2 é um colisor em (V1,
V2, V4), este caminho estd bloqueado se e somente se o valor de V2 é desconhecido. Como V2 é uma
cadeia em (V1, V2, V3, V4), esse caminho estd bloqueado quando o valor de V2 é conhecido.

Defini¢ao 2.46. Seja C' = (C4,...,Cy) um caminho em um DAG, G = (V,€). Paracada 2 <i<n—1:

e C; é um colisor em C se (C;_1,C;) € € e (Ci+1,C;) € &, isto é, existem arestas apontando de Cj_; e de

Ci+1 para C;. Neste caso, desenhamos C;_1 — C; < Cj41.

Note que a classificagdo na Definicao 2.46 generaliza os exemplos de DAG’s com 3 vértices na Secao 2.1.4.

Essa classificacao ¢ ilustrada com o DAG na figur 2.5. Existem dois caminhos que vaode Vi a Vy: Vi — Vo + V)
e V] — Vo — V3 < V4. No primeiro caminho V5 é um colisor, pois o caminho passa por duas arestas que apontam
para V5. Ja no segundo caminho V5 é uma cadeia e V3 é um colisor. Note que a classificagdo do vértice depende
do caminho analisado. Enquanto que no primeiro caminho V5 é um colisor, no segundo V5 é uma cadeia

Com base nas conclusoes da Secao 2.1.4, é possivel compreender a racionalidade da Definicao 2.46. Na Secao 2.1.4
vimos que, se Z nao é um colisor entre X e Y, entao X e Y sao independentes dado Z. Por analogia, podemos
intuir que um vértice que nao é um colisor num caminho nao permite a passagem de informacao quando seu valor
é conhecido. Similarmente, na Se¢ao 2.1.4, se Z é um colisor entre X e Y, entdo X e Y sado independentes. Assim,
também podemos intuir que um vértice que é um colisor em um caminho nao permite a passagem de informacao
quando seu valor e o de seus descendentes é desconhecido. Finalmente, a informacao nao passa pelo caminho

quando ela nao passa por pelo menos um de seus vértices. Neste caso, dizemos que o caminho esta bloqueado:

Definigao 2.47. Seja C' = (C1,...,C,) um caminho em um DAG, G = (V,€). Dizemos que C estd bloqueado
dado Z C V, se

1. Existe algum 2 < i <n — 1 tal que C; nao é um colisor em C e C; € Z, ou
2. Existe algum 2 <i < n — 1 tal que C; é um colisor em C e C; ¢ Anc(Z).

Finalmente, dizemos que V; estd d-separado de V5 dado V3 se todos os caminhos de Vi a Vy estao bloqueados

dado Vj:
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Definigao 2.48. Seja G = (V,€) um DAG. Para V;,Vy, V3 C V, dizemos que V; estd d-separado de Vo dado
V3 se, para todo caminho C = (C1,...,Cy) tal que C; € V; e C), € Vg, C estd bloqueado dado V3. Neste caso,
escrevemos Vi | Vy|Vs.

Intuitivamente, se Vi 1 V5|V3, entdo nao é possivel passar informagao de Vi a Vo quando Vs é conhecido.
Assim, temos razao para acreditar que V; é condicionalmente independente de Vo dado V3, isto é Vi 1L Vy|Vs.

Esta conclusao é apresentada no Teorema 2.49 a seguir:

Teorema 2.49. Seja G = (V, &) um DAG eV um conjunto de varidveis aleatorias. Vi estd d-separado de Vo
dado V3 se e somente se, para todo f compativel com G, Vq LT Va| V3.

Exemplo 2.50. Considere o DAG na figur 2.5. Para avaliar se V; e V3 sdo d-separados, precisamos analisar todos
os caminhos de um para o outro. Estes caminhos sao: Vi — Vo — V3, e V] — Vo «+ V4 — V3. No primeiro caminho
V5 nao é um colisor e, assim, o caminho nao estd bloqueado marginalmente. Portanto, V; e V3 nao sao d-separados
marginalmente. Por outro lado, no segundo caminho V5 é um colisor e V4 ndo o é. Assim, condicionando em V5,
este caminho nao estd bloqueado. Portanto, Vi e V3 nao sao d-separados dado V5. Finalmente, dado Vs e Vi,
ambos os caminhos estao bloqueados, pois V5 nao é um colisor no primeiro e V4 nao é um colisor no segundo.
Assim, V; e V3 s@o d-separados dado (Va, Vy). Para treinar este raciocinio, continue analisando a d-separacao entre
Vi e V.

O algoritmo para testar d-separacao estd implementado em diversos pacotes. Além disso, é possivel utilizar
o Teorema 2.49 para enunciar todas as relagoes de independéncia condicional que sao necessarias em um grafo.

Estas implementacoes estao ilustradas abaixo:

grafo <- "dag{
Vi -> V2 <- V4;
V2 -> V3 <- V4

}II

dseparated(grafo, "V1", "V3", c("V2"))

## [1] FALSE

dseparated(grafo, "Vi", "V3", c("V4"))

## [1] FALSE

dseparated(grafo, "V1", "V3", c("V2", "V4"))
## [1] TRUE
impliedConditionalIndependencies(grafo)

## V1 _||_ V3 | V2, V4
# V1 _||_ V4
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Exemplo 2.51. Considere que V; e Vy nao sao d-separados dado V3. O Teorema 2.49 garante apenas que existe
algum f compativel com o DAG tal que V; e Vs sao condicionalmente dependentes dado V3 segundo f. E possivel
mostrar que o conjunto de f’s compativeis com o grafo em que V; e Vg sao condicionalmente independentes dado
V3 é relativamente pequeno aquele em que Vi e Vo sdo condicionalmente dependentes. Estudaremos um caso em
que é possivel observar esta relagao em mais detalhe.

Considere que Vi, Vs, e Z sao bindrias e formam o grafo Vi < Z — Vs, isto é, Z é um confundidor. Além
disso, P(Z = 1) = 0.5, P(V; = 1|Z = j) =: p;. Como V3 é um confundidor, Vi e V5 nao sado d-separados
marginalmente. Para quais valores de p temos que V7 e V5 sdo marginalmente independentes? Para que Vi e V3

sejam independentes, é necessario que Cov[Vy, V5] = 0. Note que

E[Vi] = E[E[V;]|Z]] = 0.5p1 + 0.5po
E[V1Va] = E[| E[V1V2|Z]] = 0.5pF + 0.5p]

Assim, para que Cov[Vy, Vo] = 0, temos:

0.5p7 4 0.5p3 = (0.5p1 + 0.5p0)(0.5p1 + 0.5p0)
0.5p7 4 0.5p3 = 0.25p3 + +0.5p1po0.25p3
0.25p7 — 0.5p1po + 0.25p5 = 0
0.25(p1 — po)* =0
P1="Do
Em outras palavras, dentre todos (pg,p1) no quadrado [0, 1]?, somente os valores no segmento p; = pg tem alguma
chance de levarem & independéncia entre Vi e Va. Se imaginarmos que (po,p1) sdo equidistribuidos em [0, 1]2,
entao a probabilidade de sortearmos valores em que Vi e V5 sao independentes é 0.

Em conclusao, como V; e V5 nao sao d-separados, somente para um conjunto pequeno de possiveis f’s temos

que V7 e V5 sao independentes.

2.2.3. Exercicios

Exercicio 2.52. Considere que f é uma densidade sobre V = (Vi, Vs, V3, Vy) que é compativel com o grafo em
figur 2.6. Além disso, cada V; € {0, 1}, V4, V5 ~ Bernoulli(0.5), V3 =V - V5 e P(Vy = i|V3 = i) = 0.9, para todo i.

(a) V1 e V5 sao d-separados dado V3?
(b) V4 e V4 sado condicionalmente independentes dado V3?
(c) V1 e Vi sao d-separados dado V47
(d) V4 e V5 sado condicionalmente independentes dado V,?

Exercicio 2.53. Prove que se um caminho, C' = (C4,...,C,), estd bloqueado dado V, entdo sempre que C' é um
sub-caminho de C*, isto é, C* = (41,..., A, C1,...,Cy, B1,...,B;), temos que C* estd bloqueado dado V.
Exercicio 2.54. Prove que se Vi 1 V3|V, e Vo L V3|V, entao Vi UVy L V3|Vy.

Exercicio 2.55. Prove que se V; L V;3|V3, entdo para todo V € (Anc(Vs) —V3), V L V1|Vz ou V' L Vy|V3.

Exercicio 2.56. Sejam G; = (V,&1) e Go = (V, &) grafos tais que £ C &. Prove que se Vi 1L Vy|V3 em Go,
entao Vl J_d Vg’V;g em gl.
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Figura 2.6.: Exemplo em que V4 é um descendente de um colisor, V3.



3. Intervencoes

3.1. O modelo de probabilidade para intervencoes

Com base no modelo estrutural causal discutido no capitulo 2, agora estabeleceremos um significado para o efeito

causal de uma varidvel em outra.

Para iniciar esta discussdo, considere as varidveis Z (Sexo), X (Tratamento), e Y (Cura), discutidas no
capitulo 1. Podemos considerar que Z é uma causa tanto de X quanto de Y e que X é uma causa de Y.
Assim, podemos representar as relacoes causais entre estas varidveis por meio do grafo na figur 3.1. Usando este
grafo, podemos discutir mais a fundo porque a probabilidade condicional de cura dado tratamento é distinta do

efeito causal do tratamento na cura.

Quando calculamos a probabilidade condicional de cura dado o tratamento, estamos perguntando: “Qual é a
probabilidade de que um individuo selecionado aleatoriamente da populacao se cure dado que aprendemos que
recebeu o tratamento?” Para responder a esta pergunta, propagamos a informacao do tratamento usado em todos
os caminhos do tratamento para a cura. Assim, além do efeito direto que o tratamento tem na cura, o tratamento
também estd associado ao sexo do paciente, o que indiretamente traz mais informagao sobre a cura deste. Isto é,
neste caso o tratamento traz informagao tanto sobre seus efeitos (cura), quanto sobre suas causas (sexo). Uma

outra maneira de verificar estas afirmagcoes é calculando diretamente f(y|x):

flyle) =" f(zylo)
_ f(Z,y,.T)
=250

_ N [ ) fylz x)
")

= 3" o) f(ylz, ) (3.1)

Notamos na likning (3.1) que f(y|z) é a média das probabilidades de cura em cada sexo, f(y|z,x), ponderadas

pela distribui¢ao do sexo apés aprender o tratamento do individuo, f(z|z).

A probabilidade condicional de cura dado tratamento nao corresponde aquilo que entendemos por efeito causal
de tratamento em cura. Este efeito é a resposta para a pergunta: “Qual a probabilidade de que um individuo
selecionado aleatoriamente da populacao se cure dado que prescrevemos a ele o tratamento?”. Ao contrario da
primeira pergunta, em que apenas observamos a populacao, nesta segunda fazemos uma intervencao sobre o
comportamento do individuo. Assim, estamos fazendo uma pergunta sobre uma distribuigao de probabilidade dife-
rente, em que estamos agindo sobre a unidade amostral. Por exemplo, suponha que prescreveriamos o tratamento
a qualquer individuo que fosse amostrado. Neste caso, saber qual tratamento foi aplicado nao traria qualquer

informacao sobre o sexo do individuo. Em outras palavras, se chamarmos f(y|do(z)) como a probabilidade de
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Figura 3.1.: Grafo que representa as relagdes causais entre Z (Sexo), X (Tratamento), e Y (Cura).

cura dado que fazemos uma intervencao no tratamento, faria sentido obtermos:
f(yldo(x Zf f(ylz, ) (3.2)

Na likning (3.2) temos que o efeito causal do tratamento na cura é a média ponderada das probabilidades de
cura em cada sexo ponderada pelas probabilidades de sexo de um individuo retirado aleatoriamente da populacao.
Isto é, ao contrério da likning (3.1), a distribuigdo do sexo do individuo nado é alterada quando fazemos uma
intervencao sobre o tratamento.

Com base neste exemplo, podemos generalizar o que entendemos por intervencao. Quando fazemos uma inter-
vencao em uma variavel, Vi, tomamos uma acao para que Vj assuma um determinado valor. Assim, as demais
variaveis que comumente seriam causas de V7 deixam de sé-lo. Por exemplo, para o caso na figur 3.1, o modelo

de intervencao removeria a aresta de Sexo para Tratamento, resultado na figur 3.2.

Com base nas observagoes acima, finalmente podemos definir o modelo de probabilidade sob intervencao:

Definigao 3.1. Seja G = (V,€) um DAG, (G, f) um CM (Definigao 2.24), e V1 C V. O modelo de probabilidade
obtido apdés uma intervencao em V; é dado por:

fV]do(V1)) := H f(Va|Pa(V2)) , ou equivalentemente
Vo€eVo

fV|do(V1 =v1)) :

[I 1vi=ow)|-| [] f02lPa(v2)

(v1,V1)€(v1,V1) VagVy
Para compreender a Definicao 3.1, podemos comparar o modelo de intervencao com o modelo observacional:
F(ValV1) oc f(V, Vo) = | T] fOAlPa() | - | T F(ValPa(12)
V1evy V2€Vy

No modelo observacional, a densidade de V5 dado V; é proporcional ao produto, para todos os vértices, da
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Figura 3.2.: Grafo que representa as relagoes causais entre S (Sexo), T (Tratamento), e C (Cura) quando hd uma
intervengao sobre T.

densidade do vértice dadas suas causas. Ao contrario, no modelo de intervengao supomos que os vértices em Vi
sao pré-fixados e, assim, nao sao gerados por suas causas usuais. Assim, na Definicao 3.1, a densidade de V5 dada
uma intervencao em Vi é dada o produto somente nos vértices de Vo das densidades do vértice dadas suas causas.

Esta andlise é formalizada no Lema 3.2:

Lema 3.2. Seja G(X) o grafo obtido retirando-se de G todas as arestas que apontam para algum vértice em X.
A densidade f* = f(V|do(X = x)) é compativel com G(X). Além disso, X é degenerada em x sequndo f*.

Com base na discussao acima, podemos definir o efeito causal que um conjunto de variaveis, X, tem em outro

conjunto, Y:
Definicao 3.3. E[Y|do(X)] := [y - f(y|do(X))dy.
Definicao 3.4. O efeito causal médio, ACEx y,! de X € R em Y € R é dado por:

E[Y|do(X =1)] — E[Y|do(X = 0)] , se X é binario,

W , se X é continuo.

ACExvy =

Quando nao ha ambiguidade, escrevemos simplesmente AC'E ao invés de ACEx y.

Com a Definicao 3.4 podemos finalmente desvendar o Paradoxo de Simpson discutido no capitulo 1. Veremos

que o método que desenvolvemos resolve a questao com simplicidade, assim trazendo clareza ao Paradoxo.

Exemplo 3.5. Considere que (X,Y,Z) € 2 sdo tais que X e Y sdo as indicadores de que, respectivamente, o

paciente recebeu o tratamento e se curou. Além disso, suponha que a distribuicao conjunta de (X,Y, Z) é dada

1A sigla ACE tem como origem a expressio em inglés, Average Causal Effect. Optamos por manter a sigla sem traducéo para facilitar
a comparagao com artigos da drea. Em outros contextos, este termo também é chamado de Average Treatment Effect e recebe o
acronimo ATE.
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pelas frequéncias na tabela 1.1. Isto é:

25+ 55+ 71+ 192

P(Z=1)= ~ 0.49
( ) 700
P(Z=0)=1-P(Z=1)~0.51
25 4 55
P(Z=1]X =0) = ~ 0.23
( | )= 2555+ 36+ 23
714192
P(Z=1X=1)= ~ 0.75
( | e S T
BY =1X =0,Z=0)= — 2% _ <087
ST 234436 0
81
PY=1X=1,Z=0)= ~ 0.93
P =1X=02Z=1)= — > _ ~0.69
I T R
192
PY=1X=1,Z=1)=——— ~0.
( | ’ )= e ¥ 0

Agora, veremos que a probabilidade de Y dada uma intervencdo em X depende do DAG usado no modelo causal

estrutural.

Suponha que Z é a indicadora de que o sexo do paciente é masculino. Neste caso, utilizaremos como grafo

causal aquele em figur 3.1. este grafo, obtemos:
Pi(Y =i, Z=jldo(X =k))=P(Z=5)PY =ilX =k, Z =) Definicao 3.1 (3.3)
Assim,

Pi(Y =1|do(X =1)) =P1(Y =1,Z = 0]do(X = 1)) + P1(Y =1, Z = 1|do(X = 1))
=P(Z=0P(Y=1X=1,Z=0)+P(Z=1)P(Y =1|X =1,Z=1) likning (3.3)
~ 0.51-0.93 4 0.49 - 0.73 ~ 0.83

Py(Y = 1|do(X = 0)) =P1(Y =1, Z = 0]do(X =0)) + P1(Y =1, Z = 1|do(X = 0))
—P(Z=0P(Y =1|X=0,Z=0)+P(Z=1)P(Y =1|X =0,Z=1) likning (3.3)
~ 0.51-0.87 4 0.49 - 0.69 ~ 0.78

Portanto, o efeito causal do tratamento na cura quando Z é o sexo do paciente é obtido abaixo:

ACE; = E1[Y|do(X = 1)] — E4[Y]do(X = 0)] Defini¢do 3.4
=P(Y = 1|do(X = 1)) — Py(Y = 1]do(X = 0)) ~ 0.05 Definicdo 3.3

Como esperado da discussao na Secao 1.1, o tratamento tem efeito causal médio positivo, isto é, ele aumenta a

probabilidade de cura do paciente.

A seguir, consideramos que Z é a indicadora de pressao sanguinea elevada do paciente. Assim, tomamos o grafo

causal como aquele na figur 3.3. Utilizando este grafo, obtemos:

Py(Y =i, Z = jldo(X = k)) =P(Z = j|X = k)Py(Y =i|X =k, Z = j) Definigio 3.1 (3.4)
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Figura 3.3.: Grafo que representa as relagoes causais entre Z (Pressao sanguinea elevada), X (Tratamento), e Y

(Cura).

Assim,

Py(Y = 1|do(X = 1)) = Po(Y =1,Z = 0|do(X = 1)) + Po(Y = 1,7 = 1|do(X = 1))
=PZ=0X=1DPY =1X=1,Z=0+PZ=1X=1)PY =1|X=1,Z=1) likning (3.4
~0.25-0.9340.75 - 0.73 ~ 0.78

Py(Y = 1|do(X = 0)) = Po(Y =1,Z = 0|do(X = 0)) + Po(Y =1, Z = 1|do(X = 0))
=P(Z=0X=0PY =1|X=0,Z=0+P(Z=1X=0PY =1|X=0,Z=1) likning (3.4
~ 0.77-0.87 4+ 0.23 - 0.69 ~ 0.83

Portanto, o efeito causal do tratamento na cura quando Z é a pressao sanguinea do paciente é obtido abaixo:

ACE; = EqY|do(X = 1)] — Eq[Y|do(X = 0)] Definigao 3.4
= Py(Y = 1|do(X = 1)) — Po(Y = 1|do(X = 0)) ~ —0.05 Definicio 3.3

Como esperado da discussao na Secao 1.1, o tratamento tem efeito causal médio negativo, isto €, ele tem como

efeito colateral grave a elevacao da pressao sanguinea do paciente, reduzindo a probabilidade de cura deste.

Comparando as expressoes obtidas em ACFE, e ACE5, verificamos que o grafo causal desempenha papel funda-
mental na determinagdo do modelo de probabilidade sob intervencao. Ademais, o uso do grafo causal adequado

em cada situagao formaliza a discussao qualitativa desenvolvida na Secdo 1.1. Nao hé paradoxo!

Se (G, f) é um CM linear Gaussiano, entdo é possivel obter uma equacao direta para o ACE. Este resultado é

apresentado no Teorema 3.6 abaixo.

Teorema 3.6. Se (G, f) € um CM linear Gaussiano de pardametros pu e f e Cxy € o conjunto de todos os caminhos
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direcionados de X a'Y, entdo

ICl-1
ACExy = Z H ﬁCH»l:Ci'
CeCx,y =1

O Teorema 3.6 indica um algoritmo para calcular o ACEx y em um CM linear Gaussiano. Primeiramente, para
cada caminho direcionado de X em Y calcula-se o produto dos coeficientes de regressao ligados a este caminho.
Se imaginarmos os vértices no meio do caminho como mediadores, entdao estamos combinando o efeito de X em
Cy,de Cy em C3 ...e de C,,_1 em Y para obter o efeito total de X em Y por este caminho. Ao final, somamos
os efeitos totais obtidos por todos os caminhos. Cada caminho direcionado indica uma forma em que X pode ter
efeito sobre Y. Ao levarmos todoas as formas em consideragao, obtemos o efeito causal médio.

Além do efeito causal médio, as vezes desejamos determinar o efeito causal de X em Y quando observamos que
a unidade amostral faz parte de determinado estrato da populagao. Em outras palavras, desejamos saber o efeito

causal de X em Y quando observamos que outras variaveis, Z, assumem um determinado valor.

Definicao 3.7. O efeito causal médio condicional, CACE, de X € R em Y € R dado Z é:

E[Y|do(X =1),Z] — E[Y|do(X =0),Z] ,se X é binario,

w se X é continuo
X ’ )

CACE(Z) =

Uma vez estabelecido o modelo de probabilidade utilizado quando estudamos intervengoes, agora podemos fazer

inferéncia sobre o efeito causal. Para realizar tal inferéncia, em geral teremos de abordar duas questoes:

1. Identificagao causal: Temos acesso a dados que sao gerados segundo a distribuicao observacional. Como

é possivel determinar o efeito causal em termos da distribuigdo observacional?

2. Estimacgao: Uma vez estabelecida uma ligacao entre a distribuigéo observacional dos dados e o efeito causal,

como ¢ possivel estimé-lo?

Nas préximas secoes estudaremos algumas estratégias gerais para a resolucao destas questoes. Consideraremos

que desejamos medir o efeito causal de X em Y, onde X, Y € V.

3.1.1. Exercicios

Exercicio 3.8. Considere que X e X5 s@o varidveis binarias. Também considere as seguintes defini¢oes: ACE
= P(XQ = 1|dO(X1 == 1)) - [P(XQ == 1|dO(X1 == 0)), e RD = P(XQ == 1‘X1 = 1) — ]P(XQ = 1|X1 = 0) Explique

em palavras a diferenca entre ACE e RD e apresente um exemplo em que essa diferenca ocorre.

Exercicio 3.9 (?[p.32]). (X1, X2, X3, X4) sao varidveis bindrias tais que X;_; é a tnica causa imediata de X;.
Além diSSO, P(Xl == 1) == 05, P(XZ = 1|Xi_1 = 1) = P11 € IP)(XZ == 1‘Xi_1 = 0) = Po1- Calcule:

(a) P(X1=1,X2=0,X3=1,X4,=0),
(b) IP)(X4 = 1|X1 = 1), ]P)(X4 = 1|d0(X1 — 1)’
() P(X1 = 1|X, = 1), P(X; = 1|do(Xs = 1), ¢

(d) P(Xy = 1]X; = 0, X; = 1)
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Exercicio 3.10 (?[p.29]). Considere que (Uj,Us,Us) sao independentes e tais que U; ~ N(0,1). Também,
X1=U1, Xo0=31X14+Us, e X3 = 24X, + Us. Considere que X7 € a causa imediata de X, que por sua vez é

a causa imediata de X3. Além disso, cada U; influencia diretamente somente X;.

(a) Desenhe o DAG que representa a estrutura causal indicada no enunciado.
(b) Calcule E[X3|X; = 3] e E[X2|do(X1 = 3)].
(c) Calcule E[X3]| X = 6] e E[X3|do(X1 = 6)].
(d) Calcule E[X1]| X2 = 1] e E[X{|do(X2 = 1)].

(e) Calcule E[XQ’Xl = 1,X3 = 3], E[XQ’Xl = 1,dO(X3 = 3)], (§ ]E[X2|d0(X1 = 1),X3 = 3]

3.2. Controlando confundidores (critério backdoor)

Um confundidor é uma causa comum, direta ou indireta, de X em Y. Na existéncia de confundidores, a regressao
de Y em X no modelo observacional, E[Y|X], é diferente desta regressao no modelo de intervencao, E[Y |do(X)].
Isto ocorre pois, quando calculamos E[Y | X], utilizamos toda a informagao em X para prever Y. Esta informagao
inclui ndo apenas o efeito causal de X em Y, como também a informacao que X traz indiretamente sobre Y pelo
fato de ambas estarem associados aos seus confundidores.

Para ilustrar este raciocinio, podemos revisitar o Exemplo 3.5. uma vez que Sexo (Z) é causa comum do
Tratamento (X) e da Cura (Y), Z é um confundidor. Quando calculamos f(y|x) (likning (3.1)), utilizamos nao sé
o efeito direto de X em Y, expresso em f(y|z,z), como também a informagao que indireta que X traz sobre Y
por meio do confundidor Z, expressa pela combinagao de f(z|z) com f(y|z, z).

Esta secao desenvolve uma estratégia para medir o efeito causal chamada de critério backdoor, que consiste em

bloquear todos os caminhos de informacao que passam por confundidores:

Definicao 3.11. Seja G = (V,€) um grafo causal e X,Y € V. Dizemos que Z C V — {X, Y} satisfaz o critério

“backdoor” se:
1. X ¢ Anc(Z),
2. Para todo caminho de X em Y, C' = (X,Cy,...,Cyh—1,Y) tal que (Co, X) € &, C estd bloqueado dado Z.

Exemplo 3.12. No Exemplo 3.5 o tnico caminho de X em Y em que o vértice ligado a X é pai de X ¢

X+ Z —Y. Como Z é um confudidor neste caminho, ele o bloqueia. Assim, Z satisfaz o critério backdoor.

Exemplo 3.13. Considere o grafo causal na figur 3.4. Para aplicar o critério backdoor, devemos identificar todos
os caminhos de X em Y em que o vértice ligado a X é pai de X, isto é, temos X <. O tnico caminho deste tipo
é: X <+ Z + W — Y. Neste caminho, Z é uma cadeia e W é um confudidor. Assim, é possivel bloquear este

caminho condicionando em Z, em W, e em (Z, W). Isto é, todos estas combinagdes satisfazem o critério backdoor.

Exemplo 3.14. Considere o grafo causal na figur 3.5. Para aplicar o critério backdoor, encontramos todos os
caminhos de X em Y em que o vértice ligado a X é pai de X. Ha dois caminhos deste tipo: X +~ A —> B —> Y e
X < C =Y. Como A e C sao confudidores, respectivamente, no primeiro e segundo caminhos, (A4, C) bloqueia
ambos eles. Assim (A, C) satisfaz o critério backdoor. Vocé consegue encontrar outro conjunto de varidveis que
satisfaz o critério backdoor?

Também é possivel identificar os conjuntos de varidveis que satisfazem o critério backdoor por meio do pacote

dagitty, como ilustrado a seguir:
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Figura 3.4.: Para medir o efeito causal de X em Y, podemos aplicar o critério backdoor. Neste grafo o tinico
caminho aplicavel ao critério backdoor é (X, Z, W, Y). Neste caminho, Z é uma cadeia e W é um
confundidor. Assim, todas as possibilidades dentre Z, W, (Z,W) bloqueiam o caminho e satisfazem o
critério backdoor.

library(dagitty)

grafo <- dagitty("dag{
X[e] Y[o]
A>{XB};B>{Y}; C—>{XY};
X->{DY};D->Y1"

adjustmentSets(grafo, type = "all")

## { A, C
## { B, C }
## { A, B, C }

O critério backdoor generaliza duas condigoes especiais que sao muito utilizadas. Em uma primeira condicao, o
valor de X é gerado integralmente por um aleatorizador, independente de todas as demais varidveis. Esta ideia é

captada pela Definigao 3.15, abaixo:
Definicao 3.15. Dizemos que X é um experimento aleatorizado simples se X é ancestral.

Em um experimento aleatorizado simples nao hd confundidores. Assim, () satisfaz o critério backdoor:
Lema 3.16. Se X é um experimento aleatorizado simples, entdo () satisfaz o critério backdoor.

Veremos que em um experimento aleatorizado simples a distribuicao intervencional é igual a distribuigao ob-
servacional. Assim, E[Y |do(X)] = E[Y'|X] e a inferéncia causal é reduzida a inferéncia comumente usadas para a
distribuigao observacional.

Além disso, o conjunto de todos os pais de X também satisfaz o critério backdoor:
Lema 3.17. Z = Pa(X) satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y.

A seguir, veremos como o critério backdoor permite a identificacdo causal, isto é, uma equivaléncia entre

quantidades de interesse obtidas pelo modelo de intervencao e quantidades obtidas pelo modelo observacional.
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Figura 3.5.: Para medir o efeito causal de X em Y, podemos aplicar o critério backdoor. Neste grafo existem dois
caminhos aplicaveis ao critério backdoor: (X, A, B, Y) e (X, C, Y). No primeiro, A é um confundidor.
No segundo caminho, C é um confudidor. Assim, (A,C) bloqueia ambos os caminhos e satisfaz o
critério backdoor.

3.2.1. Identificacao causal usando o critério backdoor

A seguir, o Teorema 3.19 mostra que, se Z satisfaz o critério backdoor, entao é possivel ligar algumas distribuigoes

sob intervencao em X a distribuigoes observacionais:

Definigao 3.18. Z controla confundidores para medir o efeito causal de X em Y se

f(z|do(z)) = f(2), e
f(yldo(x),2) = f(ylz,2).

Teorema 3.19. Se Z satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y, entdo Z satisfaz a
Definicao 3.18.

O Teorema 3.19 mostra que, se Z satisfaz o critério backdoor, entao distribuicdo de Z quando aplicamos uma
intervencdo em X é igual a distribuicdo marginal de Z. Além disso, a distribuicdo condicional de Y dado Z
quando aplicamos uma intervencdo em X ¢é igual & distribuicdo de Y dado X e Z. Assim, o Teorema 3.19
relaciona distribuigoes que nao geraram os dados a distribuigoes que os geraram. Com base neste resultado, é

possivel determinar f(y|do(z)) a partir de f(y, z,z):

Corolario 3.20. Se Z satisfaz a Definicao 3.18, entdo

f(yldo(x)) = /f(y|x,z)f(z)dz.

Para compreender intuitivamente o Corolario 3.20, podemos retornar ao Exemplo 3.5. Considere o caso em que
X,Y, Z sao as indicadoras de que, respectivamente, o paciente foi submetido ao tratamento, se curou e, é de sexo
masculino. Similarmente ao Teorema 3.19, vimos em Exemplo 3.5 que f(y|do(z)) é a média de f(y|z, z) ponderada

por f(z). Nesta ponderacao, utilizamos f(z) ao invés de f(z|x) pois Z é um confundidor e, assim, no modelo
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intervencional ndo propagamos a informacdo em X por esta varidvel. A mesma ldogica se aplica as varidveis que
satisfazem o critério backdoor.

Para calcular quantidades como o ACE (Definigao 3.4), utilizamos E[Y|do(X)]. Por meio do Teorema 3.19, é
possivel obter equivaléncias entre E[Y |do(X)] e esperancas obtidas no modelo observacional. Estas equivaléncias

sao descritas nos Teoremas 3.21 e 3.22.
Teorema 3.21. Se Z satisfaz a Defini¢ao 3.18, entdo

Elg(Y)|do(X = 2),Z] = E[g(Y)|X = z,Z], e
E[g(Y)|do(X = z)] = E[E[¢g(Y)|X = =, Z]]

Teorema 3.22. Se Z satisfaz a Defini¢cdo 3.18 e X € discreto, entdo

_ Elg(MIX = z)[Z]

Elg(Y)ldo(X =).2) = =0 »
Elg(Y)|do(X = z)] = E [W]

A seguir, veremos como os Teoremas 3.21 e 3.22 podem ser usados para estimar o efeito causal. Para provar

resultados sobre os estimadores obtidos, a seguinte definicao serd ttil

Definigao 3.23. Seja ¢ um estimador treinado com os dados (Vi,...,V,). Dizemos que § é invariante a per-

mutagoes se o estimador nao depende da ordem dos dados. Isto é, para qualquer permutacgoes dos indices,
T {1,...,77,} — {1,... ,n}, g(Vl,. . ,Vn) = Q(Vﬂ.(l),. . .,Vﬂ.(n))

Exemplo 3.24. A média amostral é invariante a permutacoes pois, para qualquer permutacao ,

S Xi _ 21 X
n n '

3.2.2. Estimacao usando o critério backdoor
Férmula do ajuste

Se Z satisfaz a Defini¢ao 3.18, entao E[Y|do(X),Z] = E[Y|X,Z]. Como u(X,Z) := E[Y|X,Z] é a fungdo de
regressao de Y em X e Z, podemos estimar p utilizando quaisquer métodos de estimacao para regressao. Por
exemplo, se Y é continua, possiveis métodos sao: regressao linear, Nadaraya-Watson, floresta aleatéria de re-
gressao, redes neurais, ... Por outro lado, se Y é discreta, entao a fungao de regressao é estimada por métodos de
classificacao como: regressao logistica, k-NN, floresta aleatéria de classificacao, redes neurais, ...Para qualquer
opgao escolhida, denotamos o estimador de p por fi.

Utilizando fi, podemos estimar CACE(Z) diretamente. Para tal, note que CACE(Z) é funcao de E[Y |do(X), Z].
Como o Teorema 3.21 garante que E[Y|do(X = x),Z] = p(z,Z), podemos definir o estimador

E\[Y|do(X = z), 2] := fi(z, Z).
O Teorema 3.21 também orienta a estimacdao do AC'E. Similarmente ao caso anterior, o ACE é fungao de

E[Y|do(X)]. Pelo Teorema 3.21, E[Y |do(X = x)] = E[u(x,Z)]. Assim, se g ~ pu, E[Y|do(X = x)] = E[u(x,Z)].
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Figura 3.6.: DAG usado como exemplo para estimar efeito de X em Y.

Como E[zi(z,Z)] é simplesmente uma média populacional, podemos estima-la com base na média amostral:

By [V]do(X = )] = an’:‘fcz) ~ E[ji(z, Z)|

Definicao 3.25. Considere que Z satisfaz a Defini¢ao 3.18 e fi(z,z) é uma estimativa da regressao E[Y|X =
x,Z = z]. Os estimadores de E[Y|do(X = x),Z] e E[Y|do(X = z)] pela férmula do ajuste sao:

E\[Y|do(X = z),Z] := [i(z, Z)

E1[Y|do(X = z)] : Z?:MZ(HCZ)

A seguir mostraremos que, se [i converge para y, entdo E1[Y|do(X = z)] converge para E[Y|do(X = z)]. Em
outras palavras, é possivel utilizar E [Y|do(X = z)] para estimar o efeito causal de X em Y por meio de expressoes
como o ACE.

Teorema 3.26. Seja w(X,Z) := E[Y|X,Z]. Se Z satisfaz a Definicao 3.18, E[|u(x,Z1)|] < oo, El|u(x,Z1) —
w(x,Z1)|] = o(1), e fi € invariante a permutagées (Definicio 3.23), entio E1[Y|do(X = z)] LN E[Y|do(X = z)].

A seguir, utilizamos dados simulados para ilustrar a implementacao da férmula do ajuste.

Exemplo 3.27. Considere que o grafo causal é dado pela figur 3.6. Vamos supor que os dados sao gerados da
seguinte forma: o2 = 0.01, A ~ N(0,02), B ~ N(0,0?%), € ~ Bernoulli(0.95) X = 1(A+ B > 0)e + [(A+ B <
0)(1—¢),C~N(X,0%),eY ~N(A+B+C + X,0?):

grafo <- dagitty::dagitty("dag {
X[e] Y[o]
{AB} >{XY}; X—>{CY});C—>Y}"

n <- 1075
sd 0.1
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A <- rnorm(n, 0, sd)

B <- rnorm(n, 0, sd)

eps <- rbinom(n, 1, 0.8)

X <- as.numeric(eps*((A + B) > 0) +
(1-eps)*((A + B) <= 0))

C <- rnorm(n, X, sd)

Y <- rnorm(n, A + B + C + X, sd)

data <- dplyr::tibble(A, B, C, X, Y)

Estimaremos o efeito causal pela férmula do ajuste (Defini¢ao 3.25). Iniciaremos a anélise utilizando i como

sendo uma regressao linear simples:

# Sejam Z varidveis que satisfazem o critério backdoor para
# estimar o efeito causal de causa em efeito em grafo.
# Retorna uma formula do tipo Y ~ X + Z_ 1 + ... + Z_d
fm_ajuste <- function(grafo, causa, efeito)
{
var_backdoor <- dagitty::adjustmentSets(grafo) [[1]]
regressores = c(causa, var_backdoor)
fm = paste(regressores, collapse = "+")
fm = paste(c(efeito, fm), collapse = "7")

as.formula(fm)

# Estima E[Efeito/do(causa = z)] pela
# formula do ajuste usando mu_chapeu como Tegressao
est_do_x_1lm <- function(data, mu_chapeu, causa, X)
{
data %>%
dplyr: :mutate ({{causa}l} := x) %>%
predict(mu_chapeu, newdata = .) %>%

mean ()

# Estimacd@o do ACE com regressdo linear simples

fm <- fm_ajuste(grafo, "X", "Y")

mu_chapeu_lm <- 1m(fm, data = data)

ace_ajuste_lm = est_do_x_lm(data, mu_chapeu_lm, "X", 1) -
est_do_x_lm(data, mu_chapeu_lm, "X", 0)

round (ace_ajuste_lm)
## [1] 2

Em alguns casos, nao é razoavel supor que E[Y'| X, Z] é linear. Nestas situagoes, é facil adaptar o cédigo anterior
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para algum método nao-paramétrico arbitrario. Exibimos uma implementacao usando XGBoost (?):

library(xgboost)
var_backdoor <- dagitty::adjustmentSets(grafo, "X", "Y")[[1]]
mu_chapeu <- xgboost(
data = data %>%
dplyr::select(all_of (c(var_backdoor, "X"))) %>%
as.matrix(),
label = data %>%
dplyr::select(Y) %>%
as.matrix(),
nrounds = 100,
objective = "reg:squarederror",
early_stopping_rounds = 3,
max_depth = 2,
eta = .25,
verbose = FALSE

est_do_x_xgb <- function(data, mu_chapeu, causa, x)
{
data %>%
dplyr::mutate({{causa}l} := x) %>%
dplyr: :select(c(var_backdoor, causa)) %>%
as.matrix() %>%
predict (mu_chapeu, newdata = .) %>%

mean ()

ace_est_xgb = est_do_x_xgb(data, mu_chapeu, "X", 1) -
est_do_x_xgb(data, mu_chapeu, "X", 0)

round (ace_est_xgb, 2)

# [1] 2

Como o modelo linear era adequado para E[Y'| X, Z], nao vemos diferenca entre a estimativa obtida pela regressao

linear simples e pelo XGBoost. Mas seréd que as estimativas estao adequadas? Como simulamos os dados, é possivel
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calcular diretamente E[Y |do(X = z)]:

E[Y|do(X = xz)] = E[E[Y|X =z, A, B]] Teorema 3.21
=E[E[E]Y|X ==z,A,B,C||X =z, A, B]] Lei da esperanga total
=E[EA+ B+ C+ X|X =z, A, B Y ~N(A+B+C+X,0?)
=E[A + B + 21] C ~ N(X,0?)
=2z E[A] =E[B] =0 (3.5)

Uma vez calculado E[Y|do(X = z)], podemos obter o ACE:

ACE =E[Y|do(X = 1)] — E[Y|do(X = 0)]
=2.1-2.0=2 likning (3.5)

Portanto, as estimativas do AC'E obtidas pela regressao linear e pelo xgboost estdo adequadas.

Ponderacgao pelo inverso do escore de propensidade (IPW)

Uma outra forma de estimar E[Y |do(X = x)] e E[Y|do(X = x),Z] é motivada pelo Teorema 3.22. Este resultado

determina que, se Z satisfaz a Definigao 3.18, entao

E[YI(X = z)|Z]
f(z|Z)

E[Y|do(X =z),Z] =

Na segunda expressao, E[YI(X = z)|Z] é a regressao de YI(X = x) em Z. Assim, esta quantidade pode ser
estimada por um método de regressao arbitrario, que denotaremos por IAE[Y]I(X = z)|Z]. Também f(x|z) é
usualmente chamado de escore de propensidade. Este escore captura a forma como os confundidores atuam sobre
X nos dados observacionais. Como f em geral é desconhecido, f(z|z) também o é. Contudo, quando X é discreto,
podemos estimar f(x|z) utilizando algum algoritmo arbitrario de classificacdo. Denotaremos esta estimativa por

f(z|z). Se a estimativa for boa, temos

EYI(X = z)|Z] N EYI(X = x)|2Z]
f(=|Z) f(a|z)

E[Y|do(X =z),Z] =

O Teorema 3.22 também orienta a estimacao de E[Y|do(X = x)]. Se Z satisfaz o critério backdoor, entao

E[Y|do(X = )] = E {”(X:Hf’)}

f(z]Z)

Como nesta expressao a esperancga é uma média populacional, ela pode ser aproximada pela média amostral
YI(X = Y1
E ( 71 Z (
(w‘IZ
=1
Combinando estas aproximacoes, obtemos:

Definicao 3.28. Considere que Z satisfaz a Definicao 3.18 e ]?(3:|z) ¢ uma estimativa de f(z|z). Os estimadores
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de E[Y|do(X = z),Z] e E[Y|do(X = x)] por IPW sao:

E E[YI(X = z)|Z]
Es|Y|do(X = x),Z] := -
e =2 Flala)
B ¥ do(X — 2)] i p1 § Yi(Xi = 2)
A ) ; (z]Z;)

Se ]? converge para f, entdo sob condicdes relativamente pouco restritivas Eo [Y|do(X = z)] converge para
E[Y|do(X = z)].

Teorema 3.29. Se Z satisfaz a Definicao 3.18, também ]/“\é invariante a permutacoes (Defini¢ao 3.23), E[|f(x|Z1)—
f(z|Zy1)]] = o(1), e existe M > 0 tal que sup, E[|Y|I(X = 2)|Z = z] < M, e existe 6 > 0 tal que inf, min{ f(z|Z;), f(x|Z)
5, entdo EsY|do(X = z)] - E[Y|do(X = z)].

A seguir, utilizamos novamente dados simulados para ilustrar a implementacido de IPW:

Exemplo 3.30. Considere que o grafo causal e o modelo de geragao dos dados sdo idénticos aqueles do Exem-

plo 3.27. Iniciaremos a anélise utilizando regressao logistica para estimar f.

# Sejam Z varidveis que satisfazem o critério backdoor para
# estimar o efeito causal de causa em efeito em grafo.

# Retorna uma formula do tipo X ~ Z_ 1 + ... + Z_d

fm_ipw <- function(grafo, causa, efeito)

{

var_backdoor <- dagitty::adjustmentSets(grafo) [[1]]

fm
fm

paste(var_backdoor, collapse = "+")

paste(c(causa, fm), collapse = "™")

as.formula(fm)

}

# Estimagdo do ACE por IPW onde

# Supomos X bindrio e

# f_1 é o vetor P(X_t=1/Z_4)

ACE_ipw <- function(data, causa, efeito, f_1)
{

data %>%

mutate(f_1 = f_1,

est_1 = {{efeito}}*({{causa}}==1)/f_1,
est_0 = {{efeito}}*({{causa}}==0)/(1-f_1)
) %>
summarise(do_1 = mean(est_1),
do_0 = mean(est_0)) %>%

mutate (ACE = do_1 - do_0) %>%
dplyr: :select (ACE)

}
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fm <- fm_ipw(grafo, "X", "Y")

f_chapeu <- glm(fm, family = "binomial", data = data)

f_1_1m <- predict(f_chapeu, type = "response")

ace_ipw_lm <- data %>% ACE_ipw(X, Y, f_1_1m) %>% as.numeric()

ace_ipw_lm %>% round(2)

## [1] 2.09

Também é facil adaptar o codigo acima para estimar ACE por IPW utilizando algum método nao-paramétrico

para estimar f Abaixo hd um exemplo utilizando o XGBoost:

var_backdoor <- dagitty::adjustmentSets(grafo) [[1]]
f_chapeu <- xgboost(
data = data %>%
dplyr: :select(all_of (var_backdoor)) %>%
as.matrix(),
label = data %>%
dplyr::select(X) %>%
as.matrix(),
nrounds = 100,
objective = "binary:logistic",
early_stopping_rounds = 3,
max_depth = 2,
eta = .25,
verbose = FALSE
)

covs <- data %>% dplyr::select(all_of (var_backdoor)) %>} as.matrix()
f_1 <- predict(f_chapeu, newdata = covs)
data %>% ACE_ipw(X, Y, f_1) %>% as.numeric() %>% round(2)

## [1] 1.97

Estimador duplamente robusto

Os Teoremas 3.26 e 3.29 mostram que, sob suposicdes diferentes, E1[Y |do(X = )] e E3[Y|do(X = z)] convergem
para E[Y|do(X = x)]. A ideia do estimador duplamente robusto é combinar ambos os estimadores de forma a
garantir esta convergéncia sob suposicoes mais fracas. Para tal, a ideia por tras do estimador duplamente é que

este convirja junto a E1[Y|do(X = z)] quando este é consistente e para Ey[Y|do(X = x)] quando aquele o é.
Definicao 3.31. Se Z satisfaz a Definicao 3.18 e sejam fe i tais quais nas Definigoes 3.25 e 3.28. O estimador
duplamente robusto para E[Y |do(X = z)], Es [Y|do(X = z)] é tal que

]I 7Z7,)
nf x\Z )

Es[Y|do(X = )] = E1[Y|do(X = 2)] + Es[Y|do(X
=1
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O estimador duplamente robusto é consistente para E[Y |do(X = z)| tanto sob as condigdes do Teorema 3.26
quanto sob as do Teorema 3.29. A ideia bésica é que, sob as condicoes do Teorema, 3.26, E, [Y|do(X = z)] é consis-
tente para E[Y |do(X = z)] e Eo[Y |do(X = )] — Sy % converge para 0. Isto 6, quando Eq[Y|do(X =
x)] é consistente, o estimador duplamente robusto seleciona este termo. Similarmente, sob as condigbes do Teo-
rema 3.29, Eo[Y|do(X = x)] ¢ consistente para E[Y |do(X = )] e B[V |do(X = z)] — Dy % converge
para 0.

o~

Teorema 3.32. Suponha que existe € > 0 tal que inf, f(x|z) > €, existe M > 0 tal que sup, fi(z,z) < M, e i e
J? sao invariantes a permutacoes (Definicio 3.23). Se as condi¢ées do Teorema 3.26 ou do Teorema 3.29 estao

satisfeitas, entao
E3[Y|do(X = z)] — E[Y|do(X = ).

Exemplo 3.33 (Estimador duplamente robusto). Considere que o grafo causal e o modelo de geracao dos dados
sao iguais aqueles descritos no Exemplo 3.27. Para implementar o estimador duplamente robusto combinaremos
o estimador da férmula do ajuste obtido por regressao linear no Exemplo 3.27 e aquele de IPW por regressao

logistica no Exemplo 3.30.

mu_1_1m <- data %>%

dplyr: :mutate(X = 1) %>%

predict(mu_chapeu_lm, newdata = .)
mu_O_1lm <- data %>%

dplyr::mutate(X = 0) %>%

predict(mu_chapeu_lm, newdata = .)

corr <- data %>%
mutate(mu_1 = mu_1_1m,
mu_O = mu_O_1m,
f 1 =£f_1_1m,
corr_1 = (X == 1)*mu_1/f_1,
corr_0 = (X == 0)*mu_0/(1-£_1)) %>%
summarise(corr_1 = mean(corr_1),
corr_0 = mean(corr_0)) %>%
mutate(corr = corr_1 - corr_0) %>%
dplyr::select(corr) ¥%>%
as.numeric()
ace_rob_lm <- ace_ajuste_lm + ace_ipw_lm - corr

ace_rob_1m %>% round(2)

## [1] 2

3.2.3. Exercicios

Exercicio 3.34. Prove o Lema 3.16.

Exercicio 3.35. Prove o Lema 3.17.
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Exercicio 3.36. Prove que se X ¢ Anc(Y), entao ACE = 0.
Exercicio 3.37. Prove que a varidncia amostral satisfaz o Definicao 3.23.

Exercicio 3.38. Utilizando como referéncia o grafo e o codigo no Exemplo 3.27, simule dados tais que a estimativa

do ACFE ¢ diferente quando um método de regressao linear e um de regressao nao-paramétrica sao usados.

3.2.4. Regression Discontinuity Design (RDD)

Em determinadas situagoes, X é completamente determinado pelos confundidores, Z (?). Por exemplo, considere
que desejamos determinar o efeito causal que um determinado programa social do governo traz sobre o nivel de
educagao dos cidadaos. Neste caso, X ¢é a indicadora de que o individuo é elegivel ao programa e Y mede o seu
nivel de educacdo. Em alguns casos, é razoavel supor que X é completamente determinado por Z, a renda do
individuo.

A situagao acima traz desafios para a formula do ajuste e IPW discutidos anteriormente. Primeiramente, como
X = h(Z), nao é possivel estimar E[Y|X = z,Z = z] quando = # h(z). Portanto, nao é possivel utilizar a férmula
do ajuste, uma vez que ela se baseia na expressao E[E[Y|X = z,Z]]. Similarmente, o estimador de IPW envolve

uma divisao por f(z|Z). Assim, quando = # h(Z) hd uma divisao por 0, o que torna o estimador indefinido.

Identificacao causal no RDD

Apesar destas dificuldades, é possivel medir nestas situagoes parte do efeito causal de X em Y. Suponha que
Z € R e que existe z; tal que X = [(Z > z;). Por exemplo, um beneficio pode estar disponivel apenas para
cidadaos que tenham renda abaixo de um teto ou uma lei pode ter efeitos a partir de uma determinada data.
Neste caso, podemos estar interessados em E[Y|do(X = z),Z = z], o efeito causal que X tem na fronteira
de sua implementacao. Intuitivamente, préximo a esta fronteira, as unidades amostrais sao todas similares em
relacao aos confundidores. Assim, se na fronteira houver uma diferenga em Y entre os valores de X, esta diferenca

deve ser decorrente do efeito causal de X. Esta intuicao é formalizada no resultado de identicacao causal abaixo:

Teorema 3.39 (7). Considere que Z € R satisfaz a Defini¢ao 3.18, X € {0,1}, e E[Y |do(X = 0),Z] e E[Y|do(X =
1), Z] sao continuas em Z = z;.
Se X =1(Z > z1), entdo

CACE(Z =2z) =limE[Y|Z =z] — lim E[Y|Z = z].

zlz1 z1z1

Se f(x|Z) € (0,1) € continua exceto em z1, entao

limg|,, E[Y|Z = z] — limgy,, E[Y|Z = 2]
ACE(Z = 71) = 1 ! .
CACE(Z = z) limgya, f(X = 1|Z = 2) — limgty, f(X = 1|Z = 2)

Um detalhe sutil do Teorema 3.39 é que X = I(Z > z;) nao é o suficiente para termos certeza que Z satisfaz o
critério backdoor. Por exemplo, considere que o governo criasse um beneficio fiscal para todas empresas sediadas
em um determinado municipio. Neste caso, a ocorréncia do beneficio é funcao da sede da empresa. Contudo,
a relagdo causal é mais complexa. Se o beneficio for suficientemente alto, poderia motivar empresas a moverem
sua sede para o municipio. Em outras palavras, o beneficio seria causa da localizacao da sede e nao o contrario.
Neste caso, nao seria possivel aplicar o Teorema 3.39. Este tipo de raciocinio indica que a anélise por RDD ¢é mais

efetiva quando ¢ dificil interferir sobre o valor de Z. Por exemplo, como um individuo nao pode interferir sobre a
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sua idade, é mais facil justificar o uso de RDD em uma campanha de vacinacdo em que apenas individuos acima
de uma determinada idade sao vacinados.

Um outro ponto importante de interpretagao do Teorema 3.39 é que, embora E[Y |do(X = 0),Z] e E[Y|do(X =
1), Z] sejam supostas continuas, f(X = 1|Z) e E[Y|Z] nao o sdo. Intuitivamente, podemos imaginar X representa
a indicadora de que uma determinada politica é adotada. Por exemplo, podemos imaginar que X indica que um
individuo foi vacinado, Z a sua idade e Y a sua hospitalizagao. Neste caso, E[Y |do(X = 0),Z] e E[Y|do(X = 1), Z]
representam a taxa de hospitalizacao quando todos os individuos sao vacinados ou quando todos eles nao o sao.
Nestas situacOes, seria razodvel supor que a taxa de hospitalizacao é continua em fungéo da idade, pois nao
esperamos que exista uma grande descontinuidade nas condigoes de satide entre individuos com 69 e com 70 anos
de idade. Este tipo de conclusdo muitas vezes é resumido pela expressao em latim natura non facit saltus (a
natureza nao faz saltos). Por outro lado, nos dados observados, a politica nao é adotada para uma faixa de valores
de Z e passa a ser adotada a partir de um ponto, o que é responsavel pela descontinuidade em E[Y|Z] e em
f(X =1|Z). Podemos imaginar que a vacinacao é empregada somente em individuos com mais de 70 anos. Esta
descontinuidade na politica humana cria uma diferenca importante entre individuos com 69 e com 70 anos, o que

explica uma diferenca grande nas taxas de hospitalizacao entre estas idades nos dados observados.

Estimacao no RDD

O Teorema 3.39 indica que CACE(Z = z;) é fungao da regressao de Y sobre Z, E[Y'|Z], e sobre o classificador,
f(X = 1|Z). Uma possivel estratégia é estimarmos estas quantidades separadamente e, a seguir, estimarmos o
CACE trocando as quantias populacionais pelas quantias estimadas.

Uma dificuldade nesta estratégia é que sabemos que E[Y|Z] e f(X = 1]Z) sao discontinuas. Para lidar com esta

dificuldade, uma possibilidade é realizar uma regressao para Z < z; e outra para Z > z;.

Definigao 3.40. Seja Do = {i : Z; < z1} o conjunto de unidades amostrais em que Z; < zj, E. Y|Z] e
fe (X = 1|Z) regressoes ajustadas utilizando apenas dados em D. e IAEE Y|Z] e fz (X = 1]Z) ajustadas em D¢.
O estimador RDD para CACE(z;) é

E>[V]z1] - E<[Y]z)]

CACE(z1) == — ~ .
(X =1]Z) - f<(X =1|Z)

Em particular, se sabemos a priori que f(X = 1]|z) =1 para z >z e f(X = 1]z) = 0 para z < z, entao
CACE(z)) := Ex[Y|z1] — E<[Y|z]

O exemplo a seguir ilustra a implementagao de RDD quando X = I(Z > z;) utilizando tanto regressao linear

quanto regressao de Kernel de Nadaraya-Watson.

Exemplo 3.41. Considere que Z; satisfaz o critério backdoor para estimar o efeito causal de X em Y. Além
disso, Z; ~ N(0,1), X; =1(Z; > 0) e Y;|X;, Z; ~ N(50(X; +1)(Z; +1),1). Podemos simular os dados da seguinte

forma:

n <- 1000
Z <- rnorm(n)
X <-Z>0

Y <- rnorm(n, 50%(X+1)*(Z+1))
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Figura 3.7.: Exemplo em que Z satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y e X = [(Z >
0). Como resultado da descontinuidade da propensidade de X em Z = 0, hd uma descontinuidade na

regressao de Y em Z no ponto Z=0.

data <- tibble(X, Y, Z)
plot(Z, Y)

Como estamos simulando os dados, podemos calcular CACE(0):
CACE(0) = liﬁ)lE[Y]Z =1z| — li%E[Y‘Z = 7]
=lmEY|X =1,Z =z] - limE[Y|X =0,Z = 2]
z|0 z10

=l 50(1+ 1)(z + 1) — lim50(0 + 1)(z + 1) = 50

O cddigo abaixo estima CACE(0) usando regressao linear:

regs = data %>
mutate(Z1 = (Z >= 0)) %>%
group_by(Z1) %>%
summarise (
intercepto = 1m(Y 7 Z)$coefficients[1],
coef_angular = 1m(Y ~ Z)$coefficients[2]
)

regs

## # A tibble: 2 x 3
## 71 intercepto coef_angular
#  <lgl> <dbl> <dbl>
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## 1 FALSE 50.1 50.1
## 2 TRUE 99.9 100.

est_cace = 1xregs[2, 2] + O*regs[2, 3] -
l*regs[1, 2] + O*regs[1, 3]

round(as.numeric(est_cace), 2)

## [1] 49.81
Similarmente, podemos estimar C AC E(0) usando regressao por kernel de Nadaraya-Watson:

library (np)
options(np.messages = FALSE)
nw_reg <- function(data, valor)
{
bw <- npregbw(xdat = data$Z, ydat = data$y¥)$bw
npksum(txdat= data$Z, exdat = valor, tydat = data$Y, bws = bw)$ksum/
npksum(txdat = data$Z, exdat = valor, bws = bw)$ksum

reg_baixo <- data %>%
filter(Z < 0) %>%
nw_reg(0)
reg_cima <- data %>%
filter(Z >= 0) %%
nw_reg(0)
est_cace <- reg_cima - reg_baixo

round(est_cace, 2)

## [1] 51.31

3.2.5. Exercicios

Exercicio 3.42. Crie um exemplo em que, ao contrario do Exemplo 3.41, E[Y'|X = 1,Z] nao ¢ linear em Z.

Compare as estimativas de CACE usando a regressao linear e algum método de regressao nao-paramétrica.

3.3. Controlando mediadores (critério frontdoor)

H& casos em que nao existem varidveis observadas que satisfazem o critério backdoor. Por exemplo, considere
o grafo causal na figur 3.8 (7). Neste grafo, estamos interessados em compreender o efeito causal do fumo (X)
sobre a incidéncia de cancer (Y'). Além disso, fatores genéticos nao observéaveis (G) sao um potencial confundidor,
uma vez que podem ter influéncia tanto sobre o fumo quanto sobre a incidéncia de cancer. Assim, como G nao é
observado, nao é possivel implementar os métodos de estimacao vistos na iltima secao. Apesar desta dificuldade,

ainda ¢é possivel medir o efeito causal de X em Y na figur 3.8.
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Para tal, primeiramente observe que é possivel estimar o efeito causal de X em P e de P em Y. Para medir o
efeito causal de X em P, note que ) satisfaz o critério backdoor. Isso ocorre pois Y é um colisor em X + G —
Y «+ P. Além disso, como X = Pa(P), decorre do Lema 3.17 que X satisfaz o critério backdoor para medir o
efeito causal de P em Y. Das duas tltimas conclusoes decorre do Teorema 3.19 que f(P|do(X)) = f(P|X) e que

f(Y|do(P)) = [ f(Y|P,X)f(X)dX.

A seguir, o critério frontdoor consiste em observar que P estd no tinico caminho direcionado de X a Y, X —

P — Y. Assim, é possivel provar a identificacdo causal
F(Y |do(X /f Pldo(X)) f(Y|do(P))dP
/f P|do(X /f Y|P, X)f(X)dX.
O critério frontdoor é formalizado a seguir:

Definigao 3.43. W satisfaz o critério frontdoor para medir o efeito causal de X em Y se:

1. para todo caminho direcionado de X em Y, C, existe C; € W e, para todo W € W, existe caminho
direcionado de X em Y, C, e 7 tal que C; = W.

2. () satisfaz o item 2 do critério backdoor (Defini¢ao 3.11) para medir o efeito causal de X em W.
3. X satisfaz o item 2 do critério backdoor (Defini¢ao 3.11) para medir o efeito causal de W em Y.

A Definicao 3.43 elenca todos os itens que utilizamos na andlise da figur 3.8. O primeiro item do critério
identifica que W deve interceptar todos os caminhos direcionados de X a Y. Isto é, W capturar a informacao de
todos os mediadores de X a Y. O segundo e terceiro itens estabelecem as condi¢bes para que seja possivel aplicar
o critério backdoor para identificar f(W|do(X)) e f(Y|do(W)).

Identificacao causal

O critério frontdoor possibilita a identificacao do efeito causal de X em Y:
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Teorema 3.44. Se W satisfaz o critério frontdoor para medir o efeito causal de X em Y, entao
FV1do(X = 2)) = [ F(WIo) [ 7(VIW.X)f(X)dxaw

Teorema 3.45. Se W satisfaz o critério frontdoor para estimar o efeito causal de X em Y, entdo

Y~f(W|x)}

E[Y|do(X =) =E [ FOVIX)

Estimacao pelo critério frontdoor

A estimacao é um tema menos desenvolvido ao aplicar o critério frontdoor. Alguns estimadores nao-paramétricos
sao apresentados em 7. A seguir, desenvolvemos um estimador nao-paramétrico mais simples inspirado na es-
tratégia de IPW.

Definigao 3.46. Considere que W satisfaz o critério frontdoor para medir o efeito causal de X em Y e que

f(W]X) é um estimador de f(W|X). Um estimador do tipo IPW para E[Y|do(X = z)] é dado por

~ e Yz‘f(Wﬂx)
E¢[Y|do(X =) :=n~ 1) 22—
£[Y[do( z)] :==mn 2 Fwix)

Para provar o Teorema 3.44 utilizamos o do calculus, que é discutido na Secao 3.4.

3.4. Do-calculus

O do calculus consiste em um conjunto de regras para alterar densidade envolvend o operador “do”. Por exemplo,
o do calculus explica como remover o operador do, trocé-lo pelo condicionamento simples, ou remover algum
condicionamento simples. Para apresentar o do calculus, é necessario primeiramente definir algumas modificagoes

sobre o grafo causal.

Definig¢ao 3.47. Seja (G, f) um CM tal que G = (W, €):

G(V):=(VA{Eef: E ¢V}
Q(Vl,YQ) = (V, {E €& E2 ¢ Vl e E1 §é Vg})
Q(Vl,V;) = (VU{IV Ve Vg},{E €& Ey ¢ Vl} U {(Iv,V) Ve Vg})

Isto é, G(V) é o grafo obtido retirando de G as arestas que apontam para V, G(V,V,) é o grafo obtido retirando
de G todas as arestas que apontam para Vi ou que saem de Vy, e G(V7, V;) é o grafo obtido adicionando a G um

novo vértice Iy e uma aresta Iyy — V, para todo V' € Vs, e retirando todas as arestas que apontam para V.
Com base na Definicao 3.47, é possivel apresentar o do calculus:

Teorema 3.48. Seja (G, f) um CM e X, Y, W e Z conjuntos de vértices disjuntos:
1. Se Y 14 ZIXUW em G(X), entio f(Y|do(X),Z, W) = f(Y|do(X), W).
2. SeY LYW|ZUX em G(X, W), entio f(Y|do(X),do(W),Z) = f(Y|do(X),W,Z).

3. SeY L4Ix|ZUW em G(W,XT), entio f(Y|do(W),do(X),Z) = f(Y|do(W),Z).
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Figura 3.9.: Modelo estrutural causal do Exercicio 3.50

O seguinte lema mostra como o do calculus generaliza certos aspectos do critério backdoor:

Lema 3.49. X satisfaz o item 2 do critério backdoor para medir o efeito causal de W em Y se e somente se
Y 1 WI|X em G(W).

Utilizando o do calculus, é possivel obter todas as relagoes de identificacdo que sao vélidas supondo apenas que
f é compativel com o grafo causal (?7). Contudo, as vezes é razoavel fazer mais suposigdes. Discutiremos este
tipo de situac¢ao no préximo capitulo.
3.4.1. Exercicios

Exercicio 3.50 (?[p.48]). Considere o modelo estrutural causal em figur 3.9.

(a) Para cada um dos pares de varidveis a seguir, determine um conjunto de outras varidveis que as d-separa:
(Zlv W)a (Z17 Z2)7 (Zla Y)) (Z37 W)7 € (X7Y)

(b) Para cada par de variaveis no item anterior, determine se elas sdo d-separadas dado todas as demais varidveis.

(c) Determine conjuntos de varidveis que satisfazem, respectivamente, o critério backdoor e o critério frontdoor

para estimar o efeito causal de X em Y.

(d) Considere que para cada variavel, V', temos que V' = Sy - Pa(V) + ey, onde os € sao i.i.d. e normais padrao
e By sao vetores conhecidos. Isto é, a distribuicao de cada varidvel é determinada através de uma regressao
linear simples em seus pais. Determine f(Y|do(X = x)) utilizando a férmula do ajuste nos 2 casos abordados

no item anterior.

Exercicio 3.51. Considere que G = (V,€) é um grafo causal e X, W, Y C V. Além disso, para todo caminho,
C = (C’l,...,Cn), com C; =X eX, C,=Y €Y, ecom X — (Cy, C estd bloqueado dado W. Prove que
f(yldo(X)) = [ f(y|w)f(w|do(X))dw e E[Y |do(X)] = E[E[Y[W]|do(X)].

Exercicio 3.52. Prove que se W satisfaz o critério frontdoor para medir o efeito causal de X em Y, entao
F(Wdo(X)) = F(W|X) e f(¥|do(W)) = [ F(YIW, X = 2*)f(X = 2*)da".

Exercicio 3.53. Prove o Lema 3.49.
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4. Resultados potenciais

No capitulo passado, vimos que f(y|do(x)) nos permite entender o comportamento de ¥ em um cenério distinto
dos dados observados. Por exemplo, se X é a indicadora de um tratamento e Y é a indicadora de cura, entao
flyldo(X = 1)) nos permite entender a propor¢ao de cura em um cendrio hipotético em que administramos o
tratamento a todos os individuos. Esta distribuigao nos permite investigar questoes causais que nao eram acessiveis
usando apenas a distribui¢ao observacional, f(y,x).

Contudo, algumas perguntas causais nao sao respondidas utilizando apenas os mecanismos desenvolvidos no
capitulo 3. Por exemplo, qual a probabilidade de que um individuo se cure quando recebe o tratamento e nao se
cure quando nao o recebe. Quando tentamos traduzir esta questao, notamos que partes dela envolvem Y =1 e
do(X = 1) e outras partes envolvem Y = 0 e do(X = 0). Se tentarmos uma tradugdo ingénua, podemos obter
uma expressao como P(Y = 1,Y = 0|do(X = 1),do(X = 0)). Contudo, a probabilidade acima nao responde a
pergunta colocada. Em primeiro lugar, ndo estd definido fazermos as intervengoes do(X = 1) e do(X = 0) na
mesma unidade amostral. Além disso, mesmo que a probabilidade estivesse definida, é impossivel que o mesmo
Y assuma tanto o valor 1 quanto 0. Isto é, P(Y =1,Y =0|...) =0.

A dltima constatacao nos revela que o modelo no capitulo 3 nao tem varidveis suficientes para traduzir a
pergunta levantada. Se imaginamos que é possivel que um individuo se cure ao receber o tratamento e nao se
cure quando nao o recebe, isto ocorre pois as ocorréncias de cura em cada cendrio hipotético nao sao logicamente
equivalentes. Em outras palavras, é como se houvessem resultados potenciais®, Y e Yy, para indicar a ocorréncia
de cura em cada cenério considerado. Com o uso destas varidveis, poderiamos escrever P(Y; = 1,Yy = 0).

O objetivo desta secao é incluir este tipo de varidvel de forma a preservar as ferramentas desenvolvidas no
capitulo 3.2 Neste quesito, a maior dificuldade serd estabelecer a distribuicio conjunta entre os resultados poten-

ciais. Para tal, serd 1util relembrar um lema fundamental em simulacao:

Lema 4.1. Considere que F(v|Pa(V')) é uma funcao de densidade acumulada condicional arbitraria e U ~ U(0, 1).
Se definirmos, V = F~1(U|Pa(V)), entio V|Pa(V) ~ F.

O Lema 4.1 traz vérias interpretacoes que nos serao tuteis. A primeira interpretacdo, de cardter técnico, é que
podemos simular de qualquer distribui¢ao multivariada utilizando apenas varidveis i.i.d. e func¢oes deterministicas.
Em particular, podemos reescrever um SCM de tal forma que cada vértice, V, seja funcao deterministica de seus
pais e uma variavel de ruido, Uy,. Esta abordagem, que esté ligada a modelos de equagoes estruturais, é apresentada

nas Definigoes 4.2 e 4.3.

Definigao 4.2. Seja G = (V,€) um grafo causal. O grafo causal estrutural, G+ = (V*,ET), é tal que VT =
VU Uy)vey e ET =EU{(Uy,V):V € V}. Isto é, para cada V € V, G adiciona uma nova variavel Uy e uma
aresta de Uy a V.

'Esta é uma traducéo livre da expressio “potential outcomes” usada em inglés.
2Para tal, adotaremos uma construcio baseada em ?.
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Definigao 4.3. Seja (G, f) um CM. O Modelo Estrutural Causal (SCM) para (G, f), (G*, f1), é tal que Gt é
o grafo causal estrutural de G, (Uy)yey sdo independentes segundo f* e, para cada V € V), existe uma fungao
deterministica, gy : Uy x Pa(V) — R, tal que fH(V|Uy, Pa(V)) =LV = gy (Uy, Pa(V))) e fH(V) = f(V).

O Exemplo 4.4 ilustra uma forma de obter um SCM em equagbes estruturais a partir de um SCM com dois

vértices.

Exemplo 4.4. Considere que X — Y, X ~ Exp(1) e Y|X ~ Exp(X). Neste caso, o grafo estrutural causal é
dado por Ux — X — Y « Uy. Além disso, existem vérias representacoes do SCM em equacoes estruturais. Uma
possibilidade é definir que Ux e Uy sao i.i.d. e U(0,1), X = —log(Ux) e Y = —log(Uy)/X.

O Lema 4.1 também permite uma interpretagao de carater mais filoséfico. Podemos imaginar que toda variavel
em um SCM, V, é uma funcao deterministica de seus pais e de condicdes locais ndao-observadas, Uy . A expressao
“condicoes locais” indica que cada Uy é usada somente para gerar V' e que as varidveis em U sao independentes,
isto é, nao trazem informagdo umas sobre as outras.

A interpretacdo acima é usada na definicdo de resultados potenciais. A ideia principal é que as mesmas fungoes
deterministas e varidveis de ruido locais sao usadas para gerar todos os resultados potenciais. A tunica diferenca
é que, para cada resultado potencial, o valor das varidveis em que houve intervencao é fixado. Esta definicao
é compativel com a ideia de que nao é possivel modificar os ruidos locais por meio da intervencao. Em outras
palavras, o resultado potencial é o mais préximo possivel do resultado observado sob a restricdo que fixamos os

valores das varidveis em que houve intervencao.

Definigao 4.5. Seja (G, f) um CM de grafo causal G = (V,€) e (GT, fT) o seu SCM. O grafo de resultados

potenciais dado por intervengoes em X C V, G* = (V*,&*) é tal que

V ={Wy_y : W eV, VCX,vesupp(V)}U{Uy : W € V},
&= {(WV=V7ZV=V) 1V C X,V € Supp(v), (W7 Z) € g+7 Z Qé V}

Para todo W € V, abreviamos Wy por W.

Em palavras, o grafo de resultados potenciais cria uma cépia de G para cada possivel intervencao, V= v. Além
disso, adiciona-se uma aresta de Uy para cada cépia de W. Esta construcao indica que as mesmas variaveis em U
geram todos os resultados potenciais. Também, para cada vértice em que houve uma intervencao, Wy—, € Vy_,
removem-se todas as arestas que apontam para Wy_,. Esta remocgdo ocorre porque, quando realizamos uma

intervencao em V o valor desta variavel é fixado e, assim, ndo é gerado por suas causas em G.

Exemplo 4.6. Considere que (X,Y) € {0,1}? e o grafo causal ¢ X — Y. Vimos no Exemplo 4.4 que o grafo
causal estrutural é dado por Uy — X — Y <« Uy. Vamos construir o grafo de resultados potenciais dadas
intervencoes em X. Neste caso, além dos vértices Ux, Uy, X,Y, temos também X x_g, Yx—0, Xx=1, Yx=1. Como
nao ha ambiguidade neste caso, podemos abreviar os dltimos quatro vértices por Xg, Yy, X1, Y7.

O grafo de resultados potenciais ¢ ilustrado na figur 4.1. O grafo causal estrutural é a reta horizontal de Ux
a Uy. Os resultados potenciais sao cépias deste grafo que usam as mesmas variaveis U e em que removemos as

arestas que apontam para a intervencgoes, Xg e Xj.

Uma vez definido o grafo de resultados potenciais, podemos extender a distribuicao do modelo de equagoes
estruturais para este grafo. Esta extensao envolve trés etapas. Primeiramente, a distribuicdo de U continua

a mesma. Em segundo lugar, para todo vértice do grafo de resultados potenciais, Wy—, em que nao houve
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Figura 4.1.: Grafo de resultados potenciais dadas intervencoes em X € {0, 1}.

uma intervencgao, este vértice é gerado pelo mesmo mecanismo que W. Isto é, Wy—_, = I(gw (Uw, Pa*(Wy—=y))).
Finalmente, se houve uma intervengao em Wy_,, entao ela é uma varidvel degenerada no valor desta intervengao.

Esta construgao é formalizada na Defini¢ao 4.7.

Definigao 4.7. Seja (GT, f*) um SCM para (G, f) com fungoes deterministicas, g. O modelo de resultados

3

potenciais (POM)? dado por intervencoes em X, é um modelo probabilistico em um DAG, (G*, f*), tal que G* é

o grafo de resultados potenciais dado por intervencoes em X (Definigao 4.5) e
[ (Uw) = f(Uw) , para todo W € V,
I(Wy=y = v;) ,se W =Y;

frWy=v|Pa*(Wy=y)) =
I(Wy—y = gw (Uw, Pa*(Wy—y))) , caso contrario.

O Exemplo 4.8 ilustra um modelo de resultados potenciais.

Exemplo 4.8. Considere o SCM em equacgoes estruturais em Exemplo 4.4. Na construcao do modelo de resultados
potenciais, definimos X,Y,Ux, Uy igualmente a em Exemplo 4.4. Além disso, para cada =z > 0, X, = z e
Yac = _log(UY)/Xa:

4.1. Levando a intuicao do SCM ao POM

Ainda que seja uma formalizacdo conveniente, o POM é consideravelmente mais complexo que o SCM original.

Para ganhar intuicao sobre o POM, alguns lemas de tradugao sao fundamentais.

Lema 4.9. Se V,ZCV e VNZ =0, entao P(WVy=y = Vz—p v=v|Zy=y = 2) = 1. Em particular,
P(YV=Vz_,|Z=2z)=1.

O Lema 4.9 conecta o dado observacional em V ao resultado potencial Vz—,. Mais especificamente, quando

observamos que Z = z, entao os resultados potenciais dada a intervencao Z = z sao idénticos aos resultados

Sutilizamos a sigla POM em referéncia ao termo em inglés “potential outcomes model”
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observados. Em outras palavras, ao observamos que Z = z, aprendemos que estamos justamente na hipdtese de

resultados potenciais em que Z = z.

Lema 4.10. Se V,ZCV e VNZ =0, entdo para todo W €V,
WV:VH(ZV:V = Z) = WZ:z,V:VH(ZV:V = Z)

O Lema 4.10 é extremamente 1til, ainda que de natureza mais técnica. Ele permite que relacionemos resultados
potenciais em que diferentes tipos de intervencao sao adotados.
Um outro resultado essencial é o de que Vy—, tem a distribui¢ao de quando realizamos a intervengao do(V = v).

Esta resultado é estabelecido no Lema 4.11.

Lema 4.11. No modelo de resultados potenciais (Definicao 4.7):
J*Wy=y) = f(V|do(V = v)).

O Lema 4.11 fornece uma outra forma de pensar sobre o efeito causal. Decorre do Lema 4.11 que E[Yx—,] =
E[Y|do(X = z)]. Assim, se por exemplo X é bindrio, ACE = E[Y;] — E[Yp]. Em outras palavras, como o
Definicao 4.7 cria variaveis aleatorias que tem a distribuicao intervencional, ele permite que imaginemos o efeito
causal em termos destas varidaveis. Como na capitulo 3 nao havia acesso aos resultados potenciais, era necessario
imaginar o efeito causal somente em termos da distribuicao intervencional. Assim, a Definicdo 4.7 oferece mais
formas de pensar sobre o efeito causal.*

Uma forma alternativa de pensar sobre identificagao causal estd na defini¢ao de ignorabilidade. Dizemos que X é
ignoravel para medir o efeito causal em Y se ele é independente dos resultados potenciais Y,. Em outras palavras,
saber o valor de X nao traz informacao sobre o resultado de Y em uma outra realidade em que realizamos uma

intervencao sobre X.
Definicao 4.12 (Ignorabilidade). Dizemos que X é ignordvel para medir o efeito causal em Y se Y, 14 X.

O critério da ignorabilidade é equivalente a afirmar que X e Y nao tem um ancestral comum. Em outras

palavras, X & ignoravel se e somente se () satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y.
Lema 4.13. As sequintes afirmagdes sao equivalentes:

1. 0 satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y,

2. Anc(X) N Anc(Y) =0, isto é, X e Y nao tem um ancestral em comum, e

3. X € ignordvel para medir o efeito causal em Y .

Assim, decorre do fato de que X é ignoravel para o efeito causal em Y que a distribuicao intervencional de
Y dado X é equivalente a sua distribuicao observacional. Em outras palavras, dizer que X é ignoravel tem

consequéncias similares a dizer que X ¢ atribuido por aleatorizagao.

Corolario 4.14. Se X € ignordvel para medir o efeito causal em Y, entdo

f(yldo(z)) = f(y|z).

4Esta outra forma de pensar sobre o efeito causal é tio relevante que outras construcoes de Inferéncia Causal, como o Rubin Causal
Model (?) partem diretamente dela.
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A ignorabilidade condicional oferece uma generalizacao da Definicdo 4.12. Dizemos que, dado Z, X é ignoravel

para medir o efeito causal em Y se X ¢é independente de todo Y, dado Z.

Definigao 4.15 (Ignorabilidade condicional). Dizemos que X é condicionalmente ignordvel para medir o efeito
causal em Y dado Z se Y, 1 X|Z.

Se Z nao tem descendentes de X, a ignorabilidade condicional é uma restricao mais forte que o critério backdoor,

conforme formalizado no Lema 4.16.

Lema 4.16. Suponha que X ¢ Anc(Z). Se X € condicionalmente ignordvel para medir o efeito causal em'Y dado

Z, entdo Z satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y.

Apesar do critério backdoor e das ignorabilidade condicional nao serem equivalentes, eles induzem o mesmo

tipo de identificagao causal.

Lema 4.17. Se X ¢ condicionalmente ignordvel para medir o efeito causal em Y dado Z, entdo Z controla

confundidores para medir o efeito causal de X em'Y (Defini¢io 3.18).

Decorre do Lema 4.17 que todas as estratégia de estimacao do efeito causal estudadas na Secao 3.2 também
podem ser usadas sob a suposicao de ignorabilidade condicional. Em outras palavras, ignorabilidade condicional

fornece um critério alternativo para justificar o tipo de identificacao causal obtida pelo critério backdoor.

4.1.1. Exercicios
Exercicio 4.18. Prove o Lema 4.1.

Exercicio 4.19. Mostre que no Exemplo 4.4 a distribuicao de (X,Y) no SCM em equagoes estruturais é igual

aquela no SCM original.

Exercicio 4.20. Exiba um exemplo em que X é condicionalmente ignoravel para Y dado Z mas Z nao satisfaz

o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y.

Exercicio 4.21. Exiba um exemplo em que Z satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y

mas X nao é condicionalmente ignoravel para Y dado Z.

4.2. Variaveis Instrumentais

H4 situagoes em que nao nos sentimentos confortaveis com a suposicao de que observamos todos os confundidores
ou todos os mediadores de X a Y. Nestes casos, nao é possivel justificar os métodos baseados nos critérios backdoor
e frontdoor vistos na capitulo 3. Varidveis instrumentais sdo um modo de evitar esse tipo de suposigao.

Intuitivamente, uma varidvel instrumental, I, tem todo o seu efeito causal sobre Y mediado por X. Em outra
palavras, a unica forma em que I tem efeito sobre Y é na medida em que I tem efeito sobre X e, por sua vez,
X tem efeito sobre Y. Por exemplo, ? estuda como participar da guerra do Vietnam, X, tem efeito sobre a
renda de um individuo, Y. Para tal, o estudo considera os sorteios que foram realizados para determinar quem
era recrutado para a guerra. O tunico efeito que o sorteio tem sobre a renda de um individuo é indireto, apenas
na medida em que afeta a probabilidade de este individuo ir para a guerra.

Com base neste tipo de variavel, sob certas circunstancias é possivel estimar o efeito causal de X em Y. A ideia
bésica é a de que, fazendo intervengoes em I, vemos mudancas tanto em X quanto em Y. Como as mudangas em

Y devem-se apenas as mudancas que ocorreram em X, pode ser possivel estimar o efeito causal de X em Y.
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Dada esta intuicao, podemos definir formalmente uma variavel instrumental. Para tal, iremos seguir de perto

a abordagem em 7.
Definicao 4.22. Dizemos que I é um instrumento para medir o efeito causal de X em Y se

1. I é ignoravel para medir o efeito em Y.
2. Yi—; x=2 = Yx—z, para todo f compativel com G.
3. Cov[l, X] #0.

Apesar de as condigoes na Defini¢ao 4.22 terem sido utilizadas originalmente por 7, é possivel reinterpreta-las
utilizando o grafo causal. J4 vimos no Lema 4.13 que a primeira condicao é equivalente a dizer que () satisfaz o
critério backdoor para medir o efeito causal de I em Y. Isto é, I e Y néao tem ascendentes em comum no grafo
causal. Além disso, a segunda condicao é equivalente a afirmar que no grafo causal todo caminho direcionado de I

a Y passa por X. Isto é, X é o mediador do efeito causal de I em Y. Este resultado é apresentado no Lema 4.23.

Lema 4.23. Yi—; x—; = Yx—, para todo f compativel com G se e somente se todo caminho direcionado de I a

Y, C, € tal que existe j com C; = X.

Sob algumas circunstancias, a existéncia de um instrumento é suficiente para que seja possivel identificar o

efeito causal. Uma suposicao usual é de que estamos analisando um CM linear Gaussiano (Definigao 2.25).

Teorema 4.24. Se (G, f) € um CM linear Gaussiano e I é um instrumento para medir o efeito causal de X em

Y, entao

Cov[l,Y]

ACE = ————
¢ Cov[l, X]

Caso o modelo causal nao seja linear Gaussiano, entao mais suposigoes sao necessarias para identificar o efeito
causal com base em um instrumento, Uma suposi¢ao usual é a de monotonicidade do instrumento. Segundo esta,

ao aumentar o valor do instrumento por uma intervencao, o valor de X necessariamente ird aumentar

Definicao 4.25. [ é um instrumento monoténico para medir o efeito causal de X em Y se, para todo i1 > ig,
]P)(X]:il > XI:io) = 1.

O Instrumento monotonico foi originalmente contextualizado em uma aplicacao a alistados na Guerra do Viet-
nam ?. Pode-se imaginar que a populagao é dividida em 4 grupos. Pessoas que sempre iriam & guerra (always-
taker), que nunca iriam & guerra (never-taker), que iriam a guerra somente se alistados (compliers), e que iriam a
guerra somente se nao alistados (defiers). Neste caso, o alistamento ser um instrumento monotoénico corresponde
a afirmar que nao existem pessoas no ultimo grupo.

Quando o instrumento é monotonico e X e I sdo bindrios, é possivel identificar o efeito causal de X em Y
em uma sub-populacao. Especificamente, é possivel identificar o efeito de X em Y na sub-populacao em que o
resultado potencial de X é diferente para cada intervencao em I. No exemplo da Guerra do Vietnam, esta é a
sub-populacao dos compliers, isto é, individuos que iriam & guerra somente se alistados. A definicdo de Local
Average Treatment Effect (LATE) é formalizada abaixo:

Definigao 4.26. Se X, I € {0,1}, entao

LATE =E[Yx—1 — Yx—o|X/=1 — X;—0 = 1].
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O Teorema 4.27 mostra como identificar o LATE por meio de um instrumento monotonico.

Teorema 4.27. Se I € {0,1} é um instrumento monoténico para o efeito causal de X € {0,1} em Y, entdo

E[Y|I = 1] — E[Y|I = 0]

LATE = EX|I =1 -E[X[I=0]

4.3. Contrafactuais

Existem situagoes em que gostariamos de saber o que teria ocorrido, caso certas condigoes fossem diferentes
daquelas que foram efetivamente observadas. Por exemplo, considere que a perna de um individuo é amputada
em virtude de um erro de diagnéstico médico. Neste caso, o individuo tem o direito a ser indenizado por seus danos.
Contudo, qual o valor da indenizacao? Para responder a esta pergunta, somos levados a questionar como seria a
vida deste individuo caso nao houvesse o erro de diagndstico. Este tipo de pergunta é chamada de contrafactual.

Uma caracteristica fundamental de contrafactuais é que estamos interessados em uma “realidade” distinta
daquela que foi observada. Contudo, se s observamos uma realidade, como é possivel aprender algo sobre
“realidades distintas”? Por exemplo, se supomos que nao houve um erro de diagndstico médico, o que mais seria
diferente? Nesta realidade alternativa, consideramos que nao houve erro médico porque ha um médico muito
mais concentrado, competente, ético e com exames mais precisos? Ou estamos supondo apenas que caracteristicas
pontuais que o levaram ao erro nao estao presentes e, assim, essencialmente é o mesmo médico tratando o paciente?
Ainda que nao ha uma resposta tnica para esta pergunta, hd um cendrio que é comumente analisado. Neste
supomos que a realidade alternativa é a mais proxima possivel da observada dada a restricdo que um determinado
fato ocorreu diferentemente.

Neste sentido, resultados potenciais sao um formalismo ttil. Dentro deste formalismo, consideramos que V
sao as variaveis da “realidade observada”. Por outro lado, Vx—_x s@o as varidveis que seriam observadas quando
X ¢ fixado no valor x. Neste formalismo (Definicao 4.7), consideramos que Y = gy (Pa*(Y),Uy) e Yx—x =
gy (Pa*(Yx=x),Uy) Isto é, na realidade contrafactual, Yx_x e Y sdo gerados pelo mesmo mecanismo, gy. Além
disso, os ruidos locais representados por Uy sao os mesmos em Y e Yx_x. Pode-se argumentar que a equivaléncia
de mecanismos e de ruidos locais satisfaz a condicdo de que realidades contrafactuais devem ser tao préximas

quanto possivel da realidade observada.

Exemplo 4.28. Considere que X ¢ a indicadora de que houve um erro médico e Y ¢é a indicadora de que a perna
do paciente nao é amputada. Por simplicidade, vamos supor que estas sao as Uinicas duas variaveis relevantes
e que o grafo causal é G tal que X — Y. Também considere que f(X =1) =€ f(Y = 1|X =1) = p1, e
fY =1|X =0) = po, po > p1. Assim, o CM é (G, f).

Para definir, um modelo de resultados potenciais, é necessario determinar um SCM (Definicao 4.3). Uma
possibilidade é escolher Uy ,Uy ~ U(0,1), gx(Ux) = I(Ux <€), e gy (Uy,X) = (Uy < px). Podemos mostrar

que este SCM representa o CM definido no paragrafo anterior:

f(X=1)=PI(Ux <€) =¢ Definigao 4.3,Ux ~ U(0, 1),
f¥ =1X = 2) = P(IUy < pz)) = pa-

Com base no modelo de resultados potenciais, podemos perguntar qual teria sido a probabilidade de que a

perna do paciente nao fosse amputada sem um erro médico, sabendo que observou-se o erro e a amputacao:
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P(Yy—o|X =1,V =1).

P(Yx=o =1X =1,Y =0) = P(I({Uy <po) = 1[I(Ux <€) == LI(Uy >p1) =1)
Uy < po|lUx < €,Uy > p1)
(Uy < po|Uy > p1)
P(p1 <Uy <po) _ po—p1
P(Uy > p1) 1—p

(
= P(
P

Uma caracteristica importante do Exemplo 4.28 é que a probabilidade contrafactual depende tanto da distri-
buicao de Uy quanto da funcbes gy. Estas quantidades nao podem ser determinadas pelos dados. Em outras
palavras, as probabilidades contrafactuais dependem fundamentalmente de suposi¢oes que nao podem ser testa-
das. No Exemplo 4.28 definimos que gy (Uy, X) = [(Uy < px). Este acoplamento determina que todo paciente
que nao teve sua perna amputada com um erro médico, também nao a teria sem o erro médico. Como nunca
observamos ambas as situagdes para um mesmo paciente, esta afirmacao nao é testavel. O Exemplo 4.29 mostra

que a probabilidade contrafactual varia conforme o acoplamento utilizado.

Exemplo 4.29. No Exemplo 4.28, considere que gy (Uy,1) = L({Uy < p1) e gy (Uy,0) =I(Uy > 1 — pp).

P(Yx—o=1|X =1,Y =0) =PI(Uy > 1—po) = 1[I(Ux <€) == 1,I(Uy >p1) = 1)
=P(Uy >1—po|Ux <¢,Uy >p1)
=PUy > 1—po|Uy > p1)
P(Uy > max(1 —po,p1)  min(po, 1 — p1)

P(Uy > p1) 1—p

Neste caso, gy induz a mema distribuicao sobre (X,Y) que o acoplamento no Exemplo 4.28. Ainda assim, a
probabilidade contrafactual obtida é diferente. Isto ocorre pois, ao contrario do Exemplo 4.28, a nova gy indica

que é possivel que um paciente tenha a perna amputada sem o erro médico e nao a tenha com o erro.

De um ponto de vista operacional, o Teorema 4.30 abaixo prové um algoritmo para calcular probabilidades

contrafactuais:

Teorema 4.30 (Calculo contrafactual).
P(Yx—x <yl|Z=12)= /]P’(YXZX <y|U)f(U|Z = z)dU

O Teorema 4.30 indica que o célculo de probabilidades contrafactuais pode ser dividido em duas etapas. Primei-
ramente, calcula-se a nova distribui¢ao dos ruidos locais, U, apés aprender que Z = z, obtendo assim f(U|Z = z).
A seguir, calcula-se P(Yx—x < y) utilizando-se que a distribuicao de U é f(U|Z = z) ao invés de f(U).

Na préxima secao, veremos uma aplicagao mais detalhada de contrafactuais no Direito. Esta discussao é baseada

em 7.

4.3.1. Contrafactuais e Responsabilidade Civil

O art. 927 do Cédigo Civil de 2002 determina que:

Aquele que, por ato ilicito, causar dano a outrem, fica obrigado a repara-lo.
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Este artigo institui a Responsabilidade Aquiliana, isto é o dever daquele que causa um dano de forma ilicita a

reparar as vitimas. Sem entrar em detalhes sobre a lei, um elemento fundamental deste conceito é a reparacgao.

O que é a reparagao? KEsta pergunta é ainda mais complicada dado que o Direito somente pode exigir que
esta reparacao ocorra por meio de um pagamento em dinheiro. Neste sentido, uma posicao comum ¢é definir que
reparagao é o valor de pagamento que torna a vitima inteira, isto €, na condigao em que ela estaria caso nao tivesse

sofrido o dano.

Para nossos fins, a parte central desta definicdo de reparacao é que ela exige uma consideracdo contrafactual.
Isto é, ela questiona qual teria sido a condicao da vitima caso esta nao tivesse sofrido o dano. Podemos avaliar

esta questdao com as ferramentas desenvolvidas na Secao 4.3.

Para tal, construiremos um modelo de resultados potenciais. Considere que V é o conjunto de todas as varidveis
juridicamente relevantes. Dentre elas, I é a indicadora de que o causador do dano agiu de forma ilicita. Além
disso, £ C V é um conjunto de varidveis que foi observada e trazida como evidéncia a Justica. Finalmente,
U(V, m) é uma fungao de utilidade que indica o quao desejdvel é para a vitima obter o resultado V e, além disso,
uma indenizagao monetdria de m. Dentro deste contexto, uma quantificagao do dano é uma funcao, Q(E) € R,

que define uma compensacgao para cada possivel evidéncia apresentada.

Dentro deste contexto, uma primeira pergunta é o quanto da evidéncia pode ser usada para quantificar o dano.
Neste aspecto, hd uma tensao importante entre previsibilidade e reparagao (?). Considere que um didrio com a
assinatura de Janis Joplin é destruido em um sebo antes da fama da cantora. Poderia a posterior fama de Joplin
ser levada em consideragao na reparagao? De forma mais geral, quanto da evidéncia conhecida no momento do

julgamento pode ser usada na quantificacdo do dano?

De uma perspectiva social, cada possivel resposta apresenta vantagens e desvantagens. Por um lado, o uso de
muita informagao permite que seja possivel colocar a vitima no presente o mais préximo da condigdo em que ela
estaria caso o ato ilicito nao tivesse ocorrido. Por outro lado, quanto mais informacao é usada, mais imprevisivel

se torna o valor da reparagao no momento em que o ilicito é cometido.

Formalmente, podemos imagimar ao menos trés respostas para a pergunta levantada. A primeira resposta é
de que toda evidéncia pode ser usada. Isto é, ndo ha restrigoes sobre (). A segunda resposta é de que nenhuma
evidéncia pode ser usada, isto é, ) deve ser uma funcao constante. Finalmente, uma resposta intermediaria
¢é obtida supondo que () somente leva em consideracao se a situacao da vitima foi superior ou inferior aquela
que ela poderia esperar sem o ilicito. Formalmente, tomando g(E) = I(E[U(V,0)|E] > E[U(Vx=0,0)]), temos
que se g(E1) = g(E»), entdo Q(E1) = Q(F2). Em ultima andlise, a escolha da resposta correta nado é uma
questao cientifica, mas de Direito. Contudo, utilizando contrafactuais podemos analisd-la e indicar os aspectos

fundamentais envolvidos na escolha.

Um outro aspecto fundamental na quantificacdo de danos é a especificagao de (). Para tal, ha duas possiveis
interpretagoes de reparacao. Por um lado, pode-se entender que a reparacao deve levar a vitima o mais proximo
possivel ao estado em que ela estaria sem o ato ilicito, levando em consideracao toda a evidéncia disponivel. Uma

possivel formalizacao deste raciocinio é:
Q = arg %i*nE[(U(V, Q*(E)) — U(Vx=0,0))?]

Por outro lado, pode-se entender que, no momento em que o ato ilicito foi cometido, a vitima deveria estar indife-

rente entre nao sofrer o ilicito ou sofré-lo e receber a indenizacao. Esta outra interpretacao pode ser formalizada
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da seguinte forma:

Q = arg min E[(U((V,Q*(E)) — U(Vx—0,0))?
Q*E[U(V,Q*)]=E[U(Vx=0,0)] ol (£)) ( 2

Finalmente, como estabelecer um modelo de resultados potenciais a partir de um modelo causal? Como vimos
anteriormente, um mesmo CM pode ser compativel com diversos SCM. Além disso, cada SCM pode levar a
avaliagoes distintas de contrafactuais. Uma possivel resposta é que o SCM deve ser estabelecido pelo perito.
Contudo, o custo de um perito pode ser incompativel com o valor do pedido. Neste caso, algumas alternativas

s@o supor que V e Vx—¢ sdo independentes ou tomar a sua dependéncia de forma a minimizar E[(U(V,0) —
U(VX:07O))2]'
4.3.2. Exercicios

Exercicio 4.31. Com base na discussao levantada na Secao 4.3.1, discuta formas de reparagao para o caso

levantado no Exemplo 4.28.

Exercicio 4.32. Suponha que sem o ato ilicito, um paciente tem o tempo de sobrevivéncia dado pela acumulada
Fy. Por outro lado, com o ato ilicito, seu tempo de sobrevivéncia é dado por Fj. Ocorrido o ilicito, o paciente

falece apds 1 ano. Discuta possiveis reparagoes para o paciente com base na Secgao 4.3.1.
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5. Descoberta Causal

H4 situagoes em que observamos dados de um CM desconhecido, (G, f). Nestes casos, podemos ter interesse em
estimar o grafo causal, G. Neste capitulo, estudaremos estratégias para esta estimacao.

Antes de apresentar métodos de estimacao, avaliaremos condicGes para que o problema de estimacao esteja
bem posto. Especificamente, a proxima secao mostra que, de forma irrestrita, o grafo causal é estatisticamente

nao-identificdvel. Assim, comumente precisamos nos contentar com um objetivo menos ambicioso de estimacao.

5.1. Identificabilidade na Descoberta Causal

Para contextualizar o problema da identificabilidade na Descoberta Causal, podemos comecar com um exemplo
simplista. Considere que observamos as varidveis: V = {X,Y}. Neste caso, hd pelo menos duas dificuldades.

Primeiramente, considere que f é tal que X 1/ Y. Neste caso, apesar de intuitivamente considerarmos o grafo
causal, X Y, a densidade f também é compativel com X — Y. De fato, X — Y determina que f(z,y) =
f(z)f(y|z), o que é verdadeiro mesmo quando X e Y sdo independentes.

Contudo, ainda que ambos os grafos sejam compativeis com f, o grafo X Y é mais informativo. Somente com
base neste grafo podemos deduzir que X é independente de Y. Essa constatacao elucida que nao buscamos apenas
um grafo causal, G, compativel com a distribuicao geradora dos dados, f. Desejamos que G permita deduzir o
maior nimero possivel de relagoes de independéncia condicional presentes em f. Uma maneira de lidar com este

problema é trocar o objetivo de encontrar G compativel com f por encontrar G fiel a f:

Definicao 5.1. Dizemos que f é fiel a G ou, equivalentemente, que G € fiel a f, se para quaisquer X,Y,Z C V),
X I/ Y|Z se e somente se X 19 Y|Z.

Podemos interpretar a Definicio 5.1 & luz do Teorema 2.49. Se G é compativel com f e X 19 Y|Z, entdo o
Teorema 2.49 indica que X Lf Y|Z. Contudo, em geral nio é possivel inferir uma d-separacio em um grafo
compativel a partir de uma relacdo de independéncia condicional. Quando G é fiel a f, toda relacao de inde-
pendéncia condicional implica uma d-separacao em G. Isto é, G traz a maior informacao possivel sobre as relacoes
de independéncia condicional em f.

O segundo problema de identificabilidade é que pode haver mais de um grafo causal fiel a distribuigao geradora
dos dados. Como ilustracao, considere novamente que V = {X, Y} e que f é tal que X e Y nao sao independentes.
Neste caso, tanto X — Y quanto X < Y sao fiéis a f. Em outras palavras, se nao fizermos mais suposicoes,
ambos os grafos explicam igualmente bem f.

Com base nesta observacao, podemos definir um tipo de nao-identificabilidade em descoberta causal. Se dois
grafos causais sao fiéis as mesmas distribuigoes, entao nao importa qual seja a densidade geradora dos dados, nao

é possivel diferencid-los por meio dos dados. Neste caso, dizemos que os grafos sao fielmente indistinguiveis:

Definigao 5.2. Dois grafos, G e G*, sao fielmente indistinguiveis (G ~ G*) se, para todo f,

f é fiel a G se e somente se f é fiel a G*.
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A seguir, a Defini¢ao 5.4 e o Teorema 5.5 mostram uma operacionalizagao da relacao de indistinguibilidade fiel.

Definigao 5.3. Dizemos que (Vi, Vs, V3) formam um colisor desprotegido em G se V; £> Vs g V3 e Vi e V3 nao

sao adjacentes em G.

Definigao 5.4. Os DAGs G e G* tem o mesmo padréo se:
1. Para quaisquer vértices V7 e Vo, V7 e V5 sao adjacentes em G se e somente se V7 e V5 sdo adjacentes em G*.
2. (V1,Va,V3) é um colisor desprotegido em G se e somente se é um colisor desprotegido em G*.

Teorema 5.5 (7). G ~ G* se e somente se G e G* tem o mesmo padrao.

De forma geral, o Teorema 5.5 mostra que, sem maiores suposicoes, s6 é possivel aprender o padrao de um
grafo a partir dos dados. Isto é, é possivel determinar todas as relagbes de adjacéncia e, também, os colisores

desprotegidos existentes no grafo. A seguir, estudaremos algoritmos que se propéem a descobrir esse padrao.

5.2. Algoritmos de Descoberta Causal

5.2.1. Algoritmos baseados em testes de independéncia condicional
Algoritmo SGS

Algoritmo 5.6. Algoritmo SGS
1. Inicie um grafo nao direcionado completo em V.
2. Para cada Vq,Vo € V, se Hy : Vi L V5|S é rejeitada para algum S C V — {V;, V5 }, retire a aresta {V7, Va}.

3. Para todos Vi, Va2, V3 € V tais que {V1,Va} e {V5, V3} sdo adjacentes, mas {Vi, V3} ndo o sdo, caso exista
S C{Va}uV —{V1,V3} tal que Hy : Vi L V5|S nao é rejeitada, direcione as arestas Vi3 — Vo « V3.

4. Repetir até que nao haja mudancas:
(a) Se A — B, B e C sao adjacentes e nao direcionados e A e C' nao sao adjacentes, direcione B — C.

(b) Se B é descendente de A e {A, B} sao adjacentes, direcione A — B.

Algoritmo PC
Definigao 5.7. Adjg(X) é o conjunto de vértices em V que é adjacente a X em G.
Algoritmo 5.8. Algoritmo PC

1. Inicie um grafo nao direcionado completo em V), G.

2. Inicialize n = 0.

3. Enquanto houver um vértice X € V com |Adjg(X)| > n+ 1:
(a) Para cada X € V com |Adjg(X)| >n+1, cada Y € Adjg(X) e S C Adjg(X) — {Y'} em que |S| = n,
se Hyp: X L Y|S é rejeitada, entdo retire a aresta {X,Y} de G e defina Sep({X,Y}) = 5.

(b) Defina n =n+ 1.
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4. Para cada X,Y,Z € V tais que {X,Y} e {Y, Z} sao adjacentes, mas {X,Z} ndo osdoe Y ¢ Sep({X,Z}),
oriente X —Y «+ Z.

5. Repetir até que nao haja mudancas:
(a) Se A — B, B e C sao adjacentes e nao direcionados e A e C nao sao adjacentes, direcione B — C.

(b) Se B é descendente de A e {A, B} sao adjacentes, direcione A — B.
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A. Demonstracoes

A.1. Secdo 2.1.4 (Exemplos de Modelo Probabilistico em um DAG)

Prova do Lema 2.18.

f(vla V2, v3)
f(v2)
_ J(02)f(v1foz) f(vs]oz) Definigio 2.1
f(v2) )

= f(vilve) f(vs|v2)

f(vr,v3lve) =

O

Prova do Lema 2.19. Considere que V2 ~ Bernoulli(0.02). Além disso, Vi, V3 € {0,1} s@o independentes dado V5.
Também, P(V; = 1{Va=1) =P(Va =1V =1) =09 e P(V] = 1|V = 0) = P(V3 = 1|V = 0) = 0.05. Note que,
por construgao, P é compativel com figur 2.2. Isto é, P(v1,v2,v3) = P(v2)P(v1|v2)P(v3|ve). Além disso,

PWVi=1)=PVi=1Va=1)+P(V; =1,V5 =0)

=P(Va=1)P(Vy =1|Vo =1) + P(Vo = 0)P(V; = 1|V2 = 0)
=0.02-0.9+0.98 - 0.05 = 0.067

Por simetria, P(V3 = 1) = 0.067. Além disso,

P(Vi=1V=1)=P(Vi=1,V3=1,Vo=1)+P(V; =1,V3 =1,V = 0)

=P(Voa=1P(Vy =1|Va = 1)P(V3 = 1|Va = 1) + P(Va = 0)P(Vy = 1|Va = 0)P(V3 = 1|V2 = 0)
=0.02-0.9-0.9 4 0.98 - 0.05 - 0.05 = 0.01865

Como P(V; = 1)P(V3 = 1) = 0.067 - 0.067 ~ 0.0045 # 0.01865 = P(V; = 1,V3 = 1), temos que V; e V3 nao sao
independentes.

O
Prova do Lema 2.20.

f(vlav2av3)
f(v1,v2)
~ for) f(vz|vr) f(vs]v2) -
= Feon) f(oslon) Definicao 2.11

= f(vs|ve)

f(vs|vr,v2) =
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Prova do Lema 2.21. Considere que Vi ~ Bernoulli(0.5), P(V, = 1|V} = 1) = 0.9, P(Va = 1|V; = 0) = 0.05,
P(Vzs=1Vo =1,V1) =0.9, e P(V3 = 1|V, = 0,V}) = 0.05. Note que (V1, V2, V3) formam uma Cadeia de Markov.
Note que, por construcao, P é compativel com figur 2.3. Isto é, P(v1,va,v3) = P(v1)P(v2|vi)P(vs|ve). Além disso,
PVs=1)=PWVi=0,1o=0,V3=1)+P(V; =0,Vo=1,V3=1)
+PVi=1Va=0,V3=1)+P(V1 =1,Vo=1,V3=1)
=05-09-0.00+0.5-0.05-0.9
+0.5-0.05-0.05+0.5-0.9 0.9 = 0.45125

Além disso,

PWVi=1,V5=1)=PV1 =1,V =0,V5=1)4+P(V1 =1,V =1,V3=1)
=0.5-0.05-0940.5-0.9-0.9 = 0.40625

Como P(V; = 1)P(V3 = 1) = 0.5-0.45125 ~ 0.226 # 0.40625 = P(V; = 1,V3 = 1), temos que V; e V3 nao sao
independentes. O

Prova do Lema 2.22.

flor,vs) = / F (o1, v, v3)dvy
— / F(01)f (v3) f (uslor, v3)dvs Definicio 2.11
= f(’Ul)f(’U:%)/f(v2lvhvs)dvz
= f(v1)f(vs)

O]

Prova do Lema 2.23. Considere que Vi e V3 sdo independentes e tem distribui¢ao Bernoulli(0.5). Além disso,
Vo=V1 4+ V3. Como P(Va=1)=0.5eP(V3=1|V; =1,V, =2) =1, conclua que V; £ V3|Va. O

A.2. Secao 2.1.5 (Modelo Causal (Causal Model))

Prova do Lema 2.27. Realizaremos a demonstracio por inducdo. Para tal, defina V() = {V € V: Pa(V) = 0}, e
para cada i > 2, VO = {V € V: Pa(V) C V~D}.
Se Y € V(U entdo por construcio E[Y] = py. Também, como Pa(Y) =, Cyy =0, paratodo V #Y, e Cyy

tem apenas o caminho unitario, C* = (Y'). Assim,

|C]-1 |C*]-1

> > w I Bee=nv- I] Berc:
=1 i=1

Vey CECV,Y

A seguir, suponha que para todo W € VOV E[W] = Y., > CeCy w 1V - H‘Zi'l‘l Beyia,c, € tome Y € VO,
Como todo caminho direcionado que chega em Y a partir de V # Y tem como pentltimo elemento um pai de Y,
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podemos escrever

Cvy = Uwepay){(C,Y) : C € Cyw} (A1)
Portanto, obtemos:
ICl-1
o> e H Beii.cy
VEVCG(CVY
|C*]-1

=py + wy - B C likning (A.1)
7,+1

VAY U e pa(v){C*=(C,Y):CeCy,w }
|Cl-1

=y + Z Z Z By - H Boinci | - Brw
=1

V#Y WGPQ(Y) CECV,W
ICl-1

=y + > Brw >y, >, w-| [[ Bonc
=1

WePa(Y) Vev CeCyw

=uy + Z ﬂy’WE ] W e V(i_l)
WePa(Y)

=E |py+ > BrwW
WePa(Y)

=E[E[Y|Pa(Y)]] = E[Y] Definicao 2.25

A.3. Secdo 2.2 (Independéncia Condicional e D-separacao)

A.3.1. Relativas ao Lema 2.45

Prova do Lema 2.45. A prova consistird em demonstrar que, para cada i, a afirmagao ¢ decorre da afirmagao ¢ — 1.

Finalmente, a afirmagao 1 decorre da afirmacao 4. Os simbolos X e x referem-se a (X1,...,Xyg) e (x1,...,Xq).

° (1:>2)

Il
.:&

f(x[y) f(x5]y) (1)

1

J

Il
=

h(x;,y) h(x;j,y) = f(x5ly)

.
Il
i
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e (2= 3) Note que,

f(xly)
f(Xl, ey X1y X415 - - .xd|y)
f(xly)
fR (x]y)dx;
H;l 1h (xj,¥) 2)
fR XjaY)dXz
) Hj By (,.)
Hﬁéz (x5, ¥ fR (%, y)dx;
(Xz y)
f]R Xza )dxz
]751 f]R (Xj7y)dxj . hi(xi7Y)
Hj;éi th'(Xj y dxj fR (%4, y)dx;
_ fRd 1 (XJ7 y)dx_;
Jra TTj—1 hi(xj, y)dx
e lf(X\y)dx Z
fRd X’y dX
= f(xily)

f(xilx_i,y) =

e 3=14)

f(xily)
FT )

_ fRdﬂ' f(XIY)ddeH

Fx M y)
_ Jpai F(xoaly) f(xilx—i, y)dxd

M y)
f(xily) fRd—i f(x—i|Y)dX?+1
)

_ [y f(xq )

Fxiy)
= f(xily)

(X2|X1 7Y)

° (4:>1)



A.3.2. Teorema 2.49

Lema A.1. Seja G = (V,€) um DAG. Se A = V, UVyU V3 € ancestral e Vi L Vq|V3, entdo, para todo f
compativel com G, Vi 1T V;|V3.

Demonstragao. Defina Vi = {V.€ A:V € ViouV; — V, paraalgum V) € Vi} e V5 = A — Vi, Como
V1 L V;3|V3, decorre de Defini¢ao 2.48 que néo existe V; € V; e V, € Vy tal que Vi — Va. Portanto,

VT cV; UVgGVEQVgUVg (A2)
A seguir, demonstraremos que
Vie{l,2} e V" € V7 : Pa(V;") CV,;UV; (A.3)

Tome V}* € Vi. Como V;* € Ae A éancestral, decorre da Defini¢ao 2.9 que Pa(V}*) C A. Assim, basta demonstrar
que Pa(Vi*)NVy = 0. Se Vi* € Vy, entdo decorre de Definigdo 2.48 que nao existe Vo € Vo tal que Vo — Vi*. Caso
contrario, se V|* € V3, entao existe Vi € V; tal que V; — V|*. Decorre de Defini¢ao 2.48 que nao existe V; € Vy,
Vo € Vo e V3 € V3 tais que V3 é um colisor entre V; e Vs, isto é, Vi — V3 < V5. Portanto, nao existe Vo € V5 tal
que Vo — Vi*. Conclua que Pa(V}*) CV; U V3.

A seguir, note que pela definicao de V7, se V' € A é tal que existe V1 € V; com Vi — V, entao V € V7.
Portanto, como Vi =V — V7, para todo V5 € V5, nao existe V7 € Vy tal que Vi — V5. Isto é, Pa(Vy) CV — V.
Como V5 € A e A é ancestral, conclua da Definigao 2.9 que Pa(Vy) C A. Combinando as duas ultimas frases,
Pa(V5) CVyU V3.

Decorre da conclusao dos dois iltimos paragrafos que likning (A.3) estd demonstrado.

f(V1, Vs, V)
f(V3)
_ lveaf(VIPa(V))
f(V3)
(My; evs £ 1PaVE))) (Tygevs £(V31Pa(Vi)))
f(V3)
= h1(V1,V3)ha(Va, V3) likningene (A.2) e (A.3)

f(V1,V3|V3) =

Lema 2.17

V7 e V3 particionam A

Assim, decorre do Lema 2.45 que V; L/ V2| V3. O

Lema A.2. Se f é compativel com G e Vi L V3|V3, entdao V; o Vo|V3.
Demonstragao. Defina A = Anc(V; UV U V), Vi = {V € A: V nao é d-separado de V1|V3}, e V5 = A — V7.

Por definicao,
Vi CVieVy, CV5 (A.4)
O primeiro é provar que Vi L V5|V3. Pela defini¢ao de V3, para todo V; € V; e V5 € V3, Vi L V5| V3, isto é,
Vi L V3|Vs (A.5)
Suponha por absurdo que existam V}* € V] e V5 € V3 tais que V|* e V5" nao sao d-separados dado V3. Portanto,

existe um caminho ativo dado Vs, (V}*,Ca,...,Cp_1,V5"). Pela definigdo de V7, existe V; € Vi e um caminho ativo
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dado V3, (V1,C5, ..., V). Assim, (V1,C5, ...,
de V1 a V5, uma contradi¢ao com likning (A.5). Conclua que Vi L V3|V,

11 1V Ca, ., Crq, V') é é um caminho ativo dado V3

A seguir, provaremos que Vi 1/ V3|V3. Como A = Anc(V;UV,UV3), decorre do Lema 2.10 que A é ancestral.
Portanto, como A = V¥ UV3U V3 e VI L V3|V, decorre do Lema A.1 que Vi 1T V5|V3.
Como Vi L/ V3|Vs, a conclusdo do lema decorre do fato de que Vi C Vi e Vo C V3. O

Teorema A.3 (?[p.66). /| Considere que (G, fg) € um CM linear Gaussiano (Definicao 2.25) de pardmetros
02=1, B ep=0. Para qualquer distribuicio continua sobre 3, tem probabilidade 0 a ocorréncia de valores de /3

tais que existam X,Y,Z com X 1L/s Y|Z mas X e Y nao serem d-separados dado Z em G.

Lema A.4. Se Vi ndo € d-separado de Vo dado V3 seqgundo o DAG G = (V,E), entdo existe f compativel com G

tal que V1 e Vo sao condicionalmente dependentes dado Vs sequndo f
Demonstragdo. Decorre do Teorema A.3. O

Prova do Teorema 2.49. Decorre dos Lemas A.2 e A.4. O

A.4. Relativas a Secao 3.1 (O modelo de probabilidade para intervencoes)

Prova do Lema 3.2. Decorre da Defini¢ao 3.1 que f*(V) = I(X = x) [[y¢x f(V|Pa(V)). Definindo gx,(X;) =
I(X; = z;), para todo X; € X e gy (V, Pa(V)) = f(v|Pa(V)), note que

= T ox.(X) T] ov (V. Pa(v))

X;eX V¢X
Portanto, decorre do Lema 2.14 que f* é compativel com um grafo em que todo X; € X nao tem pais e todo

V ¢ X tem os mesmos pais que em G. Isto é, G é compativel com G(X).

Além disso, tomando V =V — X,
/ fr(sV)dv

/ x) [] £(VIPa(V))av

Vev

/HfV|Pa

Vev

Portanto, X é degenerado em x segundo f*. O

A.4.1. Relativas ao Teorema 3.6

Lema A.5. Considere que (G, f) é um CM linear Gaussiano e que f* = f(V|do(X = x)). Se G(X) é como no
Lema 3.2, entio (G(X), f*) é um CM linear Gaussiano tal que, para todo V ¢ X, E;[V|Pa(V)] = Es[V|Pa(V)]
e E[X] =

Demonstragdo. Decorre do Lema 3.2 que f* é compativel com G(X). Além disso, também decorre do Lema 3.2 que
para todo V ¢ X, f(V|Pa(V)) = f*(V|Pa(V)). Portanto, E¢[V|Pa(V)] = E¢«[V|Pa(V)]. Finalmente, segundo o
Lema 3.2, X é degenerado em x. Assim, E[X] = x. O
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Prova do Teorema 3.6. Defina f; = f(V|do(X = z)). Assim,

dE[Y |do(X = z)]
dz
dEy; [Y]

- =L (A.6)

ACExy =

Além disso, decorre do Lema A.5 que f* é um CM linear Gaussiano no grafo G(X).

Como X ndo tem pais no grafo G(X), os tinicos caminhos direcionados de X a Y que passam por X sdo aqueles
que se iniciam em X. Formalmente, defina C como o conjunto de todos os caminhos direcionados em G. Além
disso, Cx = {C € C: C; = X, para algum i}. Obtemos

UveyCry NCx =Cx y. (A7)
Portanto,
dE ¢+ [Y
ACEyy gx [Y] likning (A.6)
Cl-1
d uy . I‘f /Bci ,Ci
_ 2vey ZCGC\AY y= + Lemas 2.27 e A5
dx
B CeCxy HX -~ [z Bowc likning (A.7)
B dx o
Cl-1
_ dZCGCX,Y L HL=‘1 Boin ¢ Lema A.5
B dx ‘
|Cl-1
= Z H BCu—hci
CeCxy i=1

A.5. Secdo 3.2 (Controlando confundidores (critério backdoor))

A.5.1. Teorema 3.19

Para realizar a demonstracao do Teorema 3.19, consideraremos um SCM aumentado, em que existe uma variavel
que representa a ocorréncia de uma intervencao em X. Uma consequéncia interessante desta construcao serd a de

que o modelo intervencional é equivalente ao condicionamento usual no SCM aumentado.

Definicao A.6. Seja (Gs, f«) um SCM expandido tal que G, = (VU{Ix : X € X},&),eE=EU{(Ix = X :
X € X)}. Isto é, G, é uma cépia de G em que adicionamos para cada X € X os vértice Iy € {0,1} e arestas de

Ix para X.

G* admite uma interpretacao intuitiva. Iy é a indicadora de que fazemos uma intervencao em X, fazendo que
esta assuma o valor z. Se Ix = 0, ndo hd uma intervencao e, assim, X segue a sua distribuicao observacional. Se

Ix =1, X assume o valor x com probabilidade 1.
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Finalmente, considerando Pa(X) como os pais de X segundo G, definimos que:

f(X|Pa(X)) ,selx=0,¢e
fe(X|Pa(X), Ix) =
(X =2) , caso contrario.

Lema A.7. Se (G., f«) € tal qual em Defini¢ao A.6, entao:

fVldo(X = z)) = f.(V|Ix = 1)

Demonstracao.
o W Ix=1)
f(V[Ix =1) = Tfx=1)
= Flx = 1) [lxex H(;ijzle))nv¢x f(V|Pa(V)) Definicao A.6
= [T ix =2)- I] #(vIPa(v))
XeX Vv,
= f(V|do(X = x)) Definicao 3.1

Lema A.8. Se (G, f«) € tal qual em Defini¢ao A.6, entao:

Demonstragao.
oy (W Ix =0)
f«(V|Ix =0) = m
_ fullx = 0)[Txex fAXlJ}agl IO))( = 0) [Tygx f(VIPa(V)) Definicio A6
= [ fx|Pa(x)) T] F(VIPa(V)) Definicio A.6
XeX VX
= [ r(vipa(v))
Vey
=fv) Definicio 2.11

O]

Lema A.9. Se (G, f«) € tal qual em Definicao A.6 e Z satisfaz o sequndo item do critério backdoor para medir

o efeito causal de X em Y, entdo I 1?Y|X,Z.

Demonstragdo. Tome um caminho arbitrario de I em Y, C = (I,Cy,...,Cy_1,Y). Por definicdo de I, Cy = X

el > X. Se X — (3, entao X nao é um colisor em C' e C estd bloqueado dado X e Z. Se X + (j3, entao

(X,Cs,...,Ch_1,Y) estd bloqueado dado Z, uma vez que Z satisfaz o segundo item do critério backdoor. Conclua

que C esta bloqueado dado X e Z.
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Lema A.10. Se Z satisfaz o sequndo item do critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y, entdao

fyldo(x),z) = f(ylz, 2).
Demonstragdo.

f(yldo(z),z) = fi(yll =1,2) Lema A.7
:/f*(y,XI:Lz)dX
— [ 2060 = 1) £ (X, T = 12X

_ /]I(X — ) (X, T = 1,2)dX

= fi(ylz, I =1,2)
= f*(y|$7I = 07Z) Lema A.9
= f(ylr,z) Lema A.R

O]

Lema A.11. Se (G, fi) € tal qual em Definicao A.6 e Z satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal
de X emY, entao I L¢Z.

Demonstragdo. Tome arbitrariamente um Z € Z e um caminho de [ em Z, C = (I,Cy,...,Cyh_1,%). Por
definicao de I, Cy = X e I — X. Suponha por absurdo que C nao tem colisor. Como, I — X, decorre que
C=1—-X—...—>Ch1— Z. Assim, Z é um descendente de X, uma contradicdo com o critério backdoor

(Definigao 3.11). Conclua que C tem um colisor. Assim, C' estd marginalmente bloqueado (Defini¢ao 2.47). [

Lema A.12. Se Z satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y, entio f(z|do(x)) = f(z).

Demonstragao.
f(z|do(z)) = fu(2|I =1) Lema A.7
= f.(2|] = 0) Lema A.11
= f(z) Lema A.8
O
Prova do Teorema 3.19. Decorre diretamente dos Lemas A.10 e A.12. O
Prova do Coroldrio 3.20.
F0ldo(X =) = [ F(y.2ldo(X = 2)da
[ #aldo(x = )1 (uldo(X = 2),2)
/f f(y|z,z) Teorema 3.19
O
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A.5.2. Teoremas 3.21 e 3.22

Prova do Teorema 3.21.
Elg(Y)|do(X = z),Z] = [ g(y)f(yl|do(x), Z)dy Definigao 3.3

= /g(y)f(ym,z)dy Teorema 3.19

| X =z, Z]] likning (A.8)

9(y) f(yldo(z), Z)dy Definicio 3.3

9(y) f(ylz, Z)dy Teorema 3.19

(.T*,y)

E[Y |do(z)] = E[E[Y |do(X), Z]]

Teorema 3.22

A.5.3. Teorema 3.26

Lema A.13. Se (Wy)nen € uma sequéncia de varidveis aleatdrias tais que E[|W,|] = o(1), entdo W, 0.

Demonstragao.

Markov
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Prova do Teorema 3.26. Como E[|u(x,Z)|] < oo, pela Lei dos Grandes Niumeros,

W P Elu(z, 2)]

= 1)) — 2ic1 Z(%Zi)

Portanto, pelo Teorema 3.21, é suficiente provar que N [Y|do(X P, 0. Usando o Lema A.13,

Ei[V]do(X = z)] — Zi=th@Z) || _ (1),

n

¢é suficiente provar que E [

?|

Z:'L:l M(xa Zl)
n

B (¥ 1do(X — )] - | - [ latite. 2 —pte. 2 |

n”! Z;E iz, Zi) — p(w, Zi) ]

=E[|i(z,Z) — u(x,Z)|] Definicao 3.23

A.5.4. Teorema 3.29

Prova do Teorema 3.29. Pela Lei dos Grandes nimeros, n=1 Y 7", M}I((if‘z;):v ) Pog [Y;Ef';r )}. Como pelo Teo-

rema 3.22 temos que E [Y}((f‘;)z )} = E[Y|do(X = z)], usando o Lema A.13 é suficiente provar que

f Definigao 3.2
f(x|Zy) f(x|Zy) ] efinicdo 3.23

YiI(X; = 2)(f <x|zi>—f<:c|zi>>u
f(@|Z:)f («|Z:)
<07%E |[Vil(X; = 2)((alZ:) — f(a]Z2))]] inf min{ f(2/21), f(2/Z1)} > 6

=0°E [[f(x\zz) — f(=|Z;)| - E[|Y;I(X; = x)HZ]} Lei da esperanca total
<M6~E [|f(@]Z:) - f(x]2)]] sup E[[YI(X; = 2)|Z = 2] < M

=o(1)

73



A.5.5. Teorema 3.32

Prova do Teorema 3.32. Se as condigoes do Teorema 3.26 estao satisfeitas, entdo decorre deste resultado que
E\[Y]do(X = )] N E[Y|do(X = z)]. Portanto, usando Lema A.13, resta demonstrar que

] =o(1)

E

B[V |do(X = )] — 3 H(in?f;’l;(fs, Z;)
i=1 7

"X = 2) iz, Zy)
E | |Ea[Y|do(X = z)] — -
2[Y'|do( )] ; (2|2 ]
g || MK = D)V — ol Z) Defini¢io 3.28
2 e u ’
- I(X; = =) (Y — iz, Z))
<n—1 E =
S |
_E ’H(Xl =20 = iz, 21)) '] Definicao 3.23
f(l’\zl)
<O7'E [|1(X:1 = z) iz, Z1))|] inf flzlz) > 6
<6'E H]I EY1|X1,2Z] — j(x, Zl))H Lei da esperanca total
=T'E [|I(X1 = 2)EM|X1 = 2,Z1] — ii(z,Z1))]]  L(Xy = 2)E[Y1]X1,Z1] = 1(X; = 2)EV1| Xy = 2, Z4]

<SE[|EY|X, = 2, 2] — x, Z0)|]
=E (|iu(z, Z1) — ji(w, Z1)|] = o(1)

A seguir, se as condicdes do Teorema 3.29 estio satisfeitas, entdo decorre deste resultado que Eq [Y|do(X = z)] N

] =o0(1)

E[Y|do(X = z)]. Portanto, usando Lema A.13, resta demonstrar que

E

E1[Y|do(X _ ) - Z H(in?zé(? Z;)
=1 [
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n

I(Xi = 2)f(, Zi)

i=1 nf(:dzl)

(X; = 2))ii(z, Z) ]

= nf(e|2)
1S || 120 — 16 = )i, Z2)
: ; ‘ f(z|Z;)
g U (Flal) ~ 1, = )i Z0) ]
(|Z1)

~

<67E [\(f(x\zn (X1 = 2))ji(er, Z)|
<07 ME || f(alZ1) — 1(X; = )|

5 ME [\ 2|Z1) — E[I(X; = x)|Z1M
—5"\ME [\ x|z1)\} = o(1)

A.5.6. Teorema 3.39

Prova do Teorema 3.39. Se X =1(Z > z1), entao:

CACE(Z = 21) = E[Y|do(X
= lifn E[Y|do(X

=lmE[Y|X =1,Z = 7|

zlz1

=limE[Y|Z =z] — im E[Y|Z

VAV A
A seguir, considere que f(z|Z) €

E[Y|Z] = E[E[Y|X, Z]|Z]

— E[Y|X = 1,Z]f(X

— E[Y]X = 1,2

= CACE(Z)f(X = 1|Z) + E[Y|do(X

Como E[Y|do(X =0),Z] e E[Y|do(X =

decorre da likning (A.9) que

lIim E[Y|Z =z =
z|z1
ImE[Y|Z =z =
z1z1

z1z1

ad

|

=1),Z =21 —E[Y|do(X =0),Z = z1]
=1),Z=1z]— lim E[Y|do(X

- hmE[Y\X =0,Z =z
Z

Definicao 3.25

Definicao 3.23

inf f(z|Z1) > 6
sup fi(z,z) < M

Lei da esperanca total

Definicao 3.7

=0),Z =z continuidade

Teorema 3.21

X=NZ>z)

(0,1) é continua exceto em z;. Primeiramente, note que

=1Z)+EY|X =0,Z](1 — f(X
—EY|X =0,Z))f(X =1|Z)+ E[Y|X =0,Z]
= 0)72:

CACE(z) hm f(X

z)z1

CACE(z) hm f(X

z1z1

= 1lz) + E[Y|do(X

= 1lz) + E[Y|do(X

~112))

Teorema 3.21

= 0), Z = Zl]

= 0),;5 = Zl]

(A.9)

1), Z] sao continuas em z;, CACE(Z) também ¢ continua em z;. Assim,
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Finalmente subtraindo as equagoes acima, obtemos

ImE[Y|Z =2z] - imE[Y|Z =2z] = C’ACE(zl)(lifn f(X =1|z) — liTm f(X =1|z))

z|z1 z1z1

limg),, E[Y|Z = z] — limgy,, E[Y|Z = 2]
CACE(z) = ! !
CE(z) limgya, F(X = 1]2) — limgry, (X = 1]2)

A.6. Secoes 3.3 e 3.4 (Controlando mediadores (critério frontdoor))

A.6.1. Teorema 3.48
Lema A.14. Se Y 14 Z|IX UW em G(X), entdo
f(Y]do(X),Z, W) = f(Y|do(X), W)

Demonstragdo. Seja f*(V) = f(V|do(X = x)). Decorre do Lema 3.2 que f* é compativel com G(X) e que X é

degenerado em x segundo f*. Assim,

f(Y]do(X),Z, W) = f*(Y|Z, W)
=Y X=x,Z,W) X ¢é degenerado segundo f*
=YX =x,W) f* compativel com G(do(X)),

Y LY Z|XUW em G(do(X)), e Teorema 2.49
= f(Y|do(X = x), W).

Lema A.15. Se Y 1Y W|ZUX em G(X, W), entdo

fY|do(X),do(W),Z) = f(Y|do(X), W, Z)

Demonstracio. Seja f*(V) = f(V|do(X = x)). Como Y 14 W|ZUX em G(X, W), nio ha nenhum caminho ativo
em G(X) de X em Y que inicia com W <. Isto é, X U Z satisfaz o segundo item do critério backdoor para medir

o efeito causal de W em Y. Portanto,

f(Y|do(X = x),do(W), Z) = [*(Y|do(W), Z)
= f*(Y|do(W),X =x,Z) Lema 3.2
=YW, X=x,Z) Lema A.10
= (YW, Z)
= f(Y|do(X =x), W, Z)
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Lema A.16. Se Y 19 Ix|ZUW em G(W,X"), entdo:
f(Y]do(W),do(X), Z) = f(Y|do(W), Z)

Demonstragao. Seja f*(V) = f(V|do(W = w)).

f(Y]do(W =w),do(X),Z) = f*(Y|do(X), Z) Lema 3.2
= f*(Y|do(X),W = w, Z) Lema 3.2
=fY|Ix =1,W =w,Z) Lema A.7
= fA(Y|W =w,Z,Ix =0) Y 1?7 Ix[WUZ em G(W,XT)
=f"YIW=w,Z) Lema A.8
= f(Y|do(W =w),Z) Lema 3.2
O
Prova do Teorema 3.48. Decorre dos Lemas A.14 a A.16. ]

A.6.2. Teorema 3.44

Lema A.17. Se W satisfaz o critério frontdoor para medir o efeito causal de X em Y, entdo f(Y|do(X), W) =
f(Y]do(X), do(W)).

Demonstragao. Decorre do critério frontdoor Definicao 3.43.3 que X satisfaz o item 2 do critério backdoor para
medir o efeito causal de W em Y. Portanto, pelo Lema 3.49, Y 1¢ W|X em G(W). Pelo Exercicio 2.56,
Y 14 W|X em G(X,W). A prova se conclui aplicando o item 2 do Teorema 3.48. O

Lema A.18. Se W satisfaz o critério frontdoor para medir o efeito causal de X emY, entdo f(Y|do(X),do(W)) =
f(Y |do(W)).

Demonstracdo. A prova consiste em aplicar o item 3 do Teorema 3.48. Para tal, desejamos provar que Y L4 Iy W
em G(W, XT). Tome C como um caminho arbitrario em G(W, XT) de Ix em Y.

Primeiramente, provaremos que C' nao é um caminho direcionado. C nao é um caminho direcionado de Y a Ix
pois a tinica aresta em G(W, XT) ligada a Iy é Ix — X. A seguir, suponha que C' é um caminho direcionado de
Ix aY. Pelo Definicao 3.43.2, existe C; tal que C; € W. Como C é direcionado de Ix em Y, C;_1 — C;. Este é

um absurdo, pois ndo h4 aresta apontando para W em G(W, X ). Portanto, C' ndo é um caminho direcionado.

Conclua que existe C; que é um colisor. Como néao hé arestas apontando para W em G(W, X ), ndloha W € W
que é descendente de C;. Como C; é um colisor e C; nao tem descendentes em W, conclua que C' estd bloqueado.
Como C era arbitrario, Y 19 Ix|W em G(W, XV). O
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Prova do Teorema 3.44.

f(Y|do(X /f Y|do(X = z), W) f(W|do(X = x))dW
= /f(Y]do(X =z), W)f(W|X = 2)dW Exercicio 3.52
_ /f(yydo(x — 2), do(W)) f(W|X = 2)dW Lema A.17
_ /f(yydo(W))f(mX — )W Lema A.18
//f YIW, X)f(X)dX f(W|X = z)dW Exercicio 3.52
0
A.6.3. Teorema 3.45
Prova do Teorema 3.45.
E[Y |do(X /Yfﬂw ))dY
/ /f W|z) /f Y|X,W)f(X)dXdWdY Teorema 3.44
/Yf Y|X, W)F(X)f(W|z)d(Y x W x Y)
Yf(Wlx)
Fowi LW XY < W y)
s [
f(W]X)
O

A.7. Secao 4.1 (Levando a intuicao do SCM ao POM)

Prova do Lema 4.10. Se Zy—y(w) # z, entao [(Zy—_y(w) =2z) =0e
Wy—v (W) (Zv=y(w) = 2) = 0 = Wz—p v=v(W)[(Zy=y(w) = 2z)

Se Zy—y(w) = z, entao [(Zy—y(w) = z) = 1 e basta provar que Wy—y(w) = Wz—z y=v(w).

Para tal, considere primeiramente que W € Z. Pela definicao de w, Zy—y(w) = 2z = Zz—, v=v(w). Portanto,
Wy—y(w) = Wz—z v=v(w). Similarmente, se W € V, decorre da Defini¢ao 4.7 que Vy_y(w) = v = Vz—p y=y(w).
Portanto, Wy—y(w) = Wz=z v=v(w). Assim, resta considerar o caso em que W ¢ (ZUV).

Para provar este fato, construiremos uma ordem sobre V—(ZUV). Defina V(0 = {W € V—(ZUV) : Pa(W) = 0},
isto ¢ V(O sdo vértices no DAG que néo estdo em Z UV e que sdo raizes. Além disso, para todo 1 < i < n,
VO = (W eV —(ZUV): Pa(W) C V=D U (ZUV)}. Isto é todos os pais de V(I sdo rafzes ou estdo em
(Z UV), todos os avés de V) sdo raizes ou estdo em (Z UV), e assim por diante. Como V é finito, existe n tal
que VM =V — (UUV).

Completaremos a prova por indugao finita. Primeiramente, se W &€ VO decorre da Definicao 4.7 que Wy—y =
gw (Uw) = Wz—p v=y. Em particular, Wy— (w) = Wz v=v(w). A seguir, suponha que para todo W € pli—1),
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Wy—y(w) = Wz—pv=y(w) e tome W € V@, Por definicio de V¥, Pa(W) C V=D U (ZUV). Tome W* €
Pa(W). Por hipétese de inducio, se W* e V=1 entao Ws_,(w) = Wézz,vzv(w). Também provamos que, se
W*eZUV, entao Wy_, (w) =Wz_,y_,(w). Conclua que Pa*(Wy=y)(w) = Pa*(Wz=zv=v)(w). Como decorre
da Definicao 4.7 que Wy—y = gw (Uw, Pa*(Wy=y)) € Wz—pv=v = gw (Uw, Pa*(Wz—zv—v)) € Pa*(Wy—y)(w) =
Pa(W3_,y_y)(w), conclua que Wy—y(w) = Wz—pv=v(w). A prova estd completa observando que W € Vip) =
V—(ZUV). O

Prova do Lema 4.9.

]P)(VV:\, = VZ:z,V:v|ZV:v = Z)
:]P)(WV:V = WZ:z,V:v,\V/W € V|ZV:v = Z)
=P(Wy—yl(Zy=y = 2z) = Wz—pv=v1(Zy—y = 2),YW € V|Zy_, = 2)

=1 Lema 4.10
O
Prova do Lema 4.11.
fO)=1V=v)- [[ FVIPa(V)) Definigao 4.7
Vey-v
=I(V=v)- [[ fVIPaV)) Definicoes 4.3 e 4.7
Vey-v
= f(V|do(V =v)) Definicao 3.1
O

Prova do Lema 4.13. (1 — 2) Para realizar esta demonstragao provaremos que a negagao de 2 implica a negagao
de 1. Suponha que exista um ascendente comum de X e Y. Portanto, existe V € V, um caminho direcionado de
Vem X,CX =(V,C5,...,CX |, X), e um caminho direcionado de Vem Y, CY = (V,CY,...,CY | Y). Defina
C=(X,CX, . ..,C5V,CY,...CY_Y). Como C¥ ¢ um caminho direcionado, (C:X ;, X) € £. Além disso,
como CX e CY sao caminhos direcionados, néao hé colisor em C. Conclua que C' estéd bloqueado dado (. Isto é, 0
nao satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y.

(2 — 3) Para realizar esta demonstragdo provaremos que a negagao de 3 implica a negacdo de 2. Suponha
que no grafo potencial, G*, existe um caminho nao bloqueado de X a Y,, C. Portanto, existe V € V tal que

C=X,..V« Uy —V,,...Y,. Como C nao esta bloqueado, nao ha colisor em C. Portanto,
C=X+ ..+ VU= Ve— ... =Y,

Decorre da Definicao 4.5 que V' é ancestral comum de X e Y. Para constatar essa iltima afirmagao basta remover
Uy e V. do caminho e substituir cada vértice potencial a partir de V, por sua cépia em V.

(3 — 1) Esta demonstracao decorre do Lema 4.16, provado a seguir, tomando Z = (). O

Prova do Lema 4.16. Suponha que Z nao satisfaz o critério backdoor para medir o efeito causal de X em Y. Como
X ¢ Anc(Z), existe um caminho nao bloqueado de X em Y dado Z, C' = (X,Cy,...,Cp—1,Y) tal que X « Cs.

Ha dois casos para considerar: Cp,_1 <~ Y eC,_1 = Y.
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Se C,—1 < Y, entdo nao ha colisor em C),_1 + Y < Uy — Y,. Portanto, C* = (X,Cy,...,Cy_1,Y,Uy,Y,;) é
um caminho desbloqueado de X a Y, no grafo potencial.

A seguir, considere que Cy,—; — Y. Tome m = max({1}U{i : C; é colisor}). Assim, Cp, < Cppy1...Cp1 — Y.
Pelo diagrama acima, existe p > m tal que C,—; < C, = Cp41. Defina C* = (X, (C2)z, ..., (Cn—1)s, Yz). Nao hd
colisor em €)1 = Cp <= Ug, — €. Também, como nao hé colisor em (Cp, Cp1,...,Y), decorre da Definicao 4.5

que nao ha colisor em (Cy,Cp, 4, ...Y). Portanto, ndo ha colisor em (Cp, Uc,, Cp, Cpyq, ... Y). Defina
CT=(X,0y,...,CpUc,,Cy,Criy, .. Y).

Como C esta bloqueado dado Z, para todo i < p, C; € Z se e somente se C; é um colisor em C. Além disso, para
todo i > p, C;r nao é colisor e C’;” nao estd em Z, pois é um resultado potencial ou uma varidvel em U. Assim

C;r nao estd bloqueado dado Z e é um caminho de X a Y. O

A.8. Secao 4.2 (Variaveis Instrumentais)
Definigdo A.19. U= {Uy : V € V}, V) ={V € V: Pa(V) =0}, e V) = {V € V: Pa(V) C Vi~D}.

Lema A.20. No modelo de resultados potenciais (Definicao 4.7) se Anc*(Yx=x) NU = Anc*(Yx=xz=2) N U,
entdo para cada V € Pa(Y), Anc*(Vx=x) NU = Anc*(Vx=x,z=z) N U.

Demonstragao. Primeiramente, note que para todo Z € Z, tem-se que Uz ¢ Anc*(Yx—x,z—z) = Anc*(Yx—x).
Assim, como Anc*(Vx=x) C Anc*(Yx=x), Uz ¢ Anc*(Vx—x). Isto é, Zx—x N Anc*(Vx—x) = 0.

A seguir, por construgdo da Definicao 4.7, Anc*(Vx=xz=z) N U C Anc*(Vx=x) N U. Assim, basta provar que
para todo U € Anc*(Vx=x) NU tem-se que U € Anc*(Vx=xz=z)-

Tome U € Anc*(Vx—x) N U. Por construcao, existem vértices, C1,...,Cy, € V que constituem um caminho
direcionado de U a Vx—x, (U, (C1)X=x,- -+, (Cm)x=x, Vx=x). Como Zx_x N Anc*(Vx—=x) = 0, nao existe V; tal
que V; € Z. Portanto, (U, (C1)x=x,z=z; - - - » (Cm)X=x, Vx=x,2=z) ¢ um caminho direcionado de U a Vx—x z—3, isto
é, U € Anc*(Vx=x,2=2)- O

Lema A.21. No modelo de resultados potenciais (Definicao 4.7), se Anc*(Yx—x) NU = Anc*(Yx=xz=2) N U,

entdo Yx—x = YxX—x 7—z-

Demonstracio. Faremos a demonstracao por inducéo. Para tal, utilizaremos a Definicio A.19. Se Y € V)| entéo
Pa(Y) = 0. Assim, Anc*(Yx=x) é {Uy} ou 0. Se Anc*(Yx—x) =0, entdao Y € X. Portanto, tomando Y como X;,
Yx—x = X; = Yx=xz=2. 3¢ Anc*(Yx=x) = Anc*(Yx=xz=z) = {Uy}, entao Yx—x = gy (Uy) = Yx=x 7=z

Agora, suponha que se V € Vi~ ¢ Anc*(Vx=x) NU = Anc*(Vx=x,z=2) N U, entdo Vx—x = Vx—x z—z. Tome
Y € V@ tal que Anc*(Yx=x) NU = Anc*(Yx=xz=z) NU. Se Uy ¢ Anc*(Yx=x), entdo existe Y é algum Xj.
Portanto, Yx—x = X; = Yx=x,z=z. A seguir, suponha que Uy € Anc*(Yx=xz=z). Para cada V € Pa(Y’), como
Y e V@, vV e Yi-1 Além disso, decorre do Lema A.20, que Anc*(Vx=x) NU = Anc*(Vx=x,z=z) N U. Portanto,
decorre da hipétese de inducao que Vx—x = Vx—x,z—z. Assim,

Yx—x = gy (Uy, (Pa(Y))x=x) = 9v (Uy, (Pa(Y))x=x,z=2) = YX=x,Z=2
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Prova do Lema 4.23. A seguir, suponha que existe um caminho direcionado de I a Y, (I,C4,...,Cp,Y), que
nao passa por X. Escolha f tal que I ~ Bernoulli(0.5)e I =C; =... =C,, =Y. Yx—, ~ Bernoulli(0.5) e
Yx—z 1= = i. Portanto, P(Yx—y # Yx—z.1=i) > 0.

A seguir, suponha que todo caminho direcionado de I a Y, C, ¢ tal que existe j com C; = X. Iremos provar
que Anc*(Yx—z) NU = Anc*(Yx=z,1=i) N U e, com base no Lema A.21, concluir que Y7—; x—, = Yx—;. Como
Anc*(Yx =z 1=i) NU C Anc*(Yx=;) NU, basta provar que todo U € Anc*(Yx—,) NU satisfaz U € Anc*(Yx—z 1=i).

Tome U € Anc*(Yx—,) NU. Assim, existem vértices C1,...,Cy, € V e um caminho direcionado de U a Yx_x,
(U,(C1)x=z,---+(Cm)x=z,Yx=z). Note que se algum C; fosse I, entao pela hipétese do lema, existiria algum
Ck que seria X. Assim, (U,C4,...,Cp,Yx—=;) nao seria um caminho direcionado, afinal, X x_, nao tem pais.
Portanto, I nao estd em Ci,...,Cy,. Conclua que (U, (C1)x=z1=i)-- -+ (Cm)x=21=is YX=z,1=i) ¢ um caminho
direcionado de U a Yx—; 1—i. Isto é, U € Anc*(Yx—z,1=:). Decorre do Lema A.21 que Y/—; x—» = Yx—,. ]

Lema A.22. Se I é um instrumento para medir o efeito causal de X em'Y e X € Anc(Y'), entdo I € ignordvel

para o efeito em X.

Demonstragao. Provaremos a contra-positiva. Se I nao é ignoravel para medir o efeito em X, entdo decorre do
Lema 4.13 que I e X tem um ancestral comum, Z. Como X é um ancestral de Y, decorre que Z é ancestral
comum a [ e Y. Portanto, conclui-se do Lema 4.13 que I nao é ignoravel para Y. Isto é, pela Definicao 4.22.1, I

nao é um instrumento. O

Lema A.23. Se X ¢ ignordvel para medir o efeito causal em'Y em um CM linear Gaussiano, entdo
ACE = Cov[X,Y]-V1[X].

Demonstragdo. Decorre do Lema 2.26 que V segue uma normal multivariada. Portanto, existem « e § tais que

EY|X]|=a+p5-X. (A.10)
Assim,
ACE — dE[Y|do(X = z)]
dz
Y1X = z] Corolério 4.14
dx
= dla + pz) =0 likning (A.10) (A.11)
dz
Finalmente,
Cov[X,Y] =E[XY] - E[X]E[Y]
EXE[Y|X]] - E[X]E[E[Y]X]]
E[X(a+ X)] - E[X]E[a + 5X]
= aE[X] + E[X?] - aE[X] — SE[X]
= BV[X]
= ACE - V[X] likning (A.11)
Rearranjando os termos, obtenha ACE = Cov[X,Y] - V-1[X]. O
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Prova do Teorema 4.24.

Cov[I,Y] -V I = ACE;y Lema A.23
IC|-1
= Z H 50,-+1,Ci Teorema 3.6
CeCry i=1
ICl-1 |K|-1

= > > | II tearc II Bxix Lema 4.23
j=1

CeCr x KeCx )y =1

|C|-1 |K|-1
= Z H /BCiH,Ci Z H ﬁKi+1yKi
CGC]’X =1 KE(CX,Y 7j=1
= ACELX . ACE)(’y Teorema 3.6
=Cov[I,X]-V}I]- ACExy Lemas A.22 e A.23
. _ Covull,Y]
Rearranjando os termos, obtemos ACExy = Conl.X]" ]
Prova do Teorema 4.27.
Yi=1 — Yi=o
=Y l(X7—1 = 1) + Y71 1(X7=1 = 0) — Y7—ol(X7=0 = 1) = Y7—0l(X7—0 = 0)
=Y x=1 (X721 = 1) + Yi—1 x=0l(X7=1 = 0) — Y7—o, x=11(X1=0 = 1) — ¥7—0,x=0l(X7=0 = 0) Lema 4.10
:Yle]I(X[:l = 1) + YX:(]]I(ijl = O) - YX:ﬂI(X[:O = 1) - YX:()H(X[:O = 0) Deﬁnigéo 4.22.2
=Yx=1 — Yx=0)(I(X7=1 =1) = 1(X;=0 = 1))
=(Yx=1 — Yx=0)(Xr=1 — X7=0) X €{0,1}
(A.12)
Portanto,
E[Y[:1 — Y[:()] = E[(YX:1 — YX:O)(XI:I — X[:())] likning (A12>
= E[YX:1 — YX:0|X[:1 - X[:() = l]P(ijl - X[:() = 1) Deﬁnigéo 4.25 (A13)
(A.14)
Como [ é um instrumento, decorre da Defini¢ao 4.22 que Cov[I, X| # 0. Portanto, P(X;—1 — X;j—¢ = 1) # 0.
Reagrupando os termos na likning (A.13), obtemos:
E[Y7—1 — Y7—0]
ElYy—1 — Yx—|Xjo1 — Xj0=1] =
[Yx=1 — Yx=0|X1=1 =0 =1] PX1—1 — Xi—o = 1)
E[Y7—1 — Y7—0] -
LATE = Definicao 4.26 A.15
P(X/—1 — Xi=o = 1) ¢ (A.15)
E[Y7—1 — Yr—0] .
= X € 0,1}, Definicao 4.25 A.16
E[X]:1 o X[:O] { } ¢ ( )
(A.17)
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H4 dois casos a considerar. Se X € Anc(Y'). Assim, decorre do Lema A.22 que I é ignoravel para medir X. Neste

caso, podemos continuar a desenvolver likning (A.15):

E[Y|I = 1] - E[Y|I = 0]

LATE = E[X[I = 1] - E[X|I = 0]

Definicao 4.22.1, Corolério 4.14

Se X ¢ Anc(Y), entao como I é um instrumento, decorre do Lema 4.23 que I ¢ Anc(Y). Portanto, conclua do
Exercicio 3.36 que E[Y|do(I = 1)] — E[Y|do(I = 0)] = 0, o que implica pelo Lema 4.11 que E[Y;—; — Y7—¢] = 0.
Como I é ignoréavel para Y, decorre do Corolario 4.14 que E[Y|I = 1] — E[Y|I = 0] = 0. Assim, decorre do

likning (A.15) que LATE = 0 = glii==i =0l O

A.9. Secao 4.3 (Contrafactuais)

Prova do Teorema 4.30. Tome um caminho arbitrario de Yx_x a Z. Decorre da Definicao 4.7 que o caminho
necessariamente passard por U € U. Como U é uma raiz, ele nao é um colisor no caminho. Portanto, o caminho
estd bloqueado dado U. Como o caminho era arbitrario, Yx—x L9 Z|U. Decorre do Teorema 2.49 que Yx_x é
independente de Z dado U. Assim,

P(Yxox £ Y12 =2) = [ B(Yxox <¥|Z = 2, 0)(U[Z = )V

— [ B(¥xe < 3I0)f(V]Z = 2)aU Yo L7 ZJU

A.10. Secdo 5.1 (ldentificabilidade na Descoberta Causal)

Lema A.24 (7). Para quaisquer vértices Vi,Va € V em um grafo causal, G, as sequintes afirmagoes sao equiva-

lentes:
1. V1 e Vo sdo adjacentes,
2. Nao existe VCV — {V1,Va} tal que Vi L V5|V,
3. Vi e Va ndo sao d-separados dado A := Anc({V1,Va}) — {V1,V2},
4. Vi e Va nao sao d-separados dado Pa := Pa({Vi,Va}) — {V1,V2}.

Demonstragao. (1 — 2) Sem perda de generalidade, suponha que V; — V5. Inicialmente, construiremos uma f
compativel com G. Para todo V ¢ {Vi,V2}, tomamos f(V|Pa(V)) = I(V = 0). Isto é, V é degenerado em 0.
Além disso, tomamos Vi|Pa(Vy) ~ Bernoulli(0.5) e Va|Pa(Va) = Vi. Para todo VCV — {V},Va}, P(V =0) = 1.
Portanto, Cov(Vy, V2|V) = Cov(Vy, Vo) = 0.25 # 0. Portanto, V; e V3 nao sdo independentes dado V segundo f.
Como f é compativel com G, decorre do Teorema 2.49 que Vi e V5 nao sao d-separados dado V.

(2 — 3) Decorre do fato de que Anc({V1,Va}) — {Vi1,V2} é um caso particular de V em (2).

(3 — 4) Provaremos que se existe um caminho de V; em Vs, C, que nao estd bloqueado dado A, ele também
nao esta bloqueado dado Pa. Faremos esta prova em duas etapas: primeiramente considerando vértices em C'
que nao sejam colisores e, a seguir, que sejam colisores. Tome um vértice em C, C;, que nao é um colisor. Como

C nao estd bloqueado dado A, C; ¢ A. Como Pa C A, C; ¢ Pa. A seguir, tome um vértice em C, C;, que é
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um colisor. Como C' n&o estd bloqueado dado A, existe V; € A tal que V; é descendente de C'. Como V; € A,
existe Vo € Pa tal que Vo = V4 ou V, é descendente de V;. Portanto, Vo € Pa é descendente de C;. Decorre das
conclusoes anteriores que C' nao estd bloqueado dado Pa.

(4 — 1) Considere que V; e V5 nao sao adjacentes e suponha por abusrdo que hd um caminho de V; a V3, C,
nao bloqueado dado Pa. Como Vi e V5 nao sdo adjacentes, |C| > 2. Caso, V; < Cq, entdao Cy € Pa e Cy nao
é um colisor, isto é, C esta bloqueado dado Pa. Conclua que V43 — (5. Por simetria, conclua que C,_1 — V5.
Como Vi — Cy e C,—1 — Va, ha pelo menos um colisor em C'. Defina C; como o colisor de menor indice (o mais
préximo de Vi) e C; o de maior indice (o mais préximo de V3). Por defini¢do construgao, C; é descendente de V;

e C; é descendente de V. Note que, se C; é ascendente de V3 e C; ¢ ascendente de Vi, entao
Vi .=C—=...=wV=...=C—...=V,

¢ um ciclo em G. Como G é um DAG, ou C; nao é ascendente de V5 ou C} nao ¢ ascendente de V;. Sem perda de
generalidade, considere que C; nao é ascendente de V5. Como C; é descendente de V7, C; também nao é ascendente
de V1. Como C; nao é ascendente de V7 ou de Va,, Nao ha vértice em Pa que é descendente de C;. Portanto, C; é
um colisor e nao hé descendente de C; em Pa. Conclua que C esta bloqueado dado Pa, um absurdo. Portanto,
Vi L V5|Pa. O

Lema A.25 (7). Considere que G € tal que V1 € adjacente a Vo, Vo € adjacente a V3, mas Vi ndo é adjacente a

V. Temos que Vi — Vo e Vo < V3 se e somente se Vi ndo € d-separado de V3 dado qualquer V tal que Vo € V.

Demonstragao. (—) Considere que Vi — Vo e V4 <= V3. Tome o caminho C = V) — V5 < V3. Como Vs é um
colisor em C; C' nao esta bloqueado dado qualquer V tal que Vo € V. Conclua que V; nao é d-separado de V3
dado qualquer V tal que V5 € V.

(«<—) Considere que Vi < Vo ou Vo — V3. Portanto, Vo € Pa := Pa({V1,V3}) — {V4,V3}. Como Vj nao é
adjacente a V3, conclua do Lema A.24 que V; L V3|Pa. O

Lema A.26. Se G e G* ndo tem o mesmo padrao, entdo G e G* nao sdo fielmente equivalentes.

Demonstragdo. Decorre diretamente dos Lemas A.24 e A.25. O

Lema A.27. Se G e G* tem o mesmo padrdao, Vi — Vo < V3 € um colisor tanto em G quanto em G* e Z € tal
que Vo = Z ou Z € um descendente de Vo em G, entdo ou Vi e V3 sdo adjacentes em ambos os DAGSs, ou existe

um vértice Vi tal que Vi — Vi < V3 € um colisor em G* e Z =V, ou Z ¢ descendente de Vy em G.

Demonstracao. Para provar este resultado basta mostrar que, se V1 e V3 nao sao adjacentes nas condicoes do lema,
entao existe V, com as condicoes especificadas. Como Z é descendente de V5 em G, existe um caminho direcionado
em G, C = (Cy,...,Cp), tal que C; = Va e C,, = Z. Como G* tem o mesmo padrao de G, C' é um caminho de V5
em Z. Faremos a demonstracao por inducao.

Suponha que C; =V, e C1 = Z, isto é, Vo = Z. Neste caso, V, = V5 satisfaz as condigoes do lema. A seguir,
suponha que, se n < n*, entao existe V, nas condicoes do lema e que n = n* 4+ 1. Se Z é descendente de V5 em G*,
entao basta tomar V, = Z. Caso contrario, existe um menor ¢ tal que C; < C;11. Existem 2 casos a considerar:
t1=1et>1.

Se i > 1, entao C;j—1 — C; < Ciy1 é um colisor em G*. Como eles formam uma cadeia em G, e G e G* tem
o mesmo padrao, C;_1 e C;y1 sdo adjacentes em ambos os DAGs. Como C;_1 g) C; g) Ciy1 e G é aciclico,
Ci_1 g> Cit1. Portanto, C* = (C1,...,Ci—1,Cit1,...,Cy) é um caminho de tamanho n — 1 de Vo a Z em G* que

¢ um caminho direcionado em G. Decorre da hipdtese de inducao que existe V, tal qual desejado.
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Sei=1, Vs g C5. Portanto, Vi — Vo + (5 e V3 — V5 « (5 sao colisores em G*, mas nao em G. Como G e G*
tem o mesmo padrao, conclua que V7 e Cs, e V3 e (s sao adjacentes em ambos os DAGs. Como Vj E) Vs E) Cy
e G é aciclico, V; g (5. Por simetria V3 g C5. Portanto, V7 — C5 + V3 é um colisor em G. Como V; e V3 nao
sao adjacentes por suposicao e G e G* tem o mesmo padrao, V; — Cy < V3 é um colisor em G*, (C,Cs,...,Cy)
é um caminho de tamanho n — 1 em G* e que também é um caminho direcionado em G. Portanto, pela hipétese

de inducao, existe V, tal qual desejado. O
Lema A.28. Se G e G* tem o mesmo padrao, entao G e G* sdo fielmente equivalentes.

Demonstragao. Desejamos provar que para quaisquer Vi,Vo € Ve V C V tais que Vi # Vo e {V1, o} NV =0,
se existe um caminho em G de V; a V5 nao bloqueado dado V, entdo existe um caminho em G* de V4 a V5 nao
bloqueado dado V. Tome Vi, V5 e V arbitrarios. Realizaremos a demonstragao por inducao.

Suponha que hd um caminho de tamanho 2 de V; a V5 em G que nao é bloqueado dado V. Portanto, V; e Vo
sao adjacentes em G. Como G e G* tem o mesmo padrao, Vi e V5 sdo adjacentes em G*. Conclua do Lema A.25
que (V1, V2) é um caminho nao bloqueado dado V em G*.

A seguir, suponha que, para todo caminho de tamanho menor ou igual an em G de V; a V5 que nao é bloqueado
dado V, existe um caminho em G* de V7 a V5 que nao é bloqueado dado V. Tome um caminho caminho arbitrario
de tamanho n + 1, (C1,Cy,...,C,,Chi1) em G de Vi a Vi que nao é bloqueado dado V. Desejamos provar que
existe um caminho em G* de V} a V5 que nao é bloqueado dado V.

Para tal, observamos inicialmente que, como G e G* tem o mesmo padrao, C é um caminho de V; a V5 em G*.

A seguir, dividiremos a andlise em alguns casos:

a) Considere que existe ¢ tal que C; é um colisor em G e nao é um colisor em G*. Como G e G* tem o mesmo
padrao, C;_1 e Cjy1 sao adjacentes em G. Sem perda de generalidade, suponha que C;_1 g> Cit1. Tome
C*=(Cq,...,Ci—1,Ciz1,...,Cpri1). Com excegao de Cj11, todos os vértices em C* tem o mesmo tipo entre
colisor e nao-colisor que eles tem em C. Assim, todos os demais vértices estao abertos dado V. Caso Cjy1
nao seja um colisor em C*, entao ele tem o mesmo tipo que em C e, assim, estd aberto em C* dado V. A
seguir, resta o caso em que C;y1 é um colisor em C*. Como C; é um colisor em C, C; é descendente de
Ciy1. Também, como C; nao estava bloqueado em C' dado V, existe V € V tal que V é descendente de C;.
Conclua que V é descendente de Cj11 e, assim, C;41 nao estd bloqueado em C* dado V. Portanto, C* é um
caminho de tamanho n de V7 a V5, em G que nao esta bloqueado dado V. Assim, esse caso esta resolvido

pela hipdtese de inducao.

b) Considere que existe i tal que C; nao é um colisor em G e é um colisor em G*. Como G e G* tem 0 mesmo

padrao, C;_1 e C;41 sdo adjacentes em G. Ha 3 casos a analisar:

I) Caso C;_1 g) C; g> Cit1, como G é um DAG, obtemos que C;_1 E) Ci11- Neste caso, todos os vértices
no caminho C* = (Cy,...,Ci—1,Ciy1,...,Cpht1) tem o mesmo tipo entre colisor e ndo-colisor que eles
tem em C. Assim, C* é um caminho de tamanho n de V; a V5 que nao estd bloqueado em G dado V.

Assim, esse caso estd resolvido pela hipétese de indugao.
IT) Caso Cj—1 g C; g Ci+1, a anélise é andloga ao caso anterior.

III) Caso C;_1 & C; 9, Ci11, tome sem perda de generalidade que C;_1 9, Cit1. A seguir, ha dois
casos a considerar. Primeiramente, considere que C;_1 é um colisor em C em G. Como C; é um
colisor em C' em G*, (C;_1 nao é um colisor em C em G*. Portanto, C;_; satisfaz as condi¢bes do

caso tratado em a). A seguir, se C;_1 ndo é um colisor em C' em G, entdao todos os vértices em
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Cc* = (Ch,...,Ci—1,Cit1,...,Cphi1) tem o mesmo tipo entre colisor e nao-colisor dado V que em C.
Portanto, C* é um caminho de tamanho n de V; a V5 que nao estd bloqueado dado V em G. Assim,

esse caso estd resolvido pela hipétese de indugao.

c¢) Resta o caso tal que, para todo i, tanto em G quanto em G*, C; tem o mesmo tipo em C entre colisor e

nao-colisor. Existem dois casos a analisar:

D)

1)

Caso exista algum ¢ tal que C; é um colisor em C tanto em G quanto em G* e C;_1 e C; 11 sao adjacentes
em G. Sem perda de generalidade, suponha que C;_ 9 Cit1 etome C* = (Cy,...,Ci—1,Cix1,...,Chy1).
Todos os vértices em C* com excecao de C;41 tem o mesmo tipo entre colisor e nao-colisor que em C.
Caso (41 também tenha o mesmo tipo, entao C* nao estd bloqueado dado V. Caso contrario, C;y1
é um colisor em C*. Como C; é um colisor em C, obtemos que C;11 g> C;. Além disso, como C; nao
estd bloqueado em C' dado V, conclua que existe V € V tal que V é descendente de C;. Conclua das
duas 1ltimas sentencas que V é descendente de C;11. Assim, C;11 néo estd bloqueado em C* dado V.
Decorre que C* é um caminho de tamanho n de V; a V5 que nao estd bloqueado em G dado V. Assim,

esse caso estd resolvido pela hipdtese de inducao.

Caso contrario, para todo ¢ em que C; é um colisor em C, C;_1 e C;41 nao sao adjacentes. Portanto,
decorre do Lema A.27 que existe C} tal que C;_1 EN (O 7 Cit1 e existe V € V que é descendente de
C; em G*. Para todo i em que C; nao é colisor em C, tome C; = C;. Por construcao, C* nao estd
bloqueado em G* dado V.

Prova do Teorema 5.5. Decorre dos Lemas A.26 e A.28 O
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